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Aantal vragen: Dit is een tentamen met 11 open vragen, onderverdeeld in 3 hoofdvragen.

Antwoorden: Alle antwoorden moeten argumenten en/of berekeningen bevatten. Antwoor-
den zonder argumenten of berekeningen geven geen punten.

Hulpmiddelen: Alleen een niet-grafische, niet-programmeerbare rekenmachine is toegestaan.
Alle andere hulpmiddelen zijn niet toegestaan.

Beoordeling: In totaal kunnen 20 punten verdiend worden. Het onafgeronde eindcijfer is
gegeven door F/2; waarin P het aantal behaalde punten is.

1. We beschouwen de volgende methode

W = Wy + Atf(tn, wy)

Wy = Wy + At (alf(tna wy) + a f(tni1, wZH))

voor de integratie van een beginwaardeprobleem 3’ = f(¢,y), y(to) = yo. De constan-
ten a; en ay voldoen aan a; + ay = 1.

(a) Laat zien dat de lokale afbreekfout (local truncation error) van bovenstaande me-
thode van orde O(At) in het algemeen is. Voor welke waarde(s) van a; and as zal
de bovenstaande methode een lokale afbreekfout van orde O(At?) hebben? (35 pt.)

(b) Laat zien dat voor algemene waardes van a; and as de versterkingsfactor (amplifi-
cation factor) gegeven is door

Q(AAL) = 1+ AL + ay(A\AL)?.

(13 pt.)
(c) Beschouw A < 0 en 1 — 8ay < 0. Laat zien dat de bovenstaande methode stabiel is
voor alle At > 0 die voldoen aan
—1
At < —.
az A (2 pt.)
(d) We bekijken het volgende stelsel van niet-lineaire differentiaalvergelijkingen:
x] = cosxy — 2xe +t,
o= gty (1)
T (0) = T,
We kiezen a; = ay = 3. Voor welke waarde van At is de methode toegepast op (1)
stabiel op t = 07 (11 pt.)
(e) We kiezen weer a3 = ag = % Voer één tijdstap met de gegeven methode en At =1
uit om een benadering van de oplossing van het stelsel (1) op ¢ = 1 te krijgen. (13 pt.)

voor vervolg z.0.z.



2. We bekijken het volgende randwaardeprobleem:
—y'(x) +y(z) = 2e", ze(01),

y(0) = 2, (2)
y'(1) = 0.
De exacte oplossing is gegeven door
y(r) = e*(2 —x). (3)
In deze opdracht gaan we proberen deze exacte oplossing te benaderen met een numerieke

methode.

(a) Laat zien dat vergelijking (3) inderdaad de exacte oplossing is van probleem (2). (1 pt.)

(b) We lossen het randwaardeprobleem (3) op met behulp van eindige differenties met een
lokale afbreekfout van O(Az?), nadat we gekozen hebben voor x; = jAz, nAz = 1,
met Az de uniforme stapgrootte. Na discretisatie vinden we de volgende formules:

Wy — 2wy A 2
_ 2 a7 — 9plr T
(A2 + wy + A
o ows . ,
- (AIZJ);_ Sy w; = 2eI87 voor j € {2,...,n— 1},
—an + an_l I 9
— w e.
(Az)? !
Geef (met argumenten) de afleiding van dit stelsel. (3 pt.)
(c) Kies Az = 1/3 en leid het stelsel vergelijkingen Aw = b af met w = [wy, ..., w,|T.
Schrijf A en b expliciet op in jouw antwoord. (1 pt.)

b
3. Om / f(z) dz te benaderen kan de regel van Simpson

[ @ ar= "5 (s +ar (50) + 500

worden gebruikt. De regel van Simpson is gebaseerd op de aanname f(z) ~ Lo(z), met
Ls(x) het kwadratisch interpolerend polynoom met knopen zy = a, x; = “—er en ro = b.

We weten verder de volgende integralen:

w2 Lgy — 1 2
/ Lis(z)dzr = {6(1’2 o) als k € {0,2},
o

2(xg—mg) alsk=1,

waarbij Ly (z) het kwadratische Lagrange basispolynoom is van knoop xy.

(a) Geef een afleiding van de regel van Simpson. (2 pt.)
(b) Gegeven is dat een bovengrens voor de afbreekfout van de regel van Simpson [ is
r)dr — I| < ——my(b—a)’
g ‘ 255040~ )"

met my = maxg<gz<p |f( )(x)|

Laat zien dat de regel van Simpson exact is voor polynomen van graad 3 en lager. (1% pt.)
1

(c) Benader / r*dz met de regel van Simpson en geef de absolute waarde van de

0
afbreekfout van deze benadering. (1% pt.)

Voor de uitwerkingen van dit tentamen zie:
http://ta.twi.tudelft.nl /nw/users/vuik /wi3097 /tentamen.html



