Anwendung eines Mehrgitterverfahrens auf
partielle Differentialgleichungen fiir asiatische
Optionen unter Verwendung einer modernen

Zeitdiskretisierung

Diplomarbeit

vorgelegt von

Jorg Frisch

angefertigt unter Anleitung von

PD Dr. Cornelis W. Oosterlee

Mathematisches Institut der Universitat zu Koln

Koéln, Wintersemester 2001 /02



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 4

2 Optionen und ihre Anwendungsbereiche 6

2.1 Futures . . . . ... 6

2.2 Standardoptionen . . . . . . .. ... 10

2.2.1 Die Auszahlungsfunktion einer Option . . .. 11

2.2.2  Die Hebelwirkung einer Option . . . . . . .. 14

2.3  Ein Kapitalmarktmodell . . . . . . .. ... ... .. 15

2.4 Portfoliostrategien am Kapitalmarkt . . . ... . .. 18
2.4.1 Synthetische Positionen durch Optionen und

Aktien . . . . . ..o 18

2.4.2 Portfoliostrategien mit Optionen und Aktien . 19

3 Die Bewertung von Optionen mit dem Black-Scholes-

Modell 31
3.1 Der theoretische Wert einer Option . . . . . .. . .. 31

3.2 Die Bewertung von Optionen auf der Grundlage des
Binomialmodells . . . . . ... ... ... ...... 33
3.2.1 Die Bewertung mit dem Binomialmodell . . . 34

3.3 Die Black-Scholes-Gleichung fiir européische Standard-
optionen . . . . ... ... 37
3.3.1 Ein kontinuierliches Modell fiir den Kursverlauf 38
3.3.2  Die Black-Scholes-Gleichung . . . . . . .. .. 40

3.3.3 Die End-Randwertaufgabe fiir européische Op-
tionen . . . ... ... 42

3.4 Die Black-Scholes-Ungleichung fiir amerikanische Op-

tionen . . . . ... L e 45
3.4.1 Das lineare Komplementaritatsproblem . . . . 48
4 Optionen am Kapitalmarkt 53
4.1 Beurteilung einer gehandelten Option . . . . . . . .. 53
4.1.1 Die Optionselastizitat. . . . . . . ... .. .. 55
4.2 Strategien mit dem Optionsdelta und ihre Gefahren . 56
4.2.1 Hedgestrategien mit dem Delta der Option . . 56
4.2.2 Synthetischer Put . . . . . ... .. .. .... 58
4.2.3 Die Gefahren des Delta Hedgen . . . . . . .. 59

4.2.4 Die Spekulation auf falsch bewertete Optionen 61



Asiatische Optionen und ihre Bewertung
5.1 Diskrete asiatische Optionen . . . . . . . . ... ...

65
67

5.1.1  Die Optionswertentwicklung zwischen den Beobach-

tungszeitpunkten . . . . ... ... ... L.

5.1.2  Die Optionswertentwicklung an den Beobach-
tungszeitpunkten . . . ... .00

5.1.3 Die Bewertung diskreter asiatischer Optionen
5.2  Kontinuierliche asiatische Optionen . . . . . . . . ..

Numerische Bewertung der Standardoptionen

6.1 Die Diskretisierung der Black-Scholes-Gleichung . . .
6.1.1 Die Zeitdiskretisierung . . . . . .. ... ...
6.1.2 Die Raumdiskretisierung . . . . . . .. . ...
6.1.3 Die Matrixgleichung . . . . . ... ... ...

6.2 Numerische Losung der Black-Scholes-Gleichung . . .

6.3 Numerische Losung der Black-Scholes-Ungleichung . .
6.3.1 Der Projektions-Gaufs-Seidel-Algorithmus

Anwendung eines Mehrgitterverfahrens
7.1 Mehrgitter fiir lineare partielle Differentialgleichungen
7.1.1 Anisotrope Probleme . . . . .. .. ... ...
7.1.2 Ergebnisse fiir européische Optionen . . . . .
7.2 Mehrgitter fiir nicht lineare partielle Differentialglei-
chungen . . . . .. ...
7.2.1 Anwendung des PFAS auf das lineare Kom-
plementarititsproblem . . . .. ... ... ..
7.2.2  FErgebnisse fiir amerikanische Optionen . . . .

68

69
72

75
5
76
82
91
93
95
96

Numerische Losung der partiellen Differentialgleichung

und -ungleichung fiir asiatische Optionen

8.1 Asiatische Optionen vom europiischen Typ . . . . . .
8.1.1 Die Diskretisierung des Konvektionsterms
8.1.2 Die Anfangs- und Randbedingungen . . . . .
8.1.3 Anwendung des Mehrgitterverfahrens . . . . .
8.1.4 Ergebnisse . . . . . ... ...

8.2 Asiatische Optionen vom amerikanischen Typ
8.2.1 Ergebnisse . . . . . ... ...

Schlussbetrachtung und Ausblick

111
111

. 112

113
114
116

. 122

123

128



1 Einleitung

Die Zeiten, in denen man sein erspartes Geld im Strumpf unter
dem Kopfkissen aufbewahrte, sind lange vorbei. Fiir grofe Unter-
nehmen und auch fiir Privatpersonen bietet der Finanzmarkt viele
Alternativen, um Geld Gewinn bringend anzulegen und fiir seine
Besitzer arbeiten zu lassen. Besonders in dem letzten Jahrzehnt hat
in Deutschland der Handel mit spekulativen Wertpapieren, wie zum
Beispiel Aktien, enorm an Bedeutung gewonnen. Jeder hat mindes-
tens einen Bekannten oder Nachbarn, der in den vergangenen Jahren
freudig von seinen Spekulationsgewinnen berichten konnte. Diesel-
ben Bekannten und Nachbarn wurden aber leiser als der Trend der
Borse sich im letzten Jahr wendete, um die iiberbewerteten Aktien
zu korrigieren. Viele Anleger mussten feststellen, dass nicht ihre "gu-
te Nase” fiir die Gewinne verantwortlich war, sondern lediglich der
positive Borsentrend. Die Mdoglichkeit hohe Gewinne an der Borse
zu erzielen, ist eng verbunden mit dem Risiko grofte Verluste einzu-
biifen. Derivative Wertpapiere bieten den Anlegern die Moglichkeit
sich gegen Kursschwankungen von Finanztiteln, wie zum Beispiel
Aktien, abzusichern.

Eine grofse Gruppe innerhalb der Derivate sind die Optionen. Sie
werden erst seit Anfang der siebziger Jahre gehandelt, besitzen aber
mittlerweile eine grofe Bedeutung am Kapitalmarkt. Diesen Erfolg
haben sie unter anderem Black, Scholes und Merton zu verdanken,
die mit ihrem Modell fiir die Bewertung von Standardoptionen die
Grundlage geschaffen haben, um viele weitere Optionstypen bewer-
ten zu konnen. Fiir ihre Arbeit wurden sie daher 1997 mit dem
Nobelpreis fiir Okonomie ausgezeichnet. Neben den Standardoptio-
nen, die am Derivatemarkt gehandelt werden, gibt es OTC-Optionen
(over the counter), die individuell zwischen dem Kéufer und Verkéu-
fer ausgehandelt werden. Diese Optionen werden auch als exotische
Optionen bezeichnet. Die asiatischen Optionen, die in dieser Arbeit
betrachtet werden, gehoren zu diesen exotischen Optionen. Fiir ihre
Bewertung gibt es eine partielle Differentialgleichung, die sich aus
der von Black und Scholes entwickelten Gleichung fiir die Standar-
doptionen herleiten lisst.

Wihrend die Black-Scholes-Gleichung neben der Zeitdimension nur
eine Raumdimension besitzt handelt es sich bei der Differentialglei-
chung fiir asiatische Optionen um eine zweidimensionale partielle
Differentialgleichung. Durch die zusétzliche Dimension steigt der Re-



chenaufwand und damit die fiir die Bewertung benétigte Zeit enorm
an. In dieser Arbeit wird ein Verfahren beschrieben, mit dem man
schnell eine Approximation fiir die Losung der partiellen Differenti-
algleichung mit geeigneter Genauigkeit erhélt.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen fiir européische Standardoptio-
nen gelegt und ihre Verwendung bei der Konstruktion von Portfoli-
os vorgestellt. Das Modell, mit dem européische und amerikanische
Standardoptionen bewertet werden konnen, und die daraus resultie-
rende Black-Scholes-Gleichung und -Ungleichung werden in Kapitel
3 dargestellt. Eine Strategie um verkaufte Optionen abzusichern und
die Gefahren, die sie beinhaltet, werden in Kapitel 4 beschrieben.
Nachdem die Grundlagen fiir den Umgang mit Standardoptionen
in den ersten vier Kapiteln gelegt wurden, werden in Kapitel 5 die
asiatischen Optionen und das Modell, mit dem sie bewertet werden,
vorgestellt. Da die partielle Differentialgleichung fiir die asiatischen
Optionen aus der Black-Scholes-Gleichung durch Hinzunahme ei-
nes weiteren Termes entsteht, wird zuerst die numerische Losung
der Black-Scholes-Gleichung und der Black-Scholes-Ungleichung in
Kapitel 6 behandelt. Dabei wird eine flexible Zeitdiskretisierung
betrachtet, die es ermdglicht den expliziten und impliziten Anteil
des Konvektionsterms zu gewichten. Aufserdem werden verschiedene
Diskretisierungen beziiglich ihrer Monotonie und Stabilitit im Falle
einer konvektionsdominanten Differentialgleichung untersucht, da die-
ser Fall bei der partiellen Differentialgleichung fiir asiatische Optio-
nen auftritt. Weiterhin wird mit einem Mehrgitteralgorithmus das
Lésungsverfahren in Kapitel 7 beschleunigt. In Kapitel 8 werden die
gewonnenen Erkenntnisse verwendet, um die partielle Differential-
gleichung und Differentialungleichung fiir asiatische Optionen vom
europaischen und amerikanischen Typ zu l6sen.



2 Optionen und ihre Anwendungsbereiche

Eine sehr junge aber dafiir dufserst wichtige Klasse von Finanzin-
strumenten sind die derivativen Wertpapiere, die auch kurz Deriva-
te genannt werden. Sie sind eine hervorragende Erginzung zu den
primitiven Wertpapieren auf dem Geld- und Kapitalmarkt. Unter
primitiven Wertpapieren versteht man Finanztitel, deren Rendite
fiir ihren Besitzer von ihrem eigenen Wert abhingt. Die sicherlich
bekanntesten sind Aktien. Den Gewinn, den sie ihrem Besitzer ein-
bringen, entspricht der Differenz aus ihrem Kaufpreis und ihrem
Preis zum Verkaufstermin. Dagegen wird der Wert der Derivate von
dem Wert anderer Finanztitel abgeleitet. Es gibt zum Beispiel De-
rivate auf Aktien, deren Wert steigt, falls der Kurs der Aktie fillt.
Dadurch ergibt sich die Moglichkeit eventuelle Kursverluste auszu-
gleichen. Neben Aktien kommen auch Devisen, Rohstoffe oder ande-
re Finanztitel als Alternativen in Frage. In jiingster Zeit haben sogar
Riickversicherungen die Moglichkeiten der Derivate erkannt, um die
Risiken und Kosten durch Naturkatastrophen auf viele Personen zu
verteilen und dadurch fiir den Einzelnen zu verringern. Zum Beispiel
verkauft eine Schweizer Versicherung seit einigen Jahren sogenannte
"Hagel-Bonds”. Der Wert dieser "Hagel-Bonds” steigt, wenn in einer
genau definierten Region in einem bestimmten Zeitraum kein Hagel
fallt, ansonsten sind sie wertlos. Kdufer dieser Bonds iibernehmen
mit dem Kaufpreis einen Teil der entstehenden Kosten, wenn es ha-
gelt, konnen aber auf einen Gewinn hoffen, wenn die Katastrophe
nicht eintritt.

Die Moglichkeiten an Derivaten scheinen fast unbegrenzt. Zur Zeit
gibt es iiber 1200 verschiedene Typen auf dem Finanzmarkt, die
in zwei grofsen Gruppen, den Futures und den Optionen, unterteilt
werden.

2.1 Futures

Der Ursprung der Futures liegt in dem Handel mit Rohstoffen. Mit
ihnen wurden die Preise fiir ein Geschéft, das in der Zukunft erfolgt,
schon vorher vereinbart. So konnten zum Beispiel die Preise fiir die
Getreideernte im Herbst bei der Aussaat im Friihjahr festgelegt wer-
den. Dadurch befreiten sich beide Parteien von dem Einfluss unvor-
hergesehener Ereignisse, wie zum Beispiel besonders gutes Wetter
oder Insektenbefall. Ein ertragreiches Jahr trieb die Preise genauso



wenig in den Keller wie ein ertragsarmes Jahr in die Hohe.

Definition 2.1 (Future) FEin Future ist eine Vereinbarung zwischen
zwet Parteien, die zum heutigen Zeitpunkt t = 0 getroffen wird und
beide Seiten verpflichtet

o cinen zugrunde gelegten Basiswert (Underlying)
e gegen einem festgelegten Betrag K > ()
o an einem Falligkeitstermin t = T

zu tauschen.

Mit dem Basiswert bezeichnet man den Gegenstand, auf den sich
der Future bezieht, der also in der Zukunft gehandelt wird.

Der zukiinftige Gewinn bzw. Verlust fiir die Geschéaftparteien, der
sich aus dem vereinbarten Preis K und dem Wert S des Basiswertes
am Filligkeitstermin ergibt, ist in Abbildung 1 beziehungsweise in
Abbildung 2 dargestellt.

Gewinn
o

S

Abbildung 1: Der Kéufer des Basiswertes erzielt einen Gewinn, wenn am Féllig-
keitstermin des Futures der Marktpreis iiber dem vereinbarten Preis (K = 50 €)
liegt. Ist der Marktpreis niedriger als der vereinbarten Preis K, so erleidet er
einen Verlust

Bewertung Sehr hiufig werden Finanzinstrumente auf dem Ka-
pitalmarkt mit Hilfe von Duplikationsportfolios bewertet. Darun-
ter versteht man Kombinationen von Wertpapieren, deren aktueller



Gewinn
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Abbildung 2: Der Verkdufer des Basiswertes erzielt einen Gewinn, wenn am
Falligkeitstermin des Futures der Marktpreis unter dem vereinbarten Preis (K =
50 €) liegt. Ist der Marktpreis hoher als der vereinbarten Preis K, so erleidet
er einen Verlust

Wert zum Zeitpunkt t — 0 bekannt ist und deren zukiinftiger Geld-
fluss (cash flow) mit dem Geldfluss des zu bewertenden Finanzin-
strumentes iibereinstimmt. Da die zu erwartenden Zahlungen gleich
sind muss auch der aktuelle Preis beider Finanzinstrumente gleich
sein.

Mit einem Duplikationsportfolio kann der zukiinftige faire Preis fiir
das Underlying eines Futures bestimmt werden. Die Vorgehensweise
wird an dem Beispiel einer Aktie erlautert:

Zwei Parteien vereinbaren mit einem Future eine Aktie zu einem
Zeitpunkt t — T fiir einen Preis K zu tauschen. Am Zeitpunkt T
gibt der Verkdufer die Aktie mit dem Wert S7 ab und erhilt dafiir
den Betrag K,

GT)=-S(T)+ K . (1)

Um diesen cash flow zu duplizieren muss man zum Zeitpunkt ¢ = 0
die Aktie kaufen und den Betrag ﬁ zum risikolosen Zins r bei
der Bank anlegen. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ = T ist
in Tabelle 1 angegeben. Der Verkauf dieses Portfolios zum Zeitpunkt
t = T fithrt zu dem gleichen Betrag, den der Verkdufer der Aktie
erhélt.

DP(t=0) | DPt=T)

+S(t) = pyyr | +S(0) - K

Tabelle 1: Der Wert des Duplikationsportfolios DP(t)



Der gewihlte Preis K fiir die Aktie ist gerade dann fair, wenn er
zum Zeitpunkt ¢ = T dem Wert der Aktie entspricht. Das Duplika-
tionsportfolio ist dadurch am Ausiibungstermin wertlos,

DP(T) = 0. 2)

Auch zum Zeitpunkt ¢ = 0 muss das Portfolio wertlos sein, ansons-
ten konnte man einen risikolosen Gewinn erzielen indem man das
Portfolio verkauft bzw. kauft, je nachdem ob sein Wert negativ oder
positiv ist. Die Chance einen risikolosen Gewinn zu erzielen ist am
realen Markt nur sehr selten und dann auch nur sehr kurz moglich.
Daher wird diese Variante, zu einem Gewinn zu kommen, in der
folgenden Modellannahme ausgeschlossen (siehe Abschnitt 2.3).

K
DP(0) = S(O)—mzo (3)
s K = S0)(1+7n)T" (4)

Der faire Preis fiir die Aktie ergibt sich aus ihrem aktuellen Wert und
den Zinsen, die bis zum Ausiibungszeitpunkt anfallen. Diese Preis-
erh6hung entspricht den Haltekosten fiir den Verkaufer. Sie sollen
seinen Verlust ausgleichen, der dadurch entsteht, dass er die Aktie
bis zum Zeitpunkt t = T behélt und das Kapital aus dem Aktien-
geschéft nicht an dem Zeitpunkt ¢ = 0 zum risikolosen Zins anlegen
kann.

Erzielt der Aktienverkiufer bis zum Zeitpunkt der Geschéftsdurch-
fithrung durch den Besitz der Aktie sichere Gewinne, so miissen diese
als Halteertrige den zukiinftigen Preis senken. Solche Gewinne kon-
nen zum Beispiel Dividendenzahlungen sein.

In einer allgemeinen Darstellung fiir den fiiren Preis K gilt,

K = S(0)  +S0)1+r)T
~ ~—~— ————
fairer Preis aktueller Preis Haltekosten
=D D)L+ )T (5)
i—=1

Halteertraege

An den Terminen t,...,t, fallen die Halteertrage D(t1)...D(to)
an. Fiir andere Basiswerte als Aktien kann diese Gleichung beliebig
angepalst werden.

Sehr hiufig werden am Kapitalmarkt Futures anstelle von Aktien
gehandelt. Man kann dadurch den Aktienhandel auf einen Termin



fixieren und so die Transaktionskosten reduzieren. Diese Moglichkeit
wird zum Beispiel beim Deltahedgen (siehe Abschnitt 4.2) ausge-
nutzt. Der Portfoliomanager muss zur Absicherung seines Portfolios
stindig Aktien kaufen und verkaufen, wodurch hohe Transaktions-
kosten entstehen. Handelt er statt dessen mit Futures, so heben sich
am Filligkeitstermin zum Teil die gekauften und verkauften Futures
gegenseitig auf und er muss nur den iibrig gebliebenen Verpflichtun-
gen nachkommen. Auf diese Weise kann der Investor Transaktions-
kosten sparen.

2.2 Standardoptionen

Auch die Optionen haben eine lange Geschichte hinter sich. Schon
im 17. Jahrhundert wurden diese Derivate an der Amsterdamer Bor-
se gehandelt. Da sie jedoch als spekulativ eingesetztes Wertpapier
zu sehr viel groferen Gewinnen aber auch Verlusten wie die zugrun-
de liegende Aktie fiihren konnen, wurde der Optionshandel in den
folgenden Jahren sehr hiufig verboten. Erst seit 1973 werden an der
Chicago Board Option Exchange (CBOE) Standardoptionen gehan-
delt. Der grofse Erfolg und der rasante Anstieg des Optionshandels
ist in Abbildung 3 dargestellt.

Definition 2.2 (Standardoption) FEine Option ist eine Vereinba-
rung zwischen zwei Parteien, mit der der Kdufer der Option heute,
wm Zeitpunkt t = 0, das Recht aber nicht die Verpflichtung erwirbt

e im Fulle einer europdischen Option an einem Filligkeitstermin
t = T, im Falle einer amerikanischen Option bis zu einem
Filligkeitstermin t =T

o cinen Basiswert (Underlying)
e zu einem festen Preis (Ausibungspreis / Strike) K > 0

o zu kaufen (Kaufoption / Call) oder zu verkaufen (Verkaufsop-
tion / Put).

Fiir dieses Recht zahlt der Kdufer dem Verkdufer bei Vertragsab-
schluss im Zeitpunkt t = 0 einen Optionspreis (Optionspramie). Ubt
der Optionsinhaber sein Recht nicht aus, so ldsst er die Option ver-
fallen.
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Abbildung 3: Die Durchschnittliche Anzahl gehandelter Optionen von 1974 bis
1997 (aus [5])

Der Unterschied zwischen amerikanischen und européischen Optio-
nen hat keinen geographischen Hintergrund. Er ist nur in den ver-
schiedenen Zeitpunkten, in denen die Optionen ausgeiibt werden
diirfen, zu sehen. Wahrend die amerikanischen Optionen zu jedem
Zeitpunkt bis zu ihrem Verfallstermin ausgeiibt werden diirfen, bie-
tet sich bei européischen Optionen nur an ihrem Verfallstermin die
Moglichkeit iiber ihre Ausiibung zu entscheiden.

In der Finanzwelt bezeichnet man die Person, die die Option auf
den Markt bringt als Writer der Option. Er legt die Konditionen
des Derivates fest. Man sagt natiirlich nicht "der Writer verkauft die
Option”, sondern "er geht in der Option short”. Der Kaufer, der die
Option in Zukunft hilt, wird als Holder bezeichnet. Mit dem Kauf
des Derivates geht er long in dieser Position.

Wie bei den Derivaten schon angesprochen wurde, gibt es verschie-
dene Basiswerte, auf die sich Optionen beziehen konnen. Im Fol-
genden werden nur Optionen auf Aktien betrachtet.

2.2.1 Die Auszahlungsfunktion einer Option

Der Holder einer Option wird diese nur ausiiben, wenn es sich fiir
ihn lohnt und er einen Gewinn dadurch erzielt. Dieser Gewinn er-
gibt sich aus der Differenz zwischen dem Aktienkurs und dem Aus-
iibungspreis und wird als innerer Wert der Option bezeichnet. So
besitzt ein Call einen inneren Wert, wenn der Aktienkurs grofer ist
als der Ausiibungspreis. Wird die Aktie unter dem Ausiibungspreis

11



notiert, so wiirde der Optionsbesitzer durch die Ausiibung des Calls
einen Verlust erzielen, da er die Aktie am Markt billiger erhalten
konnte. Er iibt die Option daher nicht aus und sie besitzt keinen
inneren Wert. Wihrend der innere Wert einer européiischen Option
fiir ihren Besitzer nur an ihrem Verfallstermin von Bedeutung ist,
wird sich der Holder einer amerikanischen Option stindig fiir den
inneren Wert seiner Option interessieren. Er hat schlieflich zu jedem
Zeitpunkt das Recht seine Option auszuiiben.

Die Funktion, die den inneren Wert der Option in Abhéngigkeit von
dem Ausiibungspreis K und dem aktuellen Aktienkurs S darstellt,
bezeichnet man als die Auszahlungsfunktion (G(S)) der Option. Sie
ist in Tabelle 2 angegeben und fiir einen Call in Abbildung 4 und
fiir einen Put in Abbildung 5 dargestellt. Besitzt die Option einen
inneren Wert, so sagt man, "die Option ist im Geld” (engl.: in the
money), besitzt sie keinen inneren Wert, dann heifst es, "die Option
ist aus dem Geld” (engl.: out of the money). Den Grenzfall, bei dem
der Aktienkurs dem Ausiibungspreis entspricht, bezeichnet man mit
"die Option ist am Geld” (engl.: at the money).

S<K S=K S>K G(S)
Call | G(S)=0 G(S)=0| G(S)=S—-K || maz(S — K,0)
=(S-K)*
Put | G(S)=K-S | G(S)=0| G(S)=0 maxz(K — S,0)
= (K -9)*

Tabelle 2: Die Auszahlungsfunktion G(S) fiir einen Call und einen Put

Exotische Optionen Die oben beschriebenen Optionen sind stan-
dardisierte Derivate, die an organisierten Derivateborsen gehandelt
werden. Zuséitzlich besteht die Moglichkeit OTC-Optionsgeschéifte
(over-the-counter) zu tétigen. Es handelt sich dabei um auferbors-
liche Geschiéfte, die ohne Vermittler zwischen den Geschéftspartnern
getitigt werden. Durch diese Moglichkeit kénnen individuelle Opti-
onsvertriage ausgehandelt werden, die in ihrer Ausgestaltung fast un-
begrenzt sind. Viele dieser Varianten werden unter der Bezeichnung
exotische Optionen zusammengefasst. Innerhalb der exotischen Op-
tionen gibt es die Klasse der pfadabhidngigen Optionen, zu denen die
astatischen Optionen gehoren. Die Bewertung der asiatischen Optio-
nen wird im weiteren Verlauf der Arbeit besprochen. Pfadabhéingige
Optionen zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Auszahlungsfunkti-

12
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Abbildung 4: Auszahlungsfunktion G(.5) fiir einen Call mit dem Ausiibungspreis
K =50 €
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Aktienkurs S

Abbildung 5: Auszahlungsfunktion G(S) fiir einen Put mit dem Ausiibungspreis
K =50 €

on von dem Verlauf des Aktienkurses wahrend der Lebensdauer der
Option abhéngt. Zum Beispiel hingt bei asiatischen Optionen der
Auszahlungswert von dem durchschnittlichen Preis ihres Underly-
ings wiahrend ihrer Lebensdauer ab.
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2.2.2 Die Hebelwirkung einer Option

Eine niitzliche aber auch duferst tiickische Eigenschaft der Optio-
nen liegt in ihrer Hebelwirkung, die sie auf das eingesetzte Kapital
in der Form von sehr hohen oder sehr niedrigen Renditen ausiibt.
Unter der Rendite ¢ versteht man den Zinssatz, mit dem der in-
vestierte Betrag in dem betrachteten Zeitraum [0, T verzinst wird.
Eine Aktie, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei einem Kurs S(0) gekauft
und zum Zeitpunkt ¢ = T bei einem Kurs von S(7') verkauft wird,
fiihrt zu der Rendite:

S(T) - S(0)
=50 (6)

Die Hebelwirkung, die auch Laverageeffekt genannt wird, ldsst sich
deutlich an einem Beispiel erkliren, wenn man die Rendite einer
Aktie und einer Option vergleicht:

Beispiel 2.1 Der Kurs der IBM Aktie liegt zur Zeit bei S(0) =
100 €. Fin Call auf diese Option mit dem Austibungszeitpunkt in
T = 60 Tagen und einem Ausibungspreis von K = 100 € kostet
VE(0) = 10 €. Tabelle 8 und Abbildung 6 zeigen die Wertentwick-
lung und die Renditeentwicklung beider Finanztitel in Abhdngigkeit
von dem Aktienkurs am Austibungszeitpunkt.

Aktienkurs 95 100 105 110 | 115 120
Kursgewinn (€) -5 0 5 10 15 20
Rendite (Aktie) -5% 0% 5% | 10% | 15% | 20%
Optionsgewinn (€) -10 -10 -5 0 5 10
Rendite (Optionen) || -100% | -100% | -50% | 0% | 50% | 100%

Tabelle 3: Die Rendite der Aktie und der Option bei Kursinderungen

Der Preis fiir die Option ist wesentlich niedriger als der fiir die zu-
gehorige Aktie, wihrend ihre betraglichen Wertdnderungen gleich
sind, falls die Option im Geld ist. Ein Call kann also zu demselben
Gewinn fithren wie die zugrunde liegende Aktie mit bedeutend we-
niger Kapitaleinsatz. Dadurch ist die Rendite der Option wesentlich
hoher als die der Aktie. Befindet sich die Option aus dem Geld oder
am Geld, so ist sie wertlos. Demnach ergeben negative oder gar keine
Kursanderungen der Aktie eine 100% negative Rendite der Option.
Der Hebeleffekt kann sich in beide Richtungen auswirken und er-
moglicht daher hohe Gewinne aber auch die enormen Verluste. Um
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Abbildung 6: Die Rendite einer Aktie und eines Calls auf diese Aktie, in Ab-
hangigkeit des Aktienkurses

einen Investor vor den Gefahren der Hebelwirkung einer Option zu
schiitzen, diirfen sich nur Handler mit Erfahrungen im Borsenter-
mingeschift am Optionsgeschift beteiligen.

Abbildung 7: Optionen kénnen mit wenig Einsatz groffe Wirkungen erzielen
(aus [24])

2.3 Ein Kapitalmarktmodell

Da der Finanzmarkt dufserst komplex ist greift man, wie in den Na-
turwissenschaften, auf geeignete Modelle zuriick, die diesen Markt
vereinfacht aber pragnant durch entsprechende Annahmen darstel-
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len. Diese Modelle stellen die Grundlage fiir die Finanzmathematiker
dar, die immer wieder neue Optionstypen bewerten miissen.

Im Folgenden wird mit einem allgemein anerkannten Modell gearbei-
tet, dem wvollkommenen Kapitalmarkt. Dieser basiert unter anderem
auf den Marktannahmen (M1) bis (M5). Da nur diese Annahmen
fiir den weiteren Verlauf der Arbeit von Bedeutung sind, werden die
iibrigen Voraussetzungen hier vernachlissigt'.

(M1) Geld kann in beliebiger Menge zu einem risikolosen Zinssatz
r angelegt und auch geliehen werden.
Fiir geliehenes Geld wird also nicht wie im realen Leben ein ho-
herer Zinssatz verlangt, der Wunschtraum fiir jeden Schuldner.

(M2) Wertpapiere kinnen zu jedem Zeitpunkt und in jeder Menge
gekauft und verkauft werden.
Durch diese Annahme ist es moglich Anlagestrategien beliebig
zu planen.

(M3) Leerverkdaufe von Wertpapieren sind erlaubt.
Durch diesen Punkt haben die Marktteilnehmer das Recht Wert-
papiere, die sie nicht besitzen, zu verkaufen. Man kann sich
vorstellen, dass ein Aktionér sich von einem Freund eine Aktie
leiht, um diese an eine dritte Person zu verkauft. Natiirlich will
der Freund die Aktie irgendwann wieder zuriick bekommen.
Der Aktionédr hat Pech gehabt wenn der Kurs der Aktie in der
Zeit, gestiegen ist. Dann muss er das Wertpapier zuerst teuer
einkaufen, um seiner Verpflichtung nachkommen zu konnen. Ist
der Wert der Aktie gefallen, so war das Gliick auf seiner Seite.

(M4) Es fallen keine Steuern und Transaktionskosten bei dem Han-
del von Wertpapieren an.
Mit dieser Annahme soll vermieden werden, dass die Rechnun-
gen unnotig kompliziert werden.

(M5) Arbitragegewinne sind nicht mdglich.
Arbitrage beschreibt die Moglichkeit einen sofortigen risikolo-
sen Gewinn? erzielen zu konnen. Eine Moglichkeit dafiir besteht
zum Beispiel, wenn auf zwei verschiedenen Markten ein Objekt
(z.B. Aktie) zu unterschiedlichen Preisen gehandelt wird. Der
raffinierte Investor kauft das Objekt zum giinstigeren Preis auf

!Eine genauere Beschreibung kann zum Beispiel in [5] nachgelesen werden
2Gewinne in der Zukunft kénnen durch Abzinsung zu sofortigen Gewinnen iibergefiihrt
werden
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dem einen Markt und verkauft dasselbe Objekt gleichzeitig zu
dem hoheren Preis auf dem anderen Markt. Die Preisdifferenz
verbucht er als Gewinn.

Diese Einschrinkung ist bei genauer Betrachtung dufserst rea-
listisch. Konnten auf dem Markt Arbitragegewinne erzielt wer-
den, wiirde diese M&glichkeit natiirlich von allen Marktteilneh-
mern sofort ausgenutzt werden, wodurch sich die Preise sehr
schnell angleichen wiirden und die Modellannahme erfiillt wé-
re.

Grofse Finanzinstitute beschéftigen Spezialisten, die sogenann-
ten Arbitrageure, die am Markt nach Arbitragemdglichkeiten
suchen, um diese in der kurzen Zeit, in der sie existieren, aus-
nutzen zu konnen.

Die No-Arbitrage-Annahme {ibernimmt in den meisten Model-
len eine zentrale Rolle bei Beweisen und Herleitungen.

In dem hier betrachteten Modell wird der Markt so eingeschrénkt,
dass nur Aktien beziehungsweise Optionen gekauft und verkauft wer-
den konnen und Kapital zum risikolosen Zins bei einer Bank geliehen
oder angelegt werden kann.

Da Aktien weitlaufig bekannt sind wird nur kurz auf ihre Bedeutung
eingegangen und ein paar fiir den weiteren Verlauf wichtige Eigen-
schaften angesprochen.

Mit Aktien kann man Anteile an einem Unternehmen kaufen. Der
Preis einer Aktie wird zum Einen durch den Wert des Unternehmens
und zum Anderen durch die Erwartungen in das Unternehmen be-
stimmt. Die Erwartungen spiegeln sich in dem Angebot und der
Nachfrage wieder. Durch diese Faktoren ist die zukiinftige Wertent-
wicklung einer Aktie unsicher.

Da eine Aktie eine unsichere Geldanlage ist, erfihrt man die genaue
Rendite dieser Geldanlage erst an ihrem Verkauftstermin. Fiir die
zukiinftige Entwicklung der Rendite einer Aktie kann man nur Er-
wartungen besitzen. Man spricht daher von der erwarteten Rendite
einer Aktie, die in der Regel mit 1 bezeichnet wird. Der eigentliche
Wertzuwachs der Aktie liegt einmal etwas dariiber und ein anderes
Mal etwas darunter. Das Ausmaf, in dem die Wertentwicklung der
Aktie von ihrem Erwartungswert abweichen kann, wird durch ihre
Volatilitat bestimmt.

Prinzipiell gilt fiir Geldanlagen, dass mit dem Erwartungswert der
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Rendite auch die Unsicherheit, dass diese erzielt wird, in Form der
Volatilitit steigt. Dementsprechend besitzt die risikolose Geldanlage
die niedrigste Rendite , da diese garantiert ist und die Volatilitat
o = 0 besitzt.

Ein Anleger, der einen grofseren Betrag B zur Verfiigung hat, wird
diesen in der Regel nicht nur in eine einzige Alternative anlegen.
Selbst in dem hier besprochenen kleinen Finanzmarkt hat er die
Auswahl zwischen verschiedenen Aktien und Optionen, um sie mit-
einander zu kombinieren. Die Kombination von verschiedenen An-
lagealternativen nennt man ein Portfolio.

Der Wert eines Portfolios kann als die Summe der einzelnen Finanz-
titel dargestellt werden. Dabei sind die Anteile, die dem Portfolio-
besitzer zur Verfiigung stehen, die Summanden und die Anteile, die
ihm nicht zur Verfiigung stehen, die Minuenden. Fiir den Wert eines
Portfolios, das aus einer verkauften Option mit dem Wert V' und
einem von der Bank geliechenem Betrag B besteht, gilt:

P=-V+B (7)

Fiir ein Portfolio, das aus einer gekauften Aktie mit dem Wert S und
einem bei der Bank angelegten Betrag B besteht, schreibt man:

P=+S-B (8)

2.4 Portfoliostrategien am Kapitalmarkt

Optionen finden am Markt zwei kontroverse Einsatzbereiche. Zum
einen werden sie verwendet, um Portfolios gegen Verluste abzusi-
chern, zum anderen kénnen sie als hoch spekulatives Finanzinstru-
ment eingesetzt werden. Diese Moglichkeiten ergeben sich aus der
engen Verbindung mit dem Wert ihres Underlyings.

2.4.1 Synthetische Positionen durch Optionen und Aktien

Die betragliche Wertéinderung einer Aktie entspricht oberhalb des
Ausiibungspreises der eines Calls und unterhalb des Ausiibungsprei-
ses der eines Puts. Durch diesen Zusammenhang und die Moglichkeit
Wertpapiere beliebig zu kaufen und zu verkaufen ist es moglich, die
einzelnen Positionen synthetisch aus den anderen zu konstruieren.
Zur Vereinfachung werden die Positionen mit (U,0) bezeichnet, wo-
bei U fiir die Steigung der Auszahlungsfunktion unterhalb des Aus-
iibungspreises steht und O fiir die Steigung oberhalb. Mit short und
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long wird die Situation beschrieben, in der ein Finanzinstrument ver-
kauft beziehungsweise gekauft wird. Damit schreibt man fiir einen
Call long (0,1), Call short (0,-1), Put long (-1,0), Put short (1,0),
Aktie long (1,1), Aktie short (-1,-1). Die Konstruktion synthetischer

Positionen ist in Tabelle 4 dargestellt.

synthetische Position Konstruktion
Aktie long Call long + Put short
(1,1) (0,1)+(1,0)

Aktie short Call short + Put long
('17'1) (07'1)+('170)

Call long Aktie long + Put long
(071) (171)+('170)

Call short Aktie short + Put short
(0,-1) (-1,-1)+(1,0)

Put long Aktie short + Call long
('170) ('17'1)+(071)

Put short Aktie long + Call short
(170) (171)+(07'1)

Tabelle 4: Synthetische Positionen aus Aktien und Optionen

Mit synthetischen Positionen hat man die Moglichkeit Finanzti-
tel, die nicht erhéltlich sind, zu duplizieren. Dies ist zum Beispiel bei
Optionen mit einer sehr langen Laufzeit der Fall (siehe Abschnitt
4.2.2). Aukerdem kann man Optionen und Aktien so kombinieren,
dass man ein Portfolio mit einer gewiinschten Auszahlungsfunktion
erhilt. Einige solcher Optionsstrategien werden im Folgenden dar-
gestellt.

2.4.2 Portfoliostrategien mit Optionen und Aktien

Im Folgenden werden einige grundlegende und beliebte Handelss-
trategien mit Optionen und Aktien vorgestellt. Um umfangreichere
Informationen zu erhalten kann man zum Beispiel in [5] oder [7]
nachlesen.

Die Auszahlungswerte der jeweiligen Portfolios an ihren Ausiibungs-
zeitpunkten lassen sich relativ leicht mit den Auszahlungsfunktio-
nen der einzelnen Finanzinstrumente herleiten. Um den Profit der
jeweiligen Strategie zu bestimmen, muss ihr Ausiibungswert mit ih-
rem Kaufwert korrigiert werden. Dieser beinhaltet die Gewinne aus
dem Verkauf und die Kosten aus dem Kauf der einzelnen Finanz-
instrumente. Die Verzinsung wird zur Vereinfachung vernachléssigt.
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In den folgenden Strategien beziehen sich die Optionen immer auf
die gehandelte Aktie.

Hedgen Durch den Zusammenhang von Aktienkurs- und Options-
wertentwicklung ist es moglich diese Finanzinstrumente so mitein-
ander zu kombinieren, dass die Verluste des Portfolios beschrinkt
bleiben. Mit dieser Absicherung reduziert sich natiirlich die Héhe
des Gewinnes.

Protective Put FEin Investor, der in Aktien investieren mochte
aber nicht bereit ist zu grofse Kursverluste durch einen Kursriickgang
zu akzeptieren, kann jede Aktie durch einen Put absichern. Der Put
garantiert den Mindestverkaufspreis der Aktie. Dadurch sind die
moglichen Verluste des Portfolios beschriankt, jedoch ein Gewinn
durch einen Kursanstieg moglich. Fiir die Absicherung bezahlt der
Investor die Optionspramie. Der Auszahlungswert dieser Strategie
ist in Tabelle 5 angegeben. Die Auszahlungsfunktionen der einzelnen
Portfolioelemente sind in Abbildung 8 und der Profit der Strategie
ist in Abbildung 9 dargestellt.

S<K|S>K
Aktie long S S
Put long K-S 0
= Portfolio K S

Tabelle 5: Auszahlungswert: Protective Put

Bemerkung 2.1 FEine andere Mdglichkeit fiir den Investor sich ge-
gen zu grofie Kursverluste abzusichern liegt darin, nach einer Stopp-
Loss-Strategie zu verfahren. Dazu miisste er seine Aktien verkaufen,
sobald ihr Kurs eine fest gewdhlte Schranke unterschreitet. Der In-
vestor nimmt sich natirlich dabei die Chance von einem anschlie-
Benden Kursanstieg zu profitieren. Ein Neukauf der Aktie wiirde wie-
der Transaktionskosten verursachen, so dass es sich nicht lohnt die-
se Schranke als Verkauf- und Kauflimit zu benutzen, je nachdem in
welche Richtung sich der Kurs der Aktie bewegt.

Covered Call Ein Covered Call besteht aus dem Kauf einer Ak-
tie und dem gleichzeitigen Verkauf eines Calls auf diese Aktie. Durch
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Abbildung 8: Die Auszahlungsfunktion einer Aktie und eines Puts auf diese
Aktie mit dem Ausiibungspreis K = 30 €
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Abbildung 9: Der Auszahlungswert und der Profit des Protective-Put-Portfolios
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das Geschift erhilt der Investor die Optionspramie als sicheren Ge-
winn. Dafiir ist die Obergrenze bei diesem Portfolio durch den Aus-
iibungspreis der Option bestimmt. Die Kursgewinne und die Ver-
pflichtungen durch die Option gleichen sich aus, falls der Aktienkurs
Werte annimmt, die grofser sind als der Strikepreis der Option.
Diese Strategie eignet sich besonders dann, wenn ein Aktiondr in
jedem Fall seine Aktien verkaufen will, falls der Kurs eine bestimm-
te Schranke iiberschreitet. So erhilt er einen zusétzlichen Bonus.
Der Auszahlungswert dieser Strategie ist in Tabelle 6 angegeben.
Die Auszahlungsfunktionen der einzelnen Portfolioelemente sind in
Abbildung 10 und der Profit der Strategie ist in Abbildung 11 dar-
gestellt.

S<K|S>K
Aktie long S S
Call short -0 -(S-K)
= Portfolio S K

Tabelle 6: Auszahlungwert: Covered Call

Auszahlungswert

-40
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Abbildung 10: Die Auszahlungsfunktion einer Aktie und eines verkauften Calls
auf diese Aktie mit dem Ausiibungspreis K = 30 €
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Abbildung 11: Der Auszahlungswert und der Profit des Covered-Call-Portfolios

Collar Ein Collar entsteht durch die Kombination der beiden

oben beschrieben Strategien. Man erhilt ein Portfolio, das in glei-
chen Anteilen aus gekauften Aktien, Putoptionen und verkauften
Calloptionen besteht. Durch die Derivate werden eine obere und un-
tere Schranke festgelegt, zwischen denen der Investor mit den Aktien
spekuliert. Bei einem Zero-Cost-Collar werden die Optionen und da-
mit die Schranken so gewihlt, dass die Kosten, die durch den Kauf
der Putoptionen entstehen genauso hoch sind wie der Gewinn aus
dem Verkauf der Calloptionen. Die Eingrenzung des Spekulations-
bereiches ist damit kostenlos.
Diese Optionsstrategie eignet sich fiir Investoren, die einen konkre-
ten Gewinn anstreben, aber nicht bereit sind einen Verlust unter
einer bestimmten Grenze einzugehen. Der Auszahlungswert dieser
Strategie ist in Tabelle 7 dargestellt.

S<K; | Ki<S< K> S > K>
Aktie long S S S
Put long K-S 0 0
Call short -0 -0 -(S — K»)
— Portfolio Ky S K,

Tabelle 7: Auszahlungswert: Collar

Beispiel 2.2 Eine junge Familie besitzt 170000 € und mdchte sich
fiir das Geld ein Haus kaufen. Nach langem Suchen sind zwei Ob-
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jekte tibrig geblieben. Ein Haus mit Garten fir 180000 € und ein
Haus ohne Garten fir 160000 €. In ihrer Situation ist ein Collar
die optimale Strategie. Sie investieren ihre 170000 € in Aktien, z.B
in 1000 IBM-Aktien fiir 170 € pro Aktie. Den Bereich, in dem sie
spekulieren wollen, grenzen sie durch den Kauf von 1000 Putoptio-
nen mit dem Austibungspreis von K; = 160 € und dem Verkauf von
1000 Calloptionen mit dem Strikepreis Ko = 180 € ab. Falls die
Preise fiir die Call- und Putoptionen gleich sind, kompensieren sich
die Kosten und Gewinne aus dem Optionshandel. Die Strategie bie-
tet der jungen Familie die Moglichkeit thr Traumhaus zu bekommen
ohne die Chance auf ein Eigenheim zu verspielen.

Spekulation Optionen eignen sich aus zwei Griinden hervorragend
zur Spekulation. Zum Einen ist ihr Wert unmittelbar mit dem Kurs
ihrer Aktie verbunden, wodurch sie genauso wie die Aktie zum Spe-
kulieren eingesetzt werden konnen. Rechnet ein Investor mit einem
Kursanstieg, so kann er Calloptionen anstelle von Aktien kaufen. Er-
wartet er einen Kursriickgang, so kann der Investor Putoption kau-
fen anstatt Aktien zu verkaufen. Zum Anderen bieten die Optionen
durch ihre unterschiedlichen Auszahlungsfunktionen, die jeweils von
ihrem Typ und ihrem Ausiibungspreis abhingen, viele Moglichkei-
ten zur Kombination. So konnen zum Beispiel Portfolios konstruiert
werden, die auf bestimmte Volatilitdten der Aktien spekulieren.

Spekulation und Vermégenssicherung mit dem Hebeleffekt Fiir
den Investor, der einen festen Betrag zur Verfiigung hat und damit
auf steigende Aktienkurse spekulieren mochte, bieten sich zwei in-
teressante Moglichkeiten durch den Leverageffekt der Optionen. Ist
er sich seiner Erwartung absolut sicher, dann kann er sein ganzes
Kapital fiir den Kauf von Calloptionen verwenden und durch den
Hebeleffekt eine wesentlich héhere Rendite erzielen als mit einem
reinen Aktienportfolio. Zweifelt er jedoch an seinen Informationen
und mochte nicht riskieren, sein ganzes Vermogen zu verlieren, dann
konstruiert er sich ein Portfolio aus Calloptionen und einer risiko-
losen Anlage. Die Anzahl der Optionen wird dabei genauso grof$
gewéhlt wie die Anzahl der Aktien, die er fiir den gesamten Betrag
kaufen konnte.

Beispiel 2.3 : Die IBM Aktie steht bei einem Kurs von Sy = 100
€. Fine europdische Calloption auf diese Aktie mit dem Ausiibungs-
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zeitpunkt in T = 1 Jahr und einem Austibungspreis von K = 100
€ kostet heute VC(0) = 10 €. Innerhalb der Laufzeit werden keine
Dividenden ausgeschiittet. Der risikolose Zinssatz betrigt r — 3%.
Fiir den Investor, der 10000 € anlegen mdchte bieten sich drei in-
teressante Portfoliostrategien an:

e Portfolio A: 100 IBM Aktien
e Portfolio B: 100 Call Optionen + risikolose Anlage: 9000 €
e Portfolio C: 1000 Call Optionen

Der Auszahlungswert der drei Strategien ist in Tabelle 8 dargestellt.

Aktienkurs 90 95 100 105 110 115 120

Portfolio A 9000 | 9500 | 10000 | 10500 | 11000 | 11500 | 12000
Rendite (A) || -10% | -5% 0% 5% 10% | 15% | 20%

Portfolio B 9270 | 9270 | 9270 | 9770 | 10270 | 10770 | 11270
Rendite (B) || -7.3% | -7.3% | -7.3% | -2.3% | 2.7% | 7.7% | 12.7%
Portfolio C 0 0 0 5000 | 10000 | 15000 | 20000
Rendite (C) || -100% | -100% | -100% | -50% | 0% 50% | 100%

Tabelle 8: Die Auszahlungswerte der drei Portfolios A, B, und C in Abhangigkeit
vom Aktienkurs

Bei der Strategie B wird mit Calloptionen und einer risikolosen An-
lage ein Portfolio konstruiert, dessen Rendite zwar mit dem Akti-
enkurs steigt aber trotzdem einen sicheren Mindestwert garantiert.
Die Sicherungsstrategie beruht auf der Hebelwirkung der Optionen.
Die 100 Calloptionen fiihren zu dem gleichen Auszahlungswert wie
die 100 Aktien in Portfolio A, falls der Kurs der Aktie gestiegen ist.
Da die Optionen aber viel giinstiger sind als die Aktien bleibt ein
Betrag iibrig, der risikolos angelegt wird und den Mindestwert des
Portfolios sichert. Durch die Priamie, die bei dem Kauf der Optionen
gezahlt wurde, liegt die Rendite des Portfolios jedoch etwas unter
der des Aktienportfolios.

Die Hebelwirkung wird in Portfolio C zur reinen Spekulation ver-
wendet. Mit dem gesamten zur Verfiigung stehenden Kapital konnen
wesentlich mehr Optionen als Aktien gekauft werden, in unserem
Beispiel 10 mal so viele. Dadurch ist die Steigung der Rendite von
Portfolio C um das 10-fache gréfer als die von Portfolio A, falls die
Optionen im Geld sind. Ansonsten ist das Optionsportfolio wertlos,
wahrend nach Strategie A "nur” die Kursverluste verbucht werden.
Das Portfolio C kann also zu sehr hohen Gewinnen, aber auch zu
enormen Verlusten fiihren.
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Straddle Ein Straddle entsteht durch den Kauf eines Calls und
eines Puts auf dieselbe Aktie mit demselben Ausiibungspreis und
Ausiibungszeitpunkt. Diese Optionsstrategie ist besonders dann sinn-
voll, wenn der Investor mit starken Kursschwankungen rechnet aber
nicht weifl in welche Richtung diese gehen werden. Im schlechtesten
Fall bleibt der Aktienkurs konstant, dann ist sein Verlust durch die
Préamien der beiden Optionen gegeben. Der Auszahlungswert dieser
Strategie ist in Tabelle 9 und ihr Profit in Abbildung 12 dargestellt.

S<K|S>K
Call long 0 S-K
Put long K-S 0
= Portfolio K-S S-K

Tabelle 9: Auszahlungswert: Straddle
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Abbildung 12: Der Auszahlungswert und der Profit des Straddle-Portfolios

Bemerkung 2.2 Durch den Verkauf dieses Portfolios verhalten sich
die Gewinnaussichten des Investors genau umgekehrt. Er erzielt einen
Gewinn, wenn sich der Aktienkurs nur minimal dndert und einen
Verlust bei grofien Kursschwankungen. Da die Héhe des Verlustes
bei dieser Strategie unbeschrdnkt ist sollte er besser die Strategie
Butterfly-Spread (s.u.) verwenden oder durch einen Strangle (s.u.)
den Bereich der Gewinnmdglichkeiten ausweiten.

Strangle Bei einem Strangle kauft (verkauft) der Investor einen
Call und einen Put auf dieselbe Aktie mit demselben Ausiibungs-
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zeitpunkt. Der Ausiibungspreis des Calls wird jedoch grofer gewihlt
als der des Puts. Bei dieser Strategie wird der Bereich, in denen der
Call bzw. der Put auf Kursdnderungen reagiert, auseinander gezo-
gen. Der Auszahlungswert dieser Strategie ist in Tabelle 10 und ihr
Profit in Abbildung 13 dargestellt.

S<K, | Ki<S<Ky, | S>K,

Call long 0 0 S —K,
Put long | K1 — S 0 0

— Portfolio | K1 — S 0 S — K,

Tabelle 10: Auszahlungwert: Strangle
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Abbildung 13: Der Auszahlungswert und der Profit des Strangle-Portfolios

Bullish Spread FEin Bullish Spread besteht aus zwei Calloptio-
nen mit demselben Ausiibungszeitpunkt und unterschiedlichen Aus-
iibungspreisen. Die Option mit dem niedrigeren Strikepreis wird ge-
kauft, die mit dem hoheren wird verkauft. Durch diese Kombination
konstruiert der Investor ein Portfolio, das einen fiir ihn giinstigen
Hebel besitzt. Der Preis fiir das Portfolio und damit das eingesetzte
Kapital ist niedriger als der Preis der gekauften Option. Trotzdem
ist der Auszahlungswert beider Finanztitel bei steigendem Aktien-
kurs bis zu einer Grenze, die durch die zweite Option gegeben ist,
gleich. Damit ist die Rendite des Portfolios grofer als die der einzel-
nen Option. Auflerdem ist der maximal mogliche Verlust durch das
Portfolio niedriger als der der Option. Fiir diesen Vorteil verzichtet
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der Investor jedoch auf Gewinne bei einem sehr grofsem Kursanstieg.
Der Auszahlungswert dieser Strategie ist in Tabelle 11 und ihr Profit
in Abbildung 14 dargestellt.

S<K; | Ki<S<K> S > K>

Call long 0 S — K, S — K,
Call short -0 -0 —(S — K»)

— Portfolio 0 S— K, Ky — K,

Tabelle 11: Auszahlungswert: Bullish Spread
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Abbildung 14: Der Auszahlungswert und der Profit des Bullish-Spread-
Portfolios

Butterfly Spread Der Butterfly Spread eignet sich fiir die Spe-
kulation auf geringe Kursschwankungen. Im Gegensatz zum Short
Straddle ist jedoch die Hohe seines maximal erzielbaren Verlustes
beschrankt. Um den Butterfly Spread zu konstruieren kauft der In-
vestor zwei Calls mit unterschiedlichen Ausiibungspreisen, die den
Bereich, in dem die Kursschwankungen erwartet werden, eingrenzen.
Auferdem verkauft er 2 Calls mit dem gleichen Ausiibungspreis, der
innerhalb des gewédhlten Bereiches liegt. Der Auszahlungswert die-
ser Strategie ist in Tabelle 12 angegeben. Der Profit der einzelnen
Portfolioelemente ist in Abbildung 15 und der Profit der Strategie
ist in Abbildung 16 dargestellt.
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S<K; | K1 <S5<K, Ky < S< K3 K3 < S
Call(A) long 0 S — K, S — K, S — K,
Call(B) long 0 0 0 S — Kj
2 Call short -0 -0 —2(8 — K») —2(8 — K»)
— Portfolio 0 S—Kl 2K2—K1 - S 2K2—K1—K3
Tabelle 12: Auszahlungswert: Butterfly Spread
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Abbildung 15: Der Profit fiir einen Call long mit dem Ausiibungspreis K = 70 €,

einen Call long mit dem Ausiibungspreis K = 130 € und zwei Calloptionen short
mit dem Ausiibungspreis K = 100 €
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Abbildung 16: Der Profit des Butterfly-Spread-Portfolios
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Abschlussbemerkung FEs handelt sich bei Optionen um Finanzin-
strumente, deren eigene Wertentwicklung zwar unsicher ist, die aber
den Preis fiir ihr Underlying festlegen. Damit eignen sie sich hervor-
ragend zur Spekulation aber auch zur Absicherung von Portfolios
gegen Kursschwankungen. Der Spekulationseinsatz und die Kosten
fiir die Absicherung ergeben sich aus dem Preis der Option am Ge-
schiftsabschluss. Wie der faire Preis einer Option bestimmt werden
kann wird im folgenden dargestellt.
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3 Die Bewertung von Optionen mit dem Black-
Scholes-Modell

Myron S. Scholes und Fischer Black entwickelten Anfang der siebzi-
ger Jahre in enger Zusammenarbeit mit Robert C. Merton ein Mo-
dell fiir die Bewertung von Optionen und verdffentlichten 1973 die
nach ihnen benannte partielle Differentialgleichung. Mit der Black-
Scholes-Gleichung konnen die européischen Standardoptionen be-
wertet werden. Dieses Modell erleichterte den Optionshandel und
trug dazu bei, dass der gesamte Derivatemarkt so schnell und so
enorm wachsen konnte. Die Bewertungsmodelle fiir viele Optionsty-
pen lassen sich entweder direkt oder indirekt aus dem Black-Scholes-
Modell herleiten. Fiir ihre Pionierarbeit erhielten Myron S. Scholes
und Robert C. Merton 1997 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissen-
schaften. Fischer Black konnte diese Ehren nicht in Empfang neh-
men, da er 1995 verstarb.

3.1 Der theoretische Wert einer Option

Der Preis einer Option ist prinzipiell durch das Angebot und die
Nachfrage am Markt bestimmt. Diesem freien Marktpreis dient als
Grundlage ein theoretischer Preis. In der Regel weichen der freie
Marktpreis und der theoretische Preis nicht besonders voneinander
ab. Der theoretische Preis einer Option wird durch die folgenden
Faktoren bestimmt:

1. Der Kurs der zugrunde liegenden Aktie relativ zum Ausiibungs-
preis (innere Wert)

2. Die verbleibende Zeit, bis die Option verfillt
Die Volatilitidt der zugrundeliegenden Aktie

Die Hohe des risikolosen Zinssatzes

AN

Die Hohe der gezahlten Dividenden der zugrunde liegenden Ak-
tie

Die Faktoren (2) bis (5) bestimmen den sogenannten Zeitwert der
Option. Dieser beriicksichtigt das unsichere Verhalten der Aktie.
Der theoretische Preis einer Option setzt sich demnach aus ihrem
inneren Wert und ihrem Zeitwert zusammen. Erst am Ausiibungs-
zeitpunkt einer Option fallt ihr Zeitwert weg und ihr gehandelter
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S<K|S=K | S>K
VF(Sy,T) long || K-S 0 0
VE(Sr,T) short 0 0 -(S-K)
S(T) long S K S
P(T) | K K K

Tabelle 13: Der Auszahlungswert des risikolosen Put-Call-Portfolios

Wert entspricht ihrem inneren Wert, kann also durch die Auszah-
lungsfunktion angegeben werden.

Die Put-Call-Paritit Der Zusammenhang zwischen dem Preis fiir
einen europdischen Put und einen européischen Call auf dieselbe
Aktie mit demselben Ausiibungszeitpunkt und Ausiibungspreis lésst
sich mit der Put-Call-Paritdt beschreiben. Diese Beziehung wird mit
Hilfe der No-Arbitrage-Annahme aus der folgenden Situation herge-
leitet:

Der Writer eines Calls mochte sich gegen die moglichen Verluste aus
seinem Optionsgeschéft absichern. Dazu kauft er eine Aktie, deren
Kursgewinne die Verpflichtungen aus dem Callgeschéft ausgleichen.
Auferdem kauft er einen Put, der den gleichen Ausiibungspreis wie
der Call besitzt, um sich gegen die Kursverluste der Aktie abzusi-
chern. Der Verkdufer des Calls besitzt nun das Portfolio

P =-Vet)+ VP(t) + S(1). 9)

Bemerkung 3.1 In Abschnitt 2.3 wurde die Verwendung der "+”
und "—" - Zeichen bei der Darstellung eines Portfolios beschrieben:
mit einem "—"-Zeichen werden die Portfolioanteile gekennzeichnet,
die fiir den Besitzer eine Verpflichtung darstellen. In dem oben be-
sprochenen Fall hat der Portfoliobesitzer den Call verkauft und muss
am Verfallstermin der Option seiner Verpflichtung aus diesem Ge-
schdft nachkommen. In dem Absicherungsportfolio P wird diese Ver-
pflichtung mit einem "—"-Zeichen gekennzeichnet. Finanztitel, die
dem Portfoliobesitzer gehdren, markiert er mit einem "+"-Zeichen.

Das Portfolio ist risikolos, da es an dem Ausiibungszeitpunkt T zu
einem sicheren Auszahlungsbetrag in Hohe des Ausiibungspreises K
der Optionen fiihrt, wie in Tabelle 13 dargestellt ist. Da das Port-
folio einen garantierten Endwert besitzt, ergibt sich sein Wert P(t)
an einem beliebigen Zeitpunkt ¢ durch Abzinsung des sicheren End-
wertes K mit dem risikolosen Zinssatz r. Es gilt daher,

—Ve(t) + VP(t) 4+ S(t) = K exp (—r(T — t)) (10)
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Wire das Portfolio an einem Zeitpunkt ¢ billiger als in (10) ange-
geben, konnte man sich bei der Bank fiir den risikolosen Zins den
notigen Betrag leihen und das Portfolio kaufen. Der Gewinn am Aus-
iibungszeitpunkt wire dann grofer als die Verpflichtung an die Bank
und man wiirde einen risikolosen Gewinn erzielen. Ware das Port-
folio teurer als gefordert, wiirde man es verkaufen und den Betrag
zum risikolosen Zins bei der Bank anlegen. Am Ausiibungszeitpunkt
ist die Verpflichtung durch das verkaufte Portfolio geringer als der
verzinste Betrag. Man wiirde wieder einen risikolosen Gewinn erzie-
len.

Fiir einen Put und einen Call auf dieselbe Aktie mit dem gleichen
Ausiibungszeitpunkt und Ausiibungspreis gilt aus Arbitragegriinden
die Gleichung (10). Diese Beziehung wird Put-Call-Paritit genannt.
Mit der Put-Call-Paritat kann aber nur eine Aussage iiber den Zu-
sammenhang zwischen dem Preis fiir einen Put und einen Call ge-
troffen werden. Um den Wert einer einzelnen Option bestimmen zu
konnen, muss das Verhalten des Aktienkurses beriicksichtigt wer-
den.

Die Idee der Optionsbewertung besteht darin, mit einer Option und
einem Aktienanteil ein Portfolio zu konstruieren, bei dem sich die
Kursédnderung der Aktie und die damit verbundene Werténderung
der Option ausgleichen. Da dieses Portfolio kein Risiko beinhaltet
entspricht seine Rendite, wegen der No-Arbitrage-Bedingung, dem
risikolosen Zinssatz r. Aus den Informationen iiber den Wert des
Portfolios kann der Preis fiir die Option hergeleitet werden.

Da jedoch nur unzureichend Informationen iiber den Kursverlauf
bestehen muss man auf geeignete Modelle, die den Verlauf des Ak-
tienkurses widerspiegeln, zuriickgreifen. Einen diskreten und damit
einfachen und anschaulichen Zugang findet zuerst durch das Binomi-
almodell statt. Danach folgt das kontinuierliche Aktienkursmodell,
das zu der von Black und Scholes hergeleiteten Gleichung fiir die
Bewertung von européischen Optionen fiihrt.

3.2 Die Bewertung von Optionen auf der Grundlage des
Binomialmodells

In diesem Kursmodell wird mit einem diskreten Zeitverlauf und da-
durch mit einer diskreten Kursentwicklung gearbeitet. Die Eigen-
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schaften der Zeit- und Kursentwicklung sind durch die zwei folgen-
den Voraussetzungen gegeben?:

(V1) Der betrachtete Zeitraum wird in dquidistante Teilintervalle
der Lénge ¢ unterteilt.
o t; = idt
e S, =S(t;)
(V2) Der Kurs S kann sich in jedem Zeitintervall in nur zwei Kurs-
werte entwickeln.
e er steigt um den Faktor "up™ S;;; = S; - up
e er fillt um den Faktor "down™ S, ; = 5; - down
Fiir den Kursverlauf ergibt sich nach diesen Bedingungen ein Bino-

mialbaum, der, wie in Abbildung 17 dargestellt ist, bei einem Start-
wert Sy beginnt und sich an jeder Knotenstelle in zwei Richtungen

verzweigt.
5

Abbildung 17: Die schematische Darstellung eines Binomialbaumes. Die Anzahl
der ”+” - und ”—" - Zeichen gibt an, wie haufig der Kurs gestiegen beziehungs-
weise gefallen ist.

+++
S

/\/\/\

3.2.1 Die Bewertung mit dem Binomialmodell

Im Folgenden wird die Bewertung einer Option mit dem Binomi-
almodell an einem Beispiel demonstriert:
Es soll der faire Preis fiir einen Call bestimmt werden, mit dem der

3Eine umfangreichere Beschreibung des Binomialmodells wird zum Beispiel in [7] angege-
ben
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Kaufer das Recht erhélt in einem Jahr die IBM-Aktie zu einem Preis
von K = 22 € zu kaufen. Der Kurs der Aktie steht zum Zeitpunkt
to bei Sy = 25 €. Der risikolose Zinssatz betriagt r = 10%.

Der Einperiodenfall Im einfachsten Fall entspricht das Intervall ot
der Haltedauer der Option, der entsprechende Binomialbaum ist in
Abbildung 18 dargestellt. Es miissen nur der Anfangszeitpunkt #,
und der Ausiibungszeitpunkt t = T betrachtet werden. Fiir die Ent-
wicklung des Aktienkurses wird angenommen, dass der Kurs in dem
Intervall 6t entweder um 20% steigt oder fillt.

So ‘K ‘T ‘675 ‘up‘down‘r
25 € |22 €| 1Jahr | 1Jahr [1.2]08 0.1

St =30
V =8
S =25
V =5.52
S™ =20
V =0

Abbildung 18: Der Binomialbaum fiir den Einperiodenfall

Das Risikolose Portfolio Die Wertédnderung einer verkauften Cal-
loption kann durch den Kauf von A Aktien ausgeglichen werden.
Steigt der Kurs der Aktie, dann gleichen die Kursgewinne den Ver-
lust durch den verkauften Call aus. Entsprechend werden im umge-
kehrten Fall die Kursverluste der Aktie durch den Gewinn aus dem
Call-Geschiaft ausgeglichen. Dieses Portfolio hat zum Zeitpunkt ¢,
den Wert:

Py=ASy, - Vg (11)

Zum Zeitpunkt ¢ = T sind zwei Erscheinungsformen fiir den Akti-
enkurs und damit fiir das Portfolio moglich, diese sind in Tabelle 14
dargestellt. In beiden Féllen ist der Wert des risikolosen Portfolios
P, gleich grof und das Gleichungssystem daher eindeutig 16sbar.
Es liefert sowohl den Wert des Portfolios zum Ausiibungszeitpunkt,
P, = 16 €, wie auch die Anzahl der zum Hedgen benétigten Ak-
tien, A = 0.8. Durch Abzinsung ergibt sich der Anfangswert des
Portfolios,

Py = Py exp(—r(0t)) = 14.48 € . (12)
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Aktiekurs | Optionswert | Portfoliowert
(€) (€) (€)
Kursanstieg 30 8 P =A30-8
Kursabfall 20 0 P, = A20

Tabelle 14: Der Wert des risikolosen Portfolios zum Zeitpunkt ¢t =T

Setzt man die Ergebnisse in Gleichung (11) ein, so kann der faire
Wert der Option,

VE=08-25€ —1448 € =552 € (13)

bestimmt werden.

Interpretation der Hedge-Strategie Durch den Verkauf des Calls
erhilt der Investor 5.52 €. Um den Call zu hedgen benétigt er 0.8
Aktien, die 20 € kosten. Die fehlenden 14.48 € muss der Investor von
seinem eigenen Kapital bereitstellen. Dadurch ergibt sich der Preis
des Portfolios. Nach einem Jahr sind zwei Situationen moglich:

e Der Aktienkurs steigt auf S; = 30 €
Die 0.8 Aktien sind 24 € wert und es besteht eine Verpflichtung
aus dem Call-Geschéft in Hohe von 8 €. Den Betrag von 16 €
erhilt der Investor.

e Der Aktienkurs sinkt auf S; = 20 €
Die 0.8 Aktien sind 16 € wert und es besteht keine Verpflich-
tung aus dem Call-Geschift. Den Betrag von 16 € erhélt der
Investor.

In beiden Fillen erhélt der Investor durch den Einsatz von eigenem
Kapital in Hohe von 14.48 € einen Betrag von 16 €. Die Rendite
entspricht natiirlich dem risikolosen Zinssatz r, da es sich um eine
risikolose Geldanlage gehandelt hat.

Der Mehrperiodenfall Das Ergebnis, dass man mit dem obigen Vor-
gehen erhélt, ist aber noch nicht zufriedenstellend, da die Intervall-
linge viel zu grofs gewihlt wurde und die Aktie nur einmal in einem
Jahr ihren Kurs dndert. Um realistischere Werte zu erhalten muss
man eine bedeutend kleinere Zeitdiskretisierung wahlen. In dem fol-
genden Beispiel wird die Lebensdauer der Option in zwei Zeitin-
tervalle unterteilt. Diese Intervalllinge ist zwar immer noch nicht
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ausreichend klein, um ein verniinftiges Ergebnis zu erzielen, reicht
aber aus, um die Vorgehensweise zu verdeutlichen.

So ‘K ‘T ‘675 ‘up‘down‘r
20 €[22 €| 1Jahr | 6Monat | 1.2|0.8 [0.1

=y
St =30
V =9.98
S =25 St=24
V =7.09 V =
S- =20
V =1.36
S7=16
V =0

Abbildung 19: Der Binomialbaum mit den Optionswerten fiir den Zweiperioden-
fall

In dem Binomialbaum, der in Abbildung 19 dargestell ist, sind

fiir jeden diskreten Zeitpunkt und moglichen Aktienkurs die fairen
Preise fiir die Option eingetragen.
Der Optionspreis zum Zeitpunkt ¢y wird ausgehend vom Ausiibungs-
zeitpunkt ¢ = T rekursiv bestimmt. Dazu ermittelt man fiir jeden
Zeitschritt und jeden moglichen Aktienkurs den fairen Optionspreis
und die Anzahl der zum Hedgen benétigten Aktien nach dem aus
dem Einperiodenfall bekannten Vorgehen. In dem hier besprochenen
Zweiperiodenfall miissen drei Einperiodenfille bearbeitet werden.

Um einen Optionswert zu ermitteln, der am realen Markt verwen-
det werden kann, muss die Intervalllinge 6t in dem Binomialmodell
sehr klein gewdhlt werden. Dadurch erhoht sich der Rechenaufwand
erheblich.

3.3 Die Black-Scholes-Gleichung fiir europiische Standard-
optionen

Von einem kontinuierlichen Kursverlauf geht das Modell von Black
und Scholes aus. Dieses Modell liefert eine partielle Differentialglei-
chung, die mit den entsprechenden End- und Randbedingungen ein
End-Randwertproblem ergibt, mit dem die Werte einer européischen
Option bestimmt werden kénnen. Im Folgenden werden die wesent-
lichen Annahmen dargestellt, die zur Giiltigkeit des Modells fiihren
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(siehe auch [5], [30], [36]):
e (V1) Es gibt keine Arbitrage-Moglichkeiten
e (V2) Die Variablen sind stetig

e (V3) Der risikolose Zinssatz r und die Volatilitit o der Aktie
sind konstant

e (V4) Es fallen keine Gebiihren, Steuern oder Dividenden an
e (V5) Es wird eine européische Option betrachtet

e (V6) Der Aktienkurs S geniigt einer geometrischen Brownschen
Bewegung und sein Return ist lognormalverteilt

3.3.1 Ein kontinuierliches Modell fiir den Kursverlauf

Mit dem Modell der geometrischen Brownschen Bewegung kann der
Bewegungsverlauf von Bliitenpollen auf einer Fliissigkeitsoberfliche
beschrieben werden. Die Bliitenpollen reagieren mit ihrer Bewegung
auf das Zusammenstofsen mit Molekiilen der Fliissigkeit. Dadurch
kann zu keinem Zeitpunkt eine exakte Vorhersage {iber die néchste
Bewegung der Pollen getroffen werden. Ihr Bewegungsverlauf ent-
spricht damit einem stetigen stochastischen Prozess (siehe Definition
3.1). Das Modell der geometrischen Brownschen Bewegung liefert ei-
ne stochastische Differentialgleichung fiir die relative Anderung der
Lage L der Pollen in dem Zeitintervall dt.

dL
= = vdt + AW (14)

Mit der deterministischen Driftrate vdt wird die tendenzielle Lage-
anderung der Bliitenpollen in dem Zeitintervall dt angegeben. Die
stochastischen Schwankungen, die durch das unsichere Zusammen-
stofsen der Pollen mit den Molekiilen entstehen, werden durch den
Term AdW beriicksichtigt. Dabei kennzeichnet W einen Wiener Pro-
zess, der eine spezielle Form eines stetigen stochastischen Prozesses
darstellt.

Definition 3.1 (stetiger stochastischer Prozess) Fin stetiger sto-
chastischer Prozess ist eine Familie von Zufallszahlen X (t), die fir
eine stetige Zeit t definiert sind. Die Zeit t variiert kontinuierlich
in einem Intervall I, z.B. 0 <t <T. Statt X (t) kann man auch X,
schreiben.
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Definition 3.2 (Wiener Prozess) Ein Wiener-Prozess Wy ist ein
stetiger stochastischer Prozess mit den Figenschaften

(E1) Wy =0
(E2) Wy ist normalverteilt mit

e dem Erwartungswert E(W;) =0 und
e der Varianz Var(W;) =t

(E3) Alle Zuwdichse 6W sind unabhingig voneinander

Die Zuwdchse des Wiener Prozesses in dem Intervall 6t sind durch
die Intervalllinge und die normalverteilte Zufallsvariable ¢ bestimmt:

SW = ¢Vt mit E(¢)=0  E(¢*) =1

Das Aktienkursmodell Der reale Kurs einer Aktie verhélt sich dhn-
lich wie die Lage der Bliitenpollen. Er besitzt eine tendenzielle Wert-
entwicklung, die durch den Erwartungswert der Aktienrendite u be-
stimmt wird. Zusétzlich wird der Aktienkurs durch sehr viele Fak-
toren beeinflusst, deren Wirkung haufig nur sehr schwer vorherge-
sagt werden kann. Vergleicht man die Prognosen fiir ein anstehendes
Borsenjahr mit dem abschliefsenden Fazit, dann wird man nur wenig
Gemeinsamkeiten erkennen. Da die Ursachen und die daraus resul-
tierenden Wirkungen bei Kursdnderungen nur unzureichend vorher-
gesagt werden konnen, betrachtet man die Schwankungen des Akti-
enkurses, dhnlich wie die Bewegung der Bliitenpollen, als zufillig.
Eine Information iiber die Kursschwankungen einer Aktie kann man
jedoch aus der Vergangenheit erhalten und fiir die nahe Zukunft ver-
wenden. Es handelt sich dabei um das Ausmaf, mit dem der Kurs
einer Aktie auf die Umweltsituationen reagiert. Eine Aktie, deren
Kurs bisher sehr deutlich auf positive oder negative Informationen
reagiert hat, wird dieses Verhalten in der Zukunft mit grofser Wahr-
scheinlichkeit beibehalten. Genauso wird der Kurs einer Aktie, der
sich in der Vergangenheit nahezu nach dem erwarteten Verlauf ent-
wickelt hat, dieses Verhalten auch in der nidheren Zukunft beibe-
halten. Das Ausmaf der Schwankungen einer Aktie wird durch ihre
Volatilitit o beschrieben.

Auf Grund der Gemeinsamkeiten des Kurses einer Aktie und der Be-
wegung der Bliitenpollen verwendet man fiir die Beschreibung der
relativen Anderung des Aktienkurses % die stochastische Differenti-
algleichung der Brownschen Molekularbewegung (14) und setzt die
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erwartete Rendite p und die Volatilitit o der Aktie entsprechend
ein.

ds

In der Abbildung 20 sind die Kursverldufe von Aktien, die mit der
stochastischen Differentialgleichung (15) modelliert wurden, darge-
stellt. Die Auswirkung der verschiedenen Volatilitdten ist darin deut-
lich zu erkennen. Am Markt liegen die Volatilitdten der Aktien in
dem Bereich 0.1 < ¢ < 0.3. Die erwartete Kursentwicklung ist durch
die erwartete Rendite p der Aktie gegeben, die in diesem Fall dem
risikolosen Zinssatz r entspricht.
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an0 5= 20 800
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Abbildung 20: Der Kursverlauf nach dem Modell der geometrischen Brownschen
Bewegung mit ¢ = 0.2 und o = 0.4 (aus [13])

3.3.2 Die Black-Scholes-Gleichung

Der Wert einer Option verhilt sich durch die enge Beziehung zum
Kurs seiner zugrunde liegenden Aktie genauso unsicher wie der Ak-
tienkurs selbst. Mit dem Lemma von Ito kann man aus der stochas-
tischen Differentialgleichung, die fiir den Aktienkurs besteht, eine
stochastische Differentialgleichung fiir den Optionswert herleiten.

Definition 3.3 (Ito-Lemma) Gegeben ist eine Funktion G(S,t),
wobei S dem stochastischen Prozess aus Gleichung (15) folgt. Dann

andert fir kleine Zeitintervalle dt die Funktion thren Wert von G
nach G + dG, mit

2Q2

2

dG = (uGs + T2 Gss + Gy)dt + oSG sdW (16)
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Betrachtet man die Optionswertentwicklung in dem Binomialmodell,
dann wird deutlich, dass der Wert der Option von dem Aktien-
kurs S und der Zeit ¢t abhéingt. Da der Aktienkurs die stochastische
Differentialgleichung (15) erfiillt, sind die Voraussetzungen des Ito-
Lemmas gegeben und man erhilt fiir den Optionswert die stochas-
tische partielle Differentialgleichung

0252

2

Um den fairen Wert der Option zu bestimmen konstruiert man wie-
der ein risikoloses Portfolio, bestehend aus einer verkauften Call-
option und einer Anzahl A der zugrunde liegenden Aktie. Fiir den
Wert des Portfolios gilt:

AV = (uVs + ——Vss + Vi)dt + o SVedW. (17)

P=AS-V (18)

In kleinen Zeitintervallen dt andert sich der Wert des Portfolios zu

P=P+dP (19)
mit
dP = AdS — dV. (20)
Setzt man (15) und (17) in Gleichung (20) ein, so erhilt man
0252

dP = O'S(A — Vs)dW + (—/LSVS —

5 Vss — Vi + pAS)dt. (21)

Durch die Wahl von A = Vg wird der stochastische Anteil der Dif-
ferentialgleichung eliminiert. Man erhélt fiir die Zeitspanne dt ein
risikoloses Portfolio, dessen Wertefunktion die Differentialgleichung

0252
2

erfiillt. Aus Arbitragegriinden muss sich der Wert des Portfolios ent-
sprechend der risikolosen Verzinsung entwickeln,

P = (—

Vss — Vy)dt (22)

dP = Prdt . (23)
Aus den Gleichungen (22) und (23) folgt:

252
mwzpﬁ2vg—mﬁ (24)
Mit
P=AS—-V=VsS—V (25)
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erhilt man die Black-Scholes Gleichung,
2.q2

2

Mit der Black-Scholes-Gleichung (26) besitzt man eine partielle Dif-
ferentialgleichung, die das Verhalten des Optionswertes in Abhén-
gigkeit von der Zeit und der Kursentwicklung der Aktie beschreibt.
Das fiir die betrachtete Aktie charakteristische Verhalten ist in der
Black-Scholes-Gleichung durch ihre Volatilitit o dargestellt.

LasV =V, + 2

VSS + TSVS —rV =0. (26)

Interpretation der Hedge-Strategie Der Writer der Option hedget
die verkaufte Option iiber den gesamten Zeitraum, indem er im-
mer so viele Aktien besitzt wie er bendtigt um Schwankungen im
Optionswert auszugleichen. Da er dafiir stindig den Aktienanteil
A = Vg seines Portfolios aktualisieren muss, nennt man diese Art
des Hedgen Deltahedgen.

3.3.3 Die End-Randwertaufgabe fiir europiische Optionen

Aus den bisher gewonnen Erkenntnissen lafst sich eine End-Randwert-
aufgabe herleiten, die als Losung die Wertfunktion einer europii-
schen Standardoption liefert. Die dabei verwendete Black-Scholes-
Gleichung (26) gilt nur fiir Aktien ohne Dividendenzahlungen. Durch
eine kleine Anderung kann man die partiellen Differentialgleichung
jedoch an diese Situation anpassen (siehe [30]). In dem weiteren Ver-
lauf werden nur Aktien betrachtet, bei denen keine Dividenden ge-
zahlt werden, deren Kursverldufe daher die Black-Scholes-Gleichung
erfiillen.

Am Ausiibungstermin ¢ = T féllt der Zeitwert der Option weg und
ihr Wert, mit dem sie gehandelt wird, entspricht nur noch ihrem
inneren Wert. Die Auszahlungsfunktion der Option liefert damit die
Endbedingung fiir die partielle Differentialgleichung.

Die Endbedingung fiir einen Call:
VET) = max(S(T) — K, 0) (27)
Die Endbedingung fiir einen Put:
VP(T) = maz(K — S(T),0) (28)
Die Randbedingungen ergeben sich aus der Put-Call-Paritét
VEP(S@#),t) + S(t) =VI(S(t),t) + Kexp(—r(T —t)).  (29)

42



Ist die Aktie wertlos, dann wiirde kein Investor Geld ausgeben, um
diesen Finanztitel in Zukunft zu einem bestimmten Preis kaufen zu
diirfen, da er ihn jetzt umsonst bekommen kann. Damit ist der Call
in dieser Situation wertlos und der Preis fiir den Put ergibt sich aus
der Gleichung (29). Ist der Wert der Aktie nahezu unendlich hoch,
dann wiirde kein Investor Geld ausgeben, um die Aktie spéter fiir
einen, um ein Vielfaches niedrigeren Preis verkaufen zu diirfen. In
diesem Fall ist der Put wertlos und der Preis des Calls kann mit der
Black-Scholes-Gleichung bestimmt werden.

Die Randbedingungen fiir einen Call:

Ve(,t) = 0 (30)
limsoVE(S,t) = S — Kexp(—r(T —1t)) (31)

Die Randbedingungen fiir einen Put:

VP(0,t) = Kexp(—r(T —1t)) (32)
limg_sVE(S,t) = 0 (33)

Die Losungsfunktion Bei der Losung des End-Randwertproblems
wird der rechte Rand durch einen maximalen Kurswert S™*" fest-
gelegt. Dieser muss groft genug gewéhlt werden, um den Fehler so
gering wie moglich zu halten. Ein Richtwert liegt bei dem Zwei- bis
Dreifachen des Ausiibungspreises der Option. Als Losung erhélt man
ein Flachenstiick tiber dem Gebiet 0 < S < 8™ ynd 0 <t < T'in
der S-t-Ebene.

Die Losungsfunktionen fiir einen Call und einen Put sind in der Ab-
bildung 21 und in der Abbildung 22 dargestellt. Sie geben den Wert
der entsprechenden Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Abhéngigkeit
von ihrem Kurs an.
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Abbildung 21: Der Wert fiir einen européaischen Call auf eine Aktie mit der
Volatilitdt ¢ = 0.2, dem risikolosen Zins r = 0.1, der Laufzeit T = 1 Jahr und
dem Ausiibungspreis K = 10 €

10 |
Put
Auszahlungswert -------
o -
6 | -
>
o -
I -
T
0 L ! ) ‘ — |
0 2 4 6 s 0 ” ”

Abbildung 22: Der Wert fiir einen europédischen Put auf eine Aktie mit der
Volatilitdt ¢ = 0.2, dem risikolosen Zins r = 0.1, der Laufzeit T = 1 Jahr und
dem Ausiibungspreis K = 10 €

Der Wert einer Option setzt sich aus ihrem inneren Wert und
ihrem Zeitwert zusammen. Der Zeitwert einer Putoption kann je
nach Aktienkurs sowohl positive wie auch negative Werte anneh-
men. Diese Eigenschaft ist in Abbildung 23 zu erkennen, die die
Wertefunktion an verschiedenen Zeitpunkten darstellt. Dagegen ist
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der Zeitwert eines Calls, bei dem keine Dividenden gezahlt werden,
nie negativ. Nur wenn Dividenden gezahlt werden kann es vorkom-
men, dass auch der Zeitwert eines Calls negativ wird. Ahnlich wie
bei den Futures muss der Writer beriicksichtigen, dass er durch den
weiteren Besitz der Aktie Dividendengewinne erzielt und die Préimie
fiir die Option entsprechend senkt.

4
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Abbildung 23: Der Wert einer europaischen Putoption auf eine Aktie mit der
Volatilitdt ¢ = 0.2, dem risikolosen Zins r = 0.1, der Laufzeit T = 1 Jahr und
dem Ausiibungspreis K = 10 € an verschiedenen Zeitpunkten

Einen entscheidenden Einfluss auf den Wert einer Option hat die
Volatilitdt der Aktie. Dieser Einfluss wird in Abbildung 24 demons-
triert.

3.4 Die Black-Scholes-Ungleichung fiir amerikanische Op-
tionen

Amerikanische Optionen zeichnen sich durch das zusétzliche Recht
aus, auch vor dem Verfallstermin der Option ausgeiibt werden zu
diirfen. Dadurch bieten sie ihrem Besitzer neben den Moglichkeiten
einer europiischen Option den Vorteil auf die aktuelle Marktsitua-
tion direkt reagieren zu konnen. Die Strategien, die in Abschnitt
2.4 angesprochen wurden, konnen bei einer amerikanischen Option
wahrend der gesamten Lebensdauer des Derivates zum Erfolg fiih-
ren.

Durch die vorzeitige Ausiibung éndert sich der Wert, der Option, da
ihr Zeitwert wegfillt und sie ihren inneren Wert annimmt. Um das
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Abbildung 24: Der aktuelle Wert von européischen Putoptionen auf Aktien mit
verschiedenen Volatilitdten, dem risikolosen Zins r = 0.1, der Laufzeit T = 1
Jahr und dem Ausiibungspreis K = 10 €

Anderungsverhalten des Preises einer amerikanischen Option zu be-
schreiben, erhélt man eine Ungleichung, die aus der Black-Scholes
Gleichung hergeleitet wird.

Auf Grund des zuséitzlichen Rechtes ist der Preis fiir eine amerikani-
sche Option mindestens so hoch wie der einer européischen Option,

yom > yer, (34)

Auflerdem kann der Preis einer amerikanischen Option aus Arbitra-
gegriinden niemals kleiner als ihr Auszahlungswert werden,

vem > G (35)

Da ihre Ausiibung zu jedem Zeitpunkt mdoglich ist, konnte man sonst
die Option kaufen und durch die sofortige Ausiibung einen sicheren
Gewinn auf Kosten des Optionsverkdufers erzielen.

Der Zeitwert der Option fillt bei der vorzeitigen Ausiibung weg,
wodurch sich der Wert einer amerikanischen Option nicht nur durch
Kursénderungen sondern auch durch ihre friithzeitige Ausiibung an-
dern kann. Deltahedgen bietet aber nur eine Absicherung des Portfo-
lios gegen Kursschwankungen wodurch der Unsicherheitsfaktor der
vorzeitigen Ausiibung bestehen bleibt. Der Writer, der die Aus-
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iibungsstrategie des Holders nicht kennt, wird den Preis fiir die Op-
tion so wahlen, dass er auf keinen Fall einen Verlust einbiifsen wird.
Dazu muss die Rendite seines deltagehedgten Portfolios mindestens
so grofs sein wie der risikolose Zinssatz r. Das deltagehedgete Port-
folio hat den Wert

P=AS-V. (36)

Fiir die Wertdnderung des Portfolios gilt:
AdS —dV > r(AS = V)dt (37)

Auf demselben Weg, der bei der Herleitung der Black-Scholes Glei-
chung verwendet wurde, erhélt man fiir amerikanische Optionen die
Ungleichung;:

0%5?

LpsV =V, + 5

V55+TSVS—TV§0 (38)

Da der Wert einer amerikanischen Option und der einer europii-
schen Option am Verfallstermin des Derivates iibereinstimmen, sind
auch die Endbedingungen beider End-Randwertprobleme identisch.
Die Auszahlungsfunktion der betrachteten Option liefert die End-
bedingung.

Die Endbedingung fiir einen Call:

VET) = max(S(T) — K, 0) (39)
Die Endbedingung fiir einen Put:

VP(T) = maz(K — S(T),0) (40)

Bei der Bestimmung der Randbedingungen muss wieder beriicksich-
tigt werden, dass der Optionswert nicht kleiner sein darf als der
zugehorige Auszahlungswert. Bei einem européischen Call tritt die-
ser Fall nicht ein, wenn keine Dividenden gezahlt werden, wodurch
die Randwerte fiir einen amerikanischen und europiischen Call iiber-
einstimmen. Die Randwerte eines amerikanischen Puts sind fiir den
Fall S = 0 grofer als die der européischen Variante, sie werden durch
den Auszahlungswert der Option gegeben.

Die Randbedingungen fiir einen Call:

Ve,t) = 0 (41)
limsoVE(S,t) = S — Kexp(—r(T —1t)) (42)
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Die Randbedingungen fiir einen Put:

VP(,t) = K (43)
lims_VF(S,t) = 0 (44)

3.4.1 Das lineare Komplementarititsproblem

Eine amerikanische Option darf aus den oben angesprochenen Ar-
bitragegriinden keinen Preis annehmen, der kleiner ist als ihr Aus-
iibungswert. Ein europédischer Call auf eine Aktie ohne Dividenden-
zahlung erfiillt diese Bedingung zu jedem Zeitpunkt. Daher stimmen
der Preis eines amerikanischen und eines europiischen Calls iiberein,
wenn keine Dividenden gezahlt werden.

10 T
Put (am)
Put (eu) -
Auszahlungswert --------

0 1 1 1 1 -
0 2 4 6 8 10 12 14 16
S

Abbildung 25: Der Wert eines européischen und amerikanischen Put in Relation
zu ihrem inneren Wert

Schneiden die Werte einer européischen Option ihre Auszahlungs-
funktion, wie es bei einem Put vorkommt, dann unterscheidet sich
der Wert dieser européischen Option von dem Preis der entsprechen-
den amerikanischen Variante.

Die Werte fiir einen européischen und amerikanischen Put an einem
festen Zeitpunkt t* sind in Abbildung 25 dargestellt. Der amerika-
nische Put lauft an dem Aufsprungpunkt S¢(t*) in die Auszahlungs-
funktion hinein. Wéhrend fiir einen amerikanischen Put ein solcher
Aufsprungpunkt Sy immer existiert, kann er bei einem Call nur vor-
kommen, falls Dividenden gezahlt werden. An dem Aufsprungpunkt
besitzt die Wertefunktion die Steigung V& = —1 fiir einen Put und
V& =1 fiir einen Call, es handelt sich also um einen glatten Einlauf.
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Okonomische Bedeutung des Aufsprungpunktes Aus 0konomischer
Sicht stellt der Aufsprungpunkt fiir den deltahedgenden Optionsbe-
sitzer den optimalen Ausiibungszeitpunkt dar. Um sich diese eher
theoretische Gegebenheit zu verdeutlichen muss man die Wertent-
wicklung seines Portfolios betrachten. Das Portfolio des Holders ver-
hélt sich spiegelverkehrt zu dem des Writers, es besitzt den Wert

P=V-AS. (45)

Der Writer bewertet die Option so, dass er in der Regel einen Gewinn
und im schlechtesten Fall weder einen Verlust noch einen Gewinn
erzielt. Das bedeutet, dass die Rendite seines Portfolios mindestens
so grof ist wie der risikolose Zinssatz r. Dadurch ist die Rendite
fiir das Portfolio des Holders hochstens so grofs wie der risikolose
Zinssatz r,

AP = dV — AdS < r(V — AS) . (46)

Der giinstigste Ausiibungszeitpunkt fiir den Holder ist der Zeit-
punkt, an dem sein Verlust am niedrigsten ist. Da sein Verlust der
Gewinn des Writers ist muss er den Zeitpunkt finden, an dem der
Writer seinen geringsten Gewinn erzielt. Solange der Optionspreis
grofer ist als die Auszahlungsfunktion erzielt der Writer einen Ge-
winn falls die Option vorzeitig ausgeiibt wird. Denn der Wert des
Derivates reduziert sich auf den Ausiibungswert wodurch sich die
Verpflichtung des Writers um den Zeitwert der Option verringert.
Der Holder sollte daher nur vorzeitig ausiiben wenn der Options-
preis mit dem Ausiibungspreis iibereinstimmt. Der Aufsprungpunkt
markiert also die Grenze zwischen den Bereichen, in denen ausgeiibt
werden darf und in denen nicht ausgeiibt werden soll.

Numerische Bedeutung des Aufsprungpunktes Die Losungsfliche
der Black-Scholes-Ungleichung wird durch die Aufsprungpunkte in
zwei Bereiche unterteilt. In dem einen stimmt die Lésung mit der
Auszahlungsfunktion iiberein, in dem anderen nimmt sie grofere
Werte an.

Der deltahedgende Optionsinhaber wird mit Sicherheit von seinem
vorzeitigen Ausiibungsrecht keinen Gebrauch machen falls der Wri-
ter einen Gewinn dadurch erzielt. Daher gilt in dem Bereich, in dem
der Optionspreis grofer ist als der Wert der Auszahlungsfunktion,
die Black-Scholes-Gleichung,

V> und LssV =0. (47)
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In dem Bereich, in dem der Preis der Option mit dem Wert ih-
rer Auszahlungsfunktion {ibereinstimmt, gilt dementsprechend die
Kleinerrelation,

V=G und LpsV < 0. (48)

Der Wert einer amerikanischen Option setzt sich demnach aus ih-
rer Auszahlungsfunktion und einer Funktion, die die Black-Scholes-
Gleichung erfiillt, zusammen (siehe Tabelle 15). Da der Aufsprung-

S<S I S>S f
Put | V=K -S§ VE™ 16st B-S-Gleichung
Call | V&™ lost B-S-Gleichung | V™ =S - K

Tabelle 15: Der Aufsprungpunkt unterteilt die Losungsfliche in einen Bereich,
in dem die Black-Scholes-Gleichung gilt und einem Bereich, in dem die Black-
Scholes-Ungleichung gilt

punkt Sy fiir jeden Zeitpunkt unbekannt ist konnen amerikanische
Optionen nicht ohne weiteres mit der Black-Scholes-Gleichung be-
wertet werden. Der Rand, der den Bereich, in dem die Black-Scholes-
Gleichung gilt, begrenzt, ergibt sich erst mit der Losung der Black-
Scholes-Ungleichung. Man spricht daher von einem freien Randwert-
problem. Die Abbildungen 26 und 27 zeigen den Verlauf des Auf-
sprungpunktes S¢(¢) und damit den freien Rand fiir Aktien mit den
Volatilititen o = 0.2 und o = 0.4.
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Abbildung 26: Der Verlauf des Aufsprungpunktes bei der Volatilitit o = 0.2

N Aufsprungpunkt
RN Auszahlungswert -------
NN Optionswert --------

Abbildung 27: Der Verlauf des Aufsprungpunktes bei der Volatilitit o = 0.4

Sehr héufig konnen freie Randwertprobleme als lineare Komple-
mentaritatsprobleme (vergleiche [36], [30]) dargestellt und so bes-
ser iterativ gelost werden. Auch fiir das freie Randwertproblem der
amerikanischen Optionen ist das moglich. Fiir die Bewertung ame-

o1



rikanischer Optionen auf dem Gebiet Q = [0, S™**] gilt das folgende
lineare Komplementaritatsproblem.

V(P)-G(P) >
LssV(P) < 0 (49)
(V(P) = G(P))(LssV(P)) =
PeQ)

Die End- und Randbedingungen sind von dem Optionstyp abhéngig
und werden durch die Auszahlungsfunktion und die Put-Call-Paritat
gegeben.

Kritische Anmerkung Das Ergebnis wurde aus einer theoretischen
Situation hergeleitet, da von einem deltahedgenden Optionsbesitzer
ausgegangen wurde. Warum sollte aber ein Investor ein Portfolio
konstruieren, dessen Wertentwicklung im giinstigsten Fall der risi-
kolosen Verzinsung entspricht? Realistischer ist die Annahme, dass
Optionen gekauft werden, um ein Portfolio statisch zu hedgen oder
um sie als spekulatives Instrument einzusetzen. In beiden Féllen
wird der Holder die Option dann ausiiben, wenn es fiir ihn am bes-
ten ist, und bei seiner Entscheidung nicht den Nachteil fiir den Wri-
ter beriicksichtigen. Angenommen ein Investor spekuliert mit einem
Call auf den steigenden Kurs einer Aktie, bei der keine Dividenden
gezahlt werden. Aus theoretischer Sicht miisste er die Option bis zu
ihrem Verfallsdatum halten, da kein Aufsprungpunkt existiert. Ist
der Aktienkurs tatsichlich gestiegen und die Marktsituation weist
deutlich auf einen baldigen Kursabfall hin, dann wird der Investor
sein Recht anwenden und die Option sofort ausiiben, um den erziel-
ten Gewinn zu sichern.

Aus dieser Tatsache ergibt sich das hohe Angebot und auch die hohe
Nachfrage an amerikanischen Optionen am Markt. Fiir den Holder
sind Optionen vom amerikanischen Typ interessant, da er spontan
auf die Marktsituation reagieren kann. Der Writer, der die Option
deltahedged, kann in keinem Fall Verluste aber durch die vorzeitige
Ausiibung einen Gewinn erzielen.
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4 Optionen am Kapitalmarkt

Dass Optionen Chancen auf hohe Gewinne aber auch Risiken mit
sich bringen wurde in den vorherigen Kapiteln angesprochen. Nur
wer die Eigenschaften dieser Derivate kennt ist in der Lage sich
gegen ihre Risiken abzusichern und so ihre Gewinnmoglichkeiten
auszunutzen.

4.1 Beurteilung einer gehandelten Option

Der Wert einer Option hingt von einigen Einflussfaktoren ab, die
drei wichtigsten davon sind:

e der Aktienkurs relativ zum Basispreis,
e die Restlaufzeit bis zum Verfallstermin,
e die Volatilitdt der Aktie.

Sowohl fiir den Holder wie auch fiir den Writer von Optionen ist es
von grofsem Interesse zu wissen, wie sensibel der Optionswert auf
diese drei Faktoren reagiert. Diese Informationen sind zum Beispiel
wichtig, wenn eine verkaufte Option abgesichert (siehe Abschnitt
4.2) oder die Option wegen ihres Hebeleffektes als spekulatives In-
strument eingesetzt werden soll. Die "Kiirzel”, die verwendet werden,
um die Verinderungen der Optionspriamie, die aus den oben ange-
sprochenen Faktoren resultieren, zu beschreiben, werden allgemein
als die Griechen bezeichnet, da griechische Buchstaben dafiir ver-
wendet werden. Neben den hier angesprochenen Griechen, dem Del-
ta und dem Gamma einer Option, gibt es weitere, die zum Beispiel
in [28] oder 7] nachgelesen werden kénnen. Fiir den weiteren Verlauf
reicht es aus, die beiden hier vorgestellten Griechen zu kennen.

Das Delta eine Option Mit dem Optionsdelta A wird die Sensiti-
vitat des Optionswertes auf die Kursianderungen der Aktie quantifi-
ziert. Es entspricht der Steigung der Wertefunktion in Kursrichtung,

A=Vs. (50)

Damit gibt das Delta einer Option den Betrag an, um den sich
ihr Wert naherungsweise dndert, falls der Aktienkurs um einen Eu-
ro steigt oder fillt. Fiir das Optionsdelta wird das gleiche Zeichen
verwendet, mit dem bei der Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
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die Anzahl der zum Hedgen benoétigten Aktien angegeben wurde. Im
Folgenden wird sich zeigen, dass der Aktienanteil eines risikolosen
Portfolios gerade durch das Optionsdelta bestimmt wird.

Mit dem Optionsdelta kann man Aktien und Optionen auf diese
Aktien vergleichen. Diese Moglichkeit wird zum Beispiel bei dem
Portfoliomanagement ausgenutzt, um Portfolios aus Aktien und Op-
tionen zu beurteilen.

Beispiel 4.1 Ein Portfoliomanager soll zwei Portfolios beziiglich
threr Sensitivitdt auf Kursschwankungen vergleichen. Portfolio A be-
steht aus 750 Calloptionen auf die IBM Aktie und 200 IBM Aktien.
Portfolio B ist ein reines Aktienportfolio mit 800 IBM Aktien. Das
Delta der Calloptionen betrigt A¢ = 0.6 .

Der Wert einer Option reagiert weniger sensibel auf Kursschwan-
kungen als die Aktie selbst, wodurch ein Vergleich durch die Anteile
der Finanztitel nicht maoglich ist. Die beiden Portfolios kénnen aber
verglichen werden wenn man das Delta der Option verwendet. Bei
einem Delta von A® = 0.6 verhdlt sich eine Option wie 0.6 Aktien.
Alle 750 Optionen verhalten sich demnach wie 750 x 0.6 = 450 Ak-
tien. Das Portfolio A besitzt damit eine Sensitivitit, die der eines
Aktienportfolios mit 650 IBM Aktien entspricht. Portfolio A reagiert
also weniger sensibel auf Kursschwankungen als das Portfolio B.

Das Optionsdelta spielt eine tragende Rolle bei der Entscheidungs-
findung im Optionshandel. Deswegen ist es sehr wichtig den genauen
Deltawert zu kennen und zu wissen, wie sich dieser Wert bei An-
derungen des Aktienkurses verhilt. Diese Informationen liefert das
Gamma der Option.

Das Gamma einer Option Das Gamma I' einer Option bezieht sich
nicht unmittelbar auf den Optionswert, sondern auf das Delta der
Option. Mit dem Gamma wird die Verinderung des Deltawertes
der Option fiir eine Kursianderung der zugrundeliegenden Aktie um
einen Euro bezeichnet,

I =Ag = Vss. (51)

Das Gamma einer Option wird vorwiegend dabei verwendet ein
Portfolio zu konstruieren, das unabhéngig vom Aktienkurs sein soll.
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4.1.1 Die Optionselastizitit

In dem Beispiel 4.1 wurden zwei Portfolios auf Grund ihrer Sensitivi-
tat beziiglich der Kursschwankungen miteinander verglichen. Dabei
wurde keine Aussage iiber des Verhalten der jeweiligen Renditen ge-
troffen. Besitzt das Portfolio A auf Grund der billigeren Optionen
einen niedrigeren Gesamtwert als Portfolio B, so kénnen die gerin-
geren Wertianderungen trotzdem zu einer groferen Schwankung der
Rendite fiihren als es bei Portfolio B der Fall ist.

Bei der Beurteilung von Optionen reicht es nicht aus zu wissen in
welchem Ausmass der Wert des Derivates auf die Kursschwankun-
gen reagiert, man sollte auch das Verhalten seiner Rendite kennen.
In ihr spiegelt sich die Hebelwirkung der Option wieder (vergleiche
Abschnitt 2.2.2). Ein Mah fiir diesen Hebel ist die Optionselastizitét,
die auch theoretischer Hebel genannt wird.

Definition 4.1 (Optionselastizitit) Die Optionselastizitit gibt den
prozentualen Wechsel des Optionswertes bei prozentualem Wechsel
des Aktienkurses an.

prozentualer Wechsel im Optionswert

prozentualer Wechsel im Aktienkurs
V(So+st)—V(So)

_ T V(%) _ So
o So4+s¢—50 - VSV(S’U) (52)
So

Ein Investor, der fiir einen festen Betrag entweder nur Aktien oder
nur Optionen kaufen mochte erfahrt durch den theoretischen Hebel,
um welchen Faktor die Wertanderung des Optionsportfolios grofer
ist als die des Aktienportfolios.

Beispiel 4.2 Ein Investor mdchte 12000 € anlegen. Fiir ihn stehen
zwei Alternativen zur Auswahl. Entweder er kauft IBM Aktien fiir
120 € pro Aktie oder er investiert sein ganzes Kapital in Calloptio-
nen auf die IBM Aktie, die 5 € kosten. Die Optionen haben einen
Ausiibungspreis von 120 € und ihr Delta betrigt A = 0.6. Um eine
Entscheidung treffen zu kénnen betrachtet der Investor die Options-
elastizitdt.

Steigt der Kurs der Aktie um einen Euro also 0.83%, so wichst der
Optionswert um 0.6 €, das entspricht einem Wertzuwachs von 12%.
Die Optionselastizitdt liegt damit bei

2 =144 (53)
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Entscheidet sich der Investor fiir das Optionsportfolio so ist der Be-
trag, den er gewinnen kann 14.4, mal grofier als der, den ihm das
Aktienportfolio einbringen kénnte. Leider verhdlt es sich mit dem
Verlust ebenso.

Uber den theoretischen Hebel von Optionen kann man sich in Fi-
nanzzeitschriften informieren.

4.2 Strategien mit dem Optionsdelta und ihre Gefahren

Das Optionsdelta kann als die Anzahl der Aktien interpretiert wer-
den, deren Wertinderung betraglich der Anderung des Optionwertes
entsprechen. Mit der Kenntnis von dem Deltawert einer Option ist
es daher einem Investor mdoglich die Wertdnderung dieser Option
nachzubilden.

4.2.1 Hedgestrategien mit dem Delta der Option

Durch die geeignete Kombination einer Option und der durch das
Optionsdelta angegebenen Anzahl von Aktien ist es moglich ein
Portfolio zu konstruieren, das unempfindlich ist gegeniiber Kurs-
anderungen. Bei diesem abgesicherten oder auch gehedgeten Port-
folio gleichen sich die Gewinne und Verluste der Option und des
Aktienanteils aus. Das Optionsdelta wird damit auch als Hedgerate
bezeichnet.

Der Optionswriter sollte Delta Hedgen Genauso wie der Aktien-
kurs beliebig steigen kann ist die Hohe des Verlustes fiir den Writer
eines Calls theoretisch unbegrenzt. Bei einem verkauften Put ist der
maximale Verlust zwar begrenzt, kann aber trotzdem erheblich sein.
Der Writer einer Option geht mit dem Geschéft ein hohes Risiko ein
und erhélt dafiir nur die Optionspriamie und einen mdoglichen Preis-
aufschlag. Um die Gefahr seines Ruins zu minimieren, sollte er die
verkaufte Option hedgen.

Beispiel 4.3 Eine Bank verkauft 100000 Calloptionen auf die Daim-
ler Aktie fiir 300000 € unter den folgenden Voraussetzungen:

Aktienkurs: Sy = 49 €
Austibungspreis: K = 50 €
Aktienvolatilitit: o = 0.2
risikofreier Zinssatz: r = 0.05
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Austibungszeitpunkt: T = 20 Wochen
Dividenden: keine

Der faire Preis der Option, der mit dem Black-Scholes-Modell er-
mittelt wurde, liegt bei VC = 2.4 €. Die Bank erzielt also durch den
Verkauf der Optionen einen Gewinn von 60000 €. Dieser Betrag
reicht jedoch nicht aus, um Verluste durch einen grofleren Kursan-
stieqg auszugleichen. Steigt der Aktienkurs bis zum Ausibungszeit-
punkt auf ST = 60 €, dann betrigt die Hohe der Verpflichtung der
Bank: 100000 - (60 € — 50 €) = 1000000 €. Schon bei einem Kurs-
anstieq um 2 € auf S = 51€ reicht die Primie nicht aus, um die
Verluste zu decken.

Statisches Deltahedgen Der Writer einer Option kann seine Ver-
luste einschrinken indem er zusitzlich Aktien kauft oder verkauft,
je nach dem ob es sich bei der Option um einen Call oder um einen
Put handelt. Die Anzahl der Aktien, die er benétigt, ist durch die
Hedgerate beziehungsweise das Delta der Option vorgegeben. Beim
statischen Deltahedgen bleibt der Aktienanteil im Portfolio bis zum
Ausiibungszeitpunkt konstant oder wird nur in gréferen Absténden,
zum Beispiel wochentlich, aktualisiert.

Beispiel 4.4 Das Optionsdelta liegt zum Zeitpunkt to bei AC =
0.52.

Um den verkauften Call abzusichern kauft die Bank 52000 Daimler
Aktien fir 2548000 € und finanziert dieses Geschdft durch ein Dar-
lehen zum risikolosen Zinssatz r.

Nach einer Woche ist der Aktienkurs auf S% = 52 € gestiegen:

e Der Wert eines Calls steigt auf V¢ = 41.60 €. Damit sind
die Optionen 416000 € wert und fiihren zu einem Verlust von
116000 €.

o Der Wert der 52000 Aktien betrdgt 2704000 €.

o Die Verpflichtungen aus dem geliehenen Kapital sind durch die
Verzinsung auf 2550392 € angestiegen.

Der Gewinn der Bank aus dem Optionsgeschdft liegt nach einer Wo-
che und einem Kursanstieq auf S1 = 52 € bei 37608 €.

20
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Dynamisches Deltahedgen Der Optionswriter kann das Risiko
aus seinem Geschift vollkommen eliminieren, indem er die Anzahl
der Aktien in seinem Portfolio stdndig dem Optionsdelta angleicht.
Man nennt diese Art des Hedgen daher auch dynamisches Deltahed-
gen. Wenn er die Option etwas teurer verkauft als es der faire Preis
aus der Black-Scholes-Analyse vorgibt, wird dieser Aufschlag durch
das dynamische Deltahedgen zu seinem sicheren Gewinn.

Das Anfangsportfolio ist aus den folgenden Positionen gegeben:
e ecine Option mit dem Wert V short,
e den Betrag (SVs — V') von der Bank geliehen,
e Vs Aktien zum Preis S long.

Standig wird die Anzahl der Aktien dem Delta der Option ange-
glichen, so dass in dem Portfolio immer Vg Aktien vorhanden sind.
Gewinne durch den Verkauf der Aktien werden zum risikolosen Zins-
satz angelegt und das Geld, das zum Kauf von Aktien benétigt wird,
wird zum gleichen Zins geliehen. Das Portfolio besteht aus den fol-
genden Anteilen:

e cine Option mit dem Wert V; short.
e Vs Aktien zum Preis S; long.
o (VV — SVg) Verpflichtung oder Anlage bei der Bank.

Zu jedem Zeitpunkt kann das Portfolio aufgelost und allen Verpflich-
tungen nachgekommen werden. Insgesamt fiihrt diese Strategie zu
einem Portfolio, das weder einen Verlust noch einen Gewinn ein-
bringt, unabhéngig vom Verlauf des Aktienkurses. Das ist aus Ar-
bitragegriinden auch nétig, da der Optionswriter kein eigenes Kapi-
tal bei dieser Strategie verwendet. Man nennt eine solche Strategie
selbstfinanzierend.

4.2.2 Synthetischer Put

Dass ein Aktionédr seine Aktien durch einen Put absichern kann
wurde schon anhand der Protective-Put-Strategie (siehe Abschnitt
2.4.2) demonstriert. Die maximale Dauer dieser Absicherung ist je-
doch durch die Lebensdauer der Option, die in der Regel nicht 14n-
ger als ein Jahr ist, beschriankt. Um einen groferen Zeitraum zu
iiberbriicken, konnte ein Investor immer wieder neue Put Optionen
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kaufen. Auf diese Weise fiihrt er jedoch ein weiteres Risiko ein, da
er die zukiinftigen Preise der Optionen nicht kennt. Der Investor
hat jedoch die Moglichkeit einen Put mit der gewiinschten Lebens-
dauer synthetisch zu konstruieren (vergleiche [5]). Dazu bestimmt
er mit dem Black-Scholes Modell das Delta der gewiinschten Option
und erhilt so die Anzahl der Aktien, die er verkaufen muss, um die
Wertdnderung des Puts zu duplizieren. Wie bei dem dynamischen
Hedgen muss die Anzahl der Aktien stindig aktualisiert werden.

Beispiel 4.5 Ein Investor besitzt ein Aktienportfolio mit 10000 IBM
Aktien, deren Kurs bei 100 € steht. Er mdochte mit einem synthe-
tischen Put sein Portfolio absichern. Dazu bestimmt er mit dem
Black-Scholes-Modell das Delta seiner gewiinschten Option und er-
hilt A = —0.6. Zur Absicherung seines Portfolios muss er also
60% seiner Aktien verkaufen und den Gewinn risikolos anlegen.

In Tabelle 16 ist der Verlust des Protective-Put-Portfolios angegeben,
der bei einem Kursverlust der IBM Aktie um 2 € entsteht. In Ta-
belle 17 ist der entsprechende Verlust des synthetischen Protective-
Put-Portfolios angegeben. Beide Portfolios fiihren natirlich zu dem
gleichen Verlust.

Verlust durch Aktien -(2 €*%10000) | -20000 €
+Gewinn durch Put | 10000(0.6*2 €) 12000 €
— Nettoverlust | | -8000 €

Tabelle 16: Verlust des Protective-Put-Portfolios

Verlust durch Aktien | -(2 €)*4000 | 8000 €
+Verlust, durch

risikolose Anlage 0€ 0€

= Nettoverlust | | -8000 €

Tabelle 17: Verlust des synthetischen Protective-Put-Portfolios

Wenn der Aktienanteil immer dem Optionsdelta angepasst wird,
verhdlt sich ein synthetischer Put genauso wie eine gewohnliche Put-
option.

4.2.3 Die Gefahren des Delta Hedgen

Die Absicherungsstrategie des Deltahedgen beinhaltet neben den
offensichtlichen Vorteilen auch Unsicherheiten und Risiken. Ein un-
l16sbares Problem stellt die Bestimmung der richtigen Volatilitit dar.
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Da die Volatilitit nur aus vergangenen Werten abgeschétzt werden
kann und naturgemé&f variiert sind Fehler der Prognosen nicht zu
vermeiden. Man kann nur versuchen die Abweichung so gering wie
moglich zu halten. Als Folge der fehlerhaft eingeschitzten Volatili-
tat erhdlt man ungenaue Deltawerte und kann dadurch sein Portfolio
nicht richtig hedgen. Auferdem wird der Strategie des dynamischen
Deltahedgen vorgeworfen, dass sie zur Marktvolatilitit beitrigt (ver-
gleiche [5]). Sowohl bei der Absicherung eines verkauften Calls wie
auch bei einem synthetischen Put werden Aktien verkauft falls der
Kurs der Aktie fillt beziehungsweise werden Aktien gekauft wenn
er steigt. Dadurch wird die Kursbewegung verstérkt.

Im Falle einer hohen Marktvolatilitit, die zum Teil von den Op-
tionen verursacht wird, ergibt sich eine grofse Gefahr, die von den
Optionen ausgeht: Thre Absicherung bricht gerade dann zusammen,
wenn der Aktienmarkt grofen Schwankungen unterworfen ist, sie
also am meisten gebraucht werden. Genau diese Situation trat am
19. Oktober 1987 ein, als der Markt an einem Tag einen Verlust
von 20% hinnehmen mufte!. Die Markvolatilitit war bei diesem
crash so hoch wie nie zuvor. Dementsprechend waren die Deltas der
Putoptionen zu klein und die Portfoliomanager behielten zu viele
Aktien. Die underhedgeten Portfolios fiihrten zu grofsen Verlusten.
Um die richtige Hedgerate zu erreichen wurden immer mehr Aktien
verkauft wodurch der Fall des Aktienkurses weiter voran getrieben
wurde. Zum Teil variierten die Kurse so schnell, dass die Options-
preise und damit die Optionsdeltas nicht schnell genug hergeleitet
werden konnten und ein dynamisches Hedgen unmdoglich wurde. Die
immer noch underhedgten Portfolios fiihrten zu weiteren Verlusten.
Da sehr haufig Futures anstelle von Aktien gehandelt werden nutzte
der Futuremarkt die Lage aus und senkte die Preise. Die Abbildung
28 zeigt, dass die Futurepreise teilweise sogar unter dem Aktienkurs
lagen, eine Situation, die der fairen Bewertung dieser Derivate wider-
spricht. Dadurch wurden die Verluste der Anleger weiterhin erhoht.
Die Idee, mit dem Verkauf der Futures zu warten bis sie wieder ihren
alten Wert erreicht haben war nicht sinnvoll, da das Portfolio weiter-
hin underhedget war und zu groferen Verlusten fiihrte. Kurzzeitig
wurde der Handel mit Futures sogar unterbrochen.

Bemerkung 4.1 Bei der bisherigen Betrachtung wurden die Trans-
aktionskosten vernachldissigt. Am realen Markt fallen mit dem Han-

4Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Ereignisse konnen in [5] nachgelesen werden
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Abbildung 28: Die Preisdifferenz zwischen einem Future und der zugehorigen
S&P Aktie. Der Futurehandel setzte zwischen 12:15 und 1:05 aus (aus [5])

del von Aktien natirlich Kosten an, die es nicht jedem Investor er-
mdoglichen sein Portfolio dynamisch zu hedgen. Die Kosten kinnen
aber reduziert werden indem Futures anstelle von Aktien gehandelt
werden. Gekaufte und verkaufte Futures heben sich an dem Aus-
tibungstermin zum Teil auf, so dass Transaktionskosten nur durch
die tibriggebliebenen Verpflichtungen entstehen.

Entgegen der Erwartung vieler Fachleute hat sich das Delta Hedgen
wieder erholt und wird besonders von grofken Firmen betrieben.

4.2.4 Die Spekulation auf falsch bewertete Optionen

Die Black-Scholes-Gleichung und die von ihr abgeleiteten Modelle
fiir andere Optionstypen besitzen allgemein eine sehr grofte Akzep-
tanz. Dadurch ist es auf dem Optionsmarkt wesentlich leichter die
Preise zu bestimmen als auf dem Wertpapiermarkt. Einen Unsicher-
heitsfaktor stellt jedoch die Volatilitdt der entsprechenden Aktien
dar, wie in Abschnitt 4.2.3 angesprochen wurde. Es gibt verschie-
dene Moglichkeiten die Volatilitat fiir die Zukunft zu bestimmen,
jedoch sind alle Ergebnisse nur Schitzungen. Dieser Unsicherheits-
faktor bietet eine weitere Moglichkeit zur Spekulation.

Unterschiedliche Volatilititseinschiitzungen Schétzt man die Vola-
tilitdt einer Aktie anders ein als die, die bei der Bewertung einer
Option am Markt verwendet wurde, dann kann man auf diese mog-
liche Fehleinschéitzung spekulieren. Falls die Volatilitit korrigiert
wird dndert sich der Marktpreis der Option. Der Spekulant muss die
Option kaufen wenn sie, nach seinen Erwartungen, mit einer niedri-
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geren Volatilitit unterbewertet wurde. Er sollte sie verkaufen wenn
er vermutet, dass bei der Bewertung eine zu hohe Volatilitit verwen-
det wurde. Da man nur auf die fehlerhafte Bewertung der Option
spekulieren mochte muss das Risiko, das durch Kursschwankungen
entsteht, durch Deltahedgen eliminiert werden. Die Hedgerate wird
beziiglich der erwarteten Volatilitdt bestimmt.

Beispiel 4.6 Ein Investor schitzt die Volatilitdt der IBM Aktie in
den ndchsten Wochen mit o = 0.35 ein. Zum selben Zeitpunkt wird
auf dem Markt eine Putoption auf die Aktie gehandelt, deren Preis
mat einer Volatilitdt von o = 0.33 bestimmt wurde. Der Investor
mochte auf die Fehlbewertung spekulieren und kauft Put Optionen.
Da er keine Vermutung tber die Entwicklung des Aktienkurses hat
und diesen Risikofaktor ausschlieffen méchte wird er sein Portfolio
deltahedgen.

Die relevanten Marktwerte:
Austibungszeitpunkt der Option: T = 60 Tage
Putpreis: V2 .5 = 4.495 €

Austibungspreis: K =90 €

Aktienkurs: Sq = 90 €

Risikoloser Zinssatz: r—=0.0/

Dividende: keine

Erwarteter Preis der Option : VE .. = 4.785 €
Erwartete Hedgerate: AF_; .. = —0.453

Der Investor konstruiert sich ein Portfolio aus 1000 Putoptionen
und hedget dieses mit 453 gekauften Aktien. Das Portfolio ist damit
45265 € wert. Tabelle 18 zeigt die Wertentwicklung des Portfolios
falls der Optionswert der erwarteten Volatilitdt angepasst wird.

Aktienkurs (€) 89 90 91

VE 55 (c) 5.254 | 4.785 | 4.347
Profit (Verlust) (€) 0.759 | 0.290 | (0.148)
Wert von 1000 Put Optionen (€) | 5254 | 4785 4347
Wert von 453 Aktien (€) 40317 | 40770 | 41223
Portfoliowert (€) 45571 | 45555 | 45570
Spekulationsgewinn (€) | 306 | 290 | 305

Tabelle 18: Der Gewinn des gehedgeten Putportfolios
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Wenn der Optionspreis der Volatilitit von o = 0.35 angepasst wird
erzielt der Investor einen Gewinn, der nahezu unabhéngig vom Akti-
enkurs ist. Die minimalen Abweichungen, die durch die Kursschwan-
kungen entstehen, sind durch das statische Deltahedgen zu erkléren.
Mit dem Kurs dndert sich auch das Delta der Option und damit die
Hedgerate.

Cross-Option Spekulation Eine dhnliche Strategie wie die oben be-
schriebene kann angewendet werden, wenn zum Beispiel zwei Callop-
tionen auf dieselbe Aktie mit dem gleichen Ausiibungszeitpunkt und
unterschiedlichen Ausiibungspreisen mit verschiedenen Volatilitdten
bewertet wurden. Mindestens eine Option wurde in dieser Situation
falsch bewertet. Um mit der fehlerhaften Bewertung zu spekulie-
ren wird die unterbewertete Option gekauft und die iiberbewerte-
te Option verkauft. Ist der Anteil der Optionen in dem Portfolio
gleich grofs, dann entspricht die Strategie der eines Bullish Spread,
mit dem man auf Kursschwankungen in einem bestimmten Bereich
spekulieren kann (siehe Abschnitt 2.4). Da man aber nur auf die
Fehlbewertung spekulieren mochte muss der Anteil der Optionen in
einem Verhéltnis gewdhlt werden, in dem das Portfolio kursunab-
hingig ist. Die Hedgerate wird aus den Deltawerten der Optionen
ermittelt. Um die Deltawerte zu bestimmen verwendet man die er-
wartete Volatilitét.

Optionsdelta (Call long)

Hed te: H =
cagerate Optionsdelta (Call short)

(54)

Beispiel 4.7 Die relevanten Marktwerte:

OptionA OptionB
Optionspreis V{ =23735€ | V§ = 3.6202€
Austibungszeitpunkt T = 45 Tage T = 45 Tage
Austibungspreis K =95€ K =90€
Volatilitdt o=10.33 o=0.27
Erwartete Volatilitat oc=0.3 oc=20.3
Optionsdelta AG =0.3395 | A =0.5396

Aktienkurs: Sy = 90€
Risikoloser Zinssatz: r = 0.04

Die Calloption, die mit der Volatilitit o = 0.33 bewertet wurde,
muss bei dieser Strategie verkauft werden, da sie tberbewertet ist.
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Die Option, bei deren Bewertung die Volatilitit o = 0.27 zugrunde
gelegt wurde, wird gekauft. Die Anteile der beiden Optionstypen in
dem Portfolio wird durch die Hedgerate gegeben:

0.5396

Hedgerate:  H = 2227 — 1.
cagerare 03305 0%

Fiir 1000 gekaufte Optionen vom Typ B miissen 1583 Optionen vom
Typ A verkauft werden. Das Portfolio fiihrt durch seine Konstrukti-
on zu einem Gewinn von 151.30 €. Tabelle 19 zeigt die Wertentwick-
lung des Portfolios falls die Optionswerte der erwarteten Volatilitdt
angepasst werden.

Aktienkurs 89 90 91
Vic_g0 (€) 3478 | 3.097 | 4.557
Ve o5 (€) 1.703 | 2.023 | 2.382

Wert von 1000 Calls long (€) | 3478 | 3997 | 4557
- Wert von 1000 Calls short (€) | 2705 | 3214 | 3785

Spekulationsgewinn (€) | 773 | 782 | 772

Tabelle 19: Gewinn des deltaneutralen Optionsportfolios

Wenn die Volatilitit angeglichen wird reagiert das Portfolio nur mi-
nimal auf Kursschwankungen, da es deltaneutral ist. Es fiihrt aber
zu einem Gewinn durch die Preisanpassung der Optionen. Die {iber-
bewerteten, verkauften Optionen werden billiger wihrend die unter-
bewerteten, gekauften Optionen im Preis steigen. Einen zusétzlichen
Gewinn erzielt die Strategie am Anfang durch die Konstruktion des
Portfolios.
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5 Asiatische Optionen und ihre Bewertung

Asiatische Optionen gehoren zu der Familie der pfadabhéngigen Op-
tionen. Das bedeutet, dass ihr Auszahlungswert von dem Wertever-
lauf ihres Underlyings abhingt. Bei den asiatischen Optionen wird
der Mittelwert des Basiswertes wahrend der "Lebensdauer” der Op-
tion bestimmt, um daraus die Auszahlungsfunktion abzuleiten. Eine
Variante besteht darin, dass sich der Ausiibungspreis aus dem Mit-
telwert A(T') ergibt. Da der Strikepreis in diesem Fall erst am Aus-
iibungstermin feststeht und vorher nicht bekannt ist, heiffen diese
Derivate floating strike Optionen. In dem anderen Fall ist der Wert
des Underlyings durch den Mittelwert A(7") bestimmt und der Stri-
kepreis fest vorgegeben. Diese Derivate werden fized strike Optio-
nen genannt. Genauso wie die Standardoptionen konnen die asiati-
schen Optionen als européische oder amerikanische Variante gehan-
delt werden. Die folgenden Auszahlungsfunktionen ergeben sich fiir
die verschiedenen Typen asiatischer Optionen.

e floating strike call: G(S(T), A(T),T) = max(S(T)
A(T), T) = maz(A(T)
A(T),

A(T),
Der Mittelwert der Aktien und damit der innere Wert einer asiati-
schen Option reagiert in der Anfangszeit des Derivates stirker auf
Kursénderungen als am Ende der Lebensdauer der Option. Dieses
Verhalten iibertragt sich auf den Preis der asiatischen Optionen. Th-
re Wertentwicklung wird stabiler je ndher der Verfallstermin riickt.
Auf Grund ihrer Struktur eignen sich asiatische Optionen dafiir Zah-
lungsstrome iiber einen gewissen Zeitraum abzusichern. Das folgen-

de Beispiel von asiatischen Optionen auf Wechselkurse zeigt einen
typischen Einsatzbereich dieser Derivate.

A(T),0)
S(T),0)

e floating strike put: G(S(7T), _
e fixed strike call: G(S

e fixed strike put: G(S

(T), T) = maz(A(T) — K, 0)
(T), T) = maz(K — A(T),0)

T

Beispiel 5.1 Fin deutsches Unternehmen mdchte in den USA ein
Projekt durchfihren, das am 1.1.2001 beginnen soll. Das Projekt
dauert ein Jahr und erfordert laufende Kosten in Héhe von 1 Mio.
US-Dollar in jedem Quartal. Mit Abschluss des Projektes erhdlt
das Unternehmen nach einem Jahr 5 Mio. US-Dollar. Der aktu-

elle Wechselkurs liegt bei w = 1.09%, ein Dollar ist demnach 1.09 €

65



wert. Das Wihrungsrisiko des deutschen Unternehmens besteht dar-
in, dass der Kurs fdllt bevor die vereinbarten 5 Mio US-Dollar aus-
gezahlt und nachdem die laufenden Kosten beglichen wurden. In Ta-
belle 20 sind die Zahlungsstrome des Projektes fiir einen mdglichen
Wechselkursverlauf beschrieben. Liegt der Wechselkurs am 31.12.01

Datum | Wechselkurs | Zahlung | Zahlungswert

(£) ($) (€)
1.1. 1.09 | 1000000 1090000
1.4. 1.12 | 1000000 1120000
1.7. 1.13 | 1000000 1130000
1.11. 1.10 | 1000000 1100000
Total 1.11 | 4000000 4440000

Tabelle 20: Zahlungsfliisse des Projektes

unter dem Wechselkurs, mit dem im Durchschnitt die laufenden Kos-
ten gedeckt wurden, so hat der Verlauf des Wechselkurses den Ge-
winn des Unternehmens reduziert. Das Unternehmen hat die Még-
lichkeit sich gegen diese Verluste abzusichern, indem es 5 Millionen
floating strike Put Optionen auf den US-Dollar kauft. Der Strike-
preis der Optionen muss aus dem Mittelwert der Wechselkurse be-
stimmt werden, die bei den Uberweisungen der laufenden Kosten
zum Tragen kommen. Bei dem oben beschriebenen Wechselkursver-
lauf gilt fir den Wert einer Option

V = max(1.11 — Wechselkurs am 31.12.01,0). (55)

Der Gewinn des Unternehmens, der sich fiir magliche Wechselkurse
am 31.12.01 ergibt ist in Tabelle 21 dargestellt. Liegt der Wechsel-

Wechselkurs | Einnahmen | Gewinn ohne Wert der Total
31.12. (%) (€) | Optionen (€) | Optionen (€) (€)
1.09 5450000 1010000 100000 | 1110000
1.10 5500000 1060000 50000 | 1110000
1.11 5550000 1110000 0 | 1110000
1.12 5600000 1160000 0 | 1160000

Tabelle 21: Wechselkursvarianten und ihre finanziellen Folgen

kurs bei w = 1.09%, dann steht einem Gewinn aus dem Projekt von
1 Mio. US-Dollar ein effektiver Betrag von 1010000 € gegendiiber.
Dieser Betrag wiirde sich bei einem Wechselkurs von w = 1.01%
ergeben. Durch die Optionen kann der mogliche Wechselkursverlust
ausgeglichen und gleichzeitig die Chance auf einen Wechselkursge-
winn gewahrt werden.
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Normalerweise miisste das Unternehmen die Optionen noch bezah-
len, wodurch sich der Gewinn reduziert. Dafiir erhdlt es aber einen
sicheren Mindestgewinn aus dem Projekt.

Mit den bisher behandelten Standardoptionen ist diese Absicherung
nicht nachzubilden, da sich der Durchschnittswert des Wechselkur-
ses erst am Ende des Projektes erqibt, der Strikepreis der Standar-
doption aber am Beginn der Laufzezt festgelegt werden muss. Fine
Maglichkeit liegt darin, bei jeder Uberweisung 1.25 Mio Putoptionen
mit dem aktuellen Wechselkurs als Strikepreis zu kaufen, um keinen
Verlust zu erzielen. Als Unsicherheit kommen dann aber die unsi-
cheren zukiinftigen Optionspreise hinzu. Auflerdem erzielt man auf
diese Weise keine optimale Hedgestrategie. Auch wenn der Wech-
selkurs am 31.12.01 dem durchschnittlichen Wechselkurs entspricht
fiihren die Optionen zu einem Gewinn, wie in Tabelle 22 dargestellt
ist. Diese Maglichkeit wirkt sich auf die Optionspreise aus. Da das
Unternehmen nicht spekulieren, sondern sich nur gegen die Wih-
rungsverluste absichern mochte, wdhlt es die billigeren asiatischen
Optionen, die aufserdem nur eine Transaktion erfordern.

Wechselkurs am | Ausiibungspreis | Optionswert | Optionsgewinn
31.12: w = 1.10% (%) (€) (€)
1.0ption(1.1.) 1.09 0.02 25000
2.0ption(1.4.) 1.12 0 0
3.Option(1.7.) 1.13 0 0
4.0ption(1.10.) 1.10 0.01 12500
Total 37500

Tabelle 22: Absicherung des Projektes mit Standardoptionen

In dem Beispiel wird der Mittlewert des Wechselkurses aus den Wer-
ten an diskreten Zeitpunkten ermittelt. In diesem Fall spricht man
von diskreten asiatischen Optionen. Eine weitere Mdglichkeit be-
steht darin, den Mittelwert A(¢) kontinuierlich zu bestimmen, dies
geschieht bei den kontinuierlichen asiatischen Optionen.

5.1 Diskrete asiatische Optionen

Bei diskreten asiatischen Optionen werden die Kurswerte an diskre-
ten Zeitpunkten, zum Beispiel tdglich um 12 Uhr, verwendet, um den
Durchschnittswert des Aktienkurses zu bestimmen. Diese Termine
werden Beobachtungszeitpunkte genannt. Fiir den Durchschnittswert
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Apg, der an dem k-ten Beobachtungstermin ermittelt wird; gilt:

E+1

Die diskreten Zeitpunkte ¢; geben dabei die Beobachtungszeitpunk-
te an.

Bei der Bewertung diskreter asiatischer Optionen muss man die Be-
obachtungszeitpunkte und die Zeitrdume dazwischen getrennt be-
trachten. Diese Aufteilung ergibt sich dadurch, dass an den diskreten
Beobachtungszeitpunkten nur der Mittelwert aktualisiert wird und
der Aktienkurs unverdndert bleibt wihrend zwischen diesen Ter-
minen der Mittelwert konstant bleibt und sich nur der Aktienkurs
andern kann.

5.1.1 Die Optionswertentwicklung zwischen den Beobachtungszeitpunkten

Der Durchschnittswert A(t) wird nur an den Beobachtungszeitpunk-
ten k; (i = 0,...,n) aktualisiert und ist ansonsten konstant:
Aty = A mit tp <t <tgy, k=0,..,n—1 (57)
Alt) = A, mit t,<t<T (58)
Da sich der Wert der Option zwischen den Beobachtungszeitpunk-

ten nur mit dem Aktienkurs und der Zeit dndert, geniigt in diesem
Zeitraum der Optionswert der Black-Scholes Gleichung,

2 Q2

2

Vi+ 22 Vg +rSVs — 1V = 0. (59)

5.1.2 Die Optionswertentwicklung an den Beobachtungszeitpunkten

An den diskreten Beobachtungszeitpunkten wird der Mittelwert des
Aktienkurses aktualisiert wihrend der Kurs der Aktie unverdndert
bleibt. Den neuen Durchschnittswert ermittelt man aus dem aktuel-
len Aktienkurs und dem alten Durchschnittswert mit der Bedingung;:

S(te) — Ak
k+1
Der Mittelwert A; kann schon kurz vor der Aktualisierung bestimmt
werden. Dazu betrachtet man den Zeitpunkt #;_, der so nahe an dem
Beobachtungszeitpunkt t; liegt, dass sich der Aktienkurs in dieser
kurzen Zeitspanne nicht mehr dndert, S(tx—) = S(#x). Aus dem Ak-
tienkurs und dem alten Mittelwert kann der zukiinftige Mittelwert

Ap = A1 + (60)
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bestimmt werden. Man kennt daher unmittelbar vor dem Beobach-
tungszeitpunkt alle fiir den neuen Optionspreis relevanten Werte.
Wiirde die Option teurer werden, konnte man sie vor der Aktua-
lisierung kaufen und einen sicheren Gewinn erzielen. Wiirde sich
der Preis der Option am Beobachtungszeitpunkt verringern, miifite
man sie kurz vorher verkaufen, um zu einem sicheren Gewinn zu
kommen. Aus Arbitragegriinden darf die Option ihren Wert durch
die Aktualisierung also nicht mehr &ndern. Diese Tatsache wird mit
der Stetigkeitsbedingung gefordert:

V(S(te=), Ak—1,tr—) = V(S (try), Ak, try) (61)

Die Bedingungen (60) und (61) werden als Sprungbedingung bezeich-
net (vergleiche [36], [37], [11]). Sie sorgen dafiir, dass sich in ei-
nem sehr kleinen Zeitintervall, das den Beobachtungszeitpunkt um-
schliefit, der Optionswert durch die Aktualisierung des Mittelwertes
nicht dndert.

5.1.3 Die Bewertung diskreter asiatischer Optionen

Der Wert einer asiatischen Option an einem festen Zeitpunkt ¢ hingt
sowohl von dem aktuellen wie auch von dem mittleren Kurs der Ak-
tie ab. Damit ergibt sich fiir die Wertfunktion nicht wie bei den
Standardoptionen eine Losungskurve sondern eine zweidimensiona-
le Losungsfliche iiber der S-A-Ebene. Da keine unendlich grofen
Aktienkurse oder Mittelwerte zu erwarten sind, wird die Losung auf
den Bereich 0 < 5 < 8™ und 0 < A < A™% eingeschrankt wobei
S™ und A™* so gewdhlt werden, dass der durch die Einschran-
kung resultierende Fehler moglichst klein bleibt.

Die Bewertung diskreter asiatischer Optionen erfolgt durch die Lo-
sung von aufeinander folgenden Endwertproblemen. Die erste End-
wertaufgabe besitzt als Endbedingung die Auszahlungsfunktion der
Option. Die Aufgabe wird bis zu dem néchsten Beobachtungszeit-
punkt gelost. Mit der Sprungbedingung (62), (63) konnen dann die
Optionswerte fiir den Zeitpunkt ¢;,_ kurz vor dem Beobachtungster-
min t; bestimmt werden.

Ay — S(tg)
k
V(S(th=), Ap—1,tp=) = V(S(tr), Ag. tr) (63)

Alty) = Ay = Ay + (62)
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Da sich der Aktienkurs nicht &ndert und nur der Mittelwert neu
bestimmt wird, verschiebt die Sprungbedingung (63) die Options-
werte parallel zur A-Achse von der Diagonalen aus nach aufen (sie-
he Abb. 29). Die neuen Optionswerte stellen die Endbedingung der

A

S —»

Abbildung 29: Die Sprungbedingung bewirkt, dass die Optionswerte von der
Diagonalen aus parallel zur A-Achse nach auften verschoben werden

nichsten Endwertaufgabe dar. Diese wird wiederum bis zum vorhe-
rigen Beobachtungstermin geldst und liefert die Endbedingung fiir
die nachfolgende Endwertaufgabe.

e Die erste Endbedingung ist durch die Auszahlungsfunktion ge-
geben
V(S(T), A(T),T) = G(S(T), A(T),T) (64)

e Die iibrigen Endbedingungen ergeben sich mit der Sprungbe-
dingung aus den Optionswerten an den Beobachtungszeitpunkt
tk (k =N,..., 1)

V(S(te-), Alte=) te) = V(S(te), Ak, tr)
mit  S(fe-) = S(tx), Altr—) = A1 (65)

Aufserhalb der Beobachtungstermine bleibt der Mittelwert der Aktie
konstant und der Optionswert erfiillt die Black-Scholes-Gleichung.
Da fiir jeden moglichen Mittelwert A € [0, A™%"] diese partielle Dif-
ferentialgleichung gelost werden muss, besteht jedes Endwertpro-
blem aus einem System von unabhingigen Black-Scholes Gleichun-
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gen,
1
VA + QUQSQVS‘% +rSVe —rVA =0 (66)
A € [0, Am] .

Randbedingungen werden nur fiir den Fall S = 0 und § = S™**
beno6tigt, da zwischen den Beobachtungszeitpunkten in A-Richtung
keine Informationen flieken. Die Endrandbedingungen ergeben sich
jeweils aus den Endbedingungen und damit aus den mit der Sprung-
bedingung ermittelten Werten.

e Zum Zeitpunkt t =T gilt fiir
- S=0:

V(0, A(T),T) = G(0, A(T), T) (67)
A(T) € [0, A7)

- S =8m".

V(S™ A(T), T) = G(S™™* A(T),T) (68)
A(T) € [0, A™7]

e Aus den Beobachtungszeitpunkten t = ¢, , kK = n,.., 1 ergibt

sich fiir
- S=0:
V(0, Atk-), tr-) = V (0, Ay, tx) (69)
Alt_) € [0, Am]
_ 5 = gme,

V(™ Alte-), tr—) = V(S™, Ay, tr) (70)
Aty) € [0, Ama7]

Fiir S = 0 reduziert sich die Black-Scholes-Gleichung zu der
Differentialgleichung

Vi=—rV. (71)
Mit dieser Differentialgleichung werden zwischen den Be-

obachtungszeitpunkten die Randwerte fiir S = 0 bestimmt. Uber das
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Verhalten des Randes bei S = 5™ gibt es keine genauen Informa-
tionen (vergleiche [37]), daher ldsst man ihn zunéchst unveréndert
und aktualisiert die Werte erst an den Beobachtungsterminen mit
der Sprungbedingung. Um die Ungenauigkeit, die dadurch entsteht,
auszugleichen muss S™* ausreichend groft gewéhlt werden. Der 2-
bis 3-fache Wert des betrachteten Aktienkurses Sy beziehungsweise
des Ausiibungspreises reicht nach [37] und [38] aus. Uber die auf-
einanderfolgenden Endwertaufgaben erhilt man den aktuellen Op-
tionswert V' (Sp, Ay, 0).

5.2 Kontinuierliche asiatische Optionen

Bei den kontinuierlichen asiatischen Optionen wird der Mittelwert
der Aktie A(t) kontinuierlich ermittelt. Dafiir kann entweder das
arithmetische oder das geometrische Mittel verwendet werden. Im
Folgenden wird mit dem arithmetischen Durchschnittswert des Ak-
tienkurses A(t) gearbeitet:

At — fot S(r)dr

72
t (72
Fiir das Anderungsverhalten des Mittelwertes gilt:
dA(t) _ St = Jy S(dr _ (S(1) — A®) 73
dt 12 t

Da sich der Mittelwert der Aktie kontinuierlich &ndert und sténdig
Einfluss auf den Wert der Option nimmt, muss auch die Sprung-
bedingung kontinuierlich erfiillt werden. Das bedeutet, dass in sehr
kleinen Zeitintervallen dt, in denen sich der Aktienkurs nicht dndert
(74), der Mittelwert aber aktualisiert wird (75), der Optionswert
unverindert bleibt (76).

ds(t)

a0 ™
Jnen _ gai +M (75)
DV(5(®), A1), _ (76)

Dt
Fiir die Anderung des Optionswertes in der Zeit gilt:

DV(S(t),A(t),t) _ dVdS d_V@+d_V
Dt dS dt  dA dt  dt

(77)
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wegen (74) und (76) gilt:
AV dvdA
dt  dAdt
Mit (73) ergibt sich fiir die Sprungbedingung im kontinuierlichen
Fall:

(78)

dV. dV (S —A)

@ TdA i
Fiir die Bewertung asiatischer Optionen, die von dem Aktienkurs
S und dem Mittelwert A kontinuierlich abhéingen, erhélt man die
zweidimensionale partielle Differentialgleichung

=0 (79)

Vi+ %O'QSQVSS +rSVs + Vi—1rV =0. (80)
Die partielle Differentialgleichung (80) setzt sich aus der Black-
Scholes-Gleichung und dem Konvektionsterm %VA in die A-Rich-
tung zusammen. Der Konvektionsterm sorgt dafiir, dass die Sprung-
bedingung kontinuierlich erfiillt wird.

Wie bei den Standardoptionen wird diese Differentialgleichung zu
einer Ungleichung,

1
Vi, + 5025%5 +rSVs + Vi—rV <0, (81)

wenn man asiatische Optionen vom amerikanischen Typ betrachtet.
Fiir floating strike Optionen vom européischen und amerikanischen
Typ und fiir fixed strike Optionen vom européischen Typ existieren
neben der zweidimensionalen partiellen Differentialgleichung (80)
zusétzlich noch eindimensionale partielle Differentialgleichungen (sie-
he [39]). Diese konnen mit relativ wenig Rechenaufwand gelost wer-
den. Um jedoch fixed strike Optionen vom amerikanischen Typ be-
werten zu konnen muss man mit der zweidimensionalen partiellen
Differentialgleichung (81) arbeiten.

Da alle vier Typen der asiatischen Optionen als européische und
amerikanische Variante bewertet werden sollen, wird in dieser Ar-
beit das zweidimensionale Problem behandelt.

Da fiir die Black-Scholes-Gleichung eine analytische Losung exis-
tiert, bietet es sich an mit der numerischen Losung dieser partiellen
Differentialgleichung zu beginnen. Die analytische Losung kann als
Vergleichsgrundlage verwendet werden, um die passenden Diskreti-
sierungen fiir den Zeit-, den Konvektions- und den Diffusionsterm
zu finden.
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Nach der Behandlung der européischen Standardoptionen wird die
amerikanische Variante betrachtet. Bei der numerischen Losung der
Black-Scholes-Ungleichung fiir diesen Optionstyp entsteht ein freies
Randwertproblem, das als lineares Komplementaritdtsproblem mit
dem Projektionsalgorithmus von Cryer gelost werden kann. Auch
dieser Schritt dient als Vorbereitung fiir die Bewertung asiatischer
Optionen, da bei den asiatischen Optionen vom amerikanischen Typ
ebenfalls ein ein End-Randwertproblem mit einem freien Rand ent-
steht.

Mit einem Mehrgitterverfahren wird dann ein schnelles Losungs-
verfahren angewendet, um die Black-Scholes-Gleichung und Unglei-
chung zu l6sen.

Die gewonnen Erkenntnisse werden abschliefend auf die zweidimen-
sionale partielle Differentialgleichung und Differentialungleichung iiber-
tragen, um die asiatischen Optionen vom européischen und ameri-
kanischen Typ losen zu konnen.
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6 Numerische Bewertung der Standardoptionen

In Abschnitt 3.3.3 wurde die End-Randwertaufgabe beschrieben,
mit der européischer Optionen bewertet werden konnen. Der Zeit-
parameter ¢t lauft bei dieser Problemstellung von dem Ausiibungs-
zeitpunkt ¢ = T zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 (¢ : [T, 0]). Durch die
Einfiihrung eines neuen Zeitparameters t* = T" — ¢ kann die Black-
Scholes-Gleichung in eine vorwirts gerichtete partielle Differential-
gleichung iibergefiihrt werden (¢* : [0,7]). Damit wird die Auszah-
lungsfunktion zur Anfangsbedingung und man erhélt die folgende
Anfangs-Randwertaufgabe (vergleiche [39]):

partielle Differentialgleichung
1
V;* = 502521/55 +rSVsg —1rV (82)

Die Anfangsbedingung fiir einen
Call:  VY(0) = maxz(S(0) — K,0) (83)
Put: VF(0) = max(K — S(0),0) (84)
Die Randbedingungen fiir einen

Call:  VE0,6)=0 (85)
lims o VE(S,8 ) = (S — Kexp(—rt ) (86)

Die Randbedingungen fiir einen

Put: VP(O,t*) = K exp (—rt*) (87)
%
limg VI (S,t ) =0

Im Folgenden wird der neue Zeitparameter ¢* mit ¢ bezeichnet. ‘

6.1 Die Diskretisierung der Black-Scholes-Gleichung

Bei der Black-Scholes-Gleichung (89) handelt es sich um eine Kon-
vektions-Diffusions-Gleichung. Der Diffusionsterm wird durch den
Faktor 10%5? bestimmt. Damit ist die Gleichung konvektionsdo-
minant, wenn die Volatilitdt ¢ der betrachteten Aktie sehr kleine

Werte annimmt. Der Konvektionsterm ist durch den Faktor ”—rS”
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bestimmt. Dieser Term gibt die "Geschwindigkeit” an, mit der die
Informationen verbreitet werden. Da sowohl der risikolose Zinssatz
r wie auch der Aktienkurs S nie negativ sind, flieken die Informa-
tionen von dem rechten Rand S™%" in den zu berechnenden Bereich
hinein. )

Vi = 5025%5 — (=rS)Vs — 1V (89)
Die partielle Differentialgleichung fiir kontinuierliche asiatische Op-

tionen (90) besitzt in die A-Richtung keinen Diffusionsterm, ist also
konvektionsdominant in diese Richtung.

1
Vi+ 5025%5 +rSVs + Va—rV =0 (90)

Dadurch koénnen bei der numerischen Losung Schwierigkeiten ent-
stehen. Um auf dieses Problem vorbereitet zu sein wird schon bei der
Behandlung der européischen Optionen eine Volatilitit gew#hlt, bei
der die Black-Scholes-Gleichung konvektionsdominant ist. Die Vola-
tilitdt o = 0.01 erfiillt diesen Zweck.

Die Black-Scholes-Gleichung besteht aus einem Zeitterm (T(V,t)),
einem Diffusions- (D(V,t)) und Konvektionsterm (K(V,t)) und ei-
nem Reaktionsterm (R(V,t)):

T(V,t) = D(V,t)+ K(V,t) — R(V,t) (91)

Diese partielle Differentialgleichung kann mit einem finite Volumen-,
einem finite Elemente- oder einem finite Differenzenansatz diskreti-
siert werden. Im Folgenden wird mit der finite Volumen-Diskretisierung
gearbeitet.

6.1.1 Die Zeitdiskretisierung

Das implizite BDF2-Verfahren Bei Differentialgleichungen mit ei-
nem Diffusionsterm eignet sich fiir die Zeitdiskretisierung das impli-
zite BDF2-Verfahren (92). Es besitzt eine starke innere Ddmpfung
und ist fiir Diffusionsprobleme A-Stabil (vergleiche [22]).

3 1
§V” —ovnl 4 51/"*2 = 1D(tn, V") + 7K (tn, V") — TR(t,, V™) (92)

n > 2

Fiir Konvektionsprobleme weist das implizite BDF2-Verfahren je-
doch Nachteile auf. Hundsdorfer hat in [22] gezeigt, dass diese impli-
ziten Verfahren ungiinstige Monotonieeigenschaften in Form einer

76



kleinen CFL-Bedingung besitzen. In der Abbildung 30 kann man
erkennen, dass die Monotoniebedingung des Verfahrens durch die
gewahlten Schrittweiten verletzt wurde. Die approximierte Losung
schieft in der Nahe des Ausiibungswertes etwas iiber die analyti-
sche Losung hinaus. Dadurch entsteht die “kleine” Spitze in der Del-
tafunktion, die sich in den negativen Werten der Gammafunktion
widerspiegelt. Es sei daran erinnert, dass mit der ersten Ableitung
das Optionsdelta und mit der zweiten Ableitung das Gamma der
Option angegeben wird und das die Genauigkeit dieser Werte eine
grofe Bedeutung in der Praxis besitzt.

Die Schrittweite fiir den Aktienkurs wurde mit 65 = 0.0125 sehr
klein gewéhlt, um eine moglichst genaue Approximation der Losung
zu erhalten und nur den Einfluf der CFL-Bedingung betrachten zu
konnen.

Das Explizite BDF2-Verfahren Bei dem expliziten BDF2-Verfahren
wird mit Werten gearbeitet, die aus den beiden vorherigen Zeit-
schritten extrapoliert werden.

Vi =2yt —yn (93)

Nach Hundsdorfer (siehe [22]) eignet sich dieses Verfahren fiir die Be-
handlung von Konvektionsproblemen. Da sich fiir Diffusionsproble-
me die implizite Behandlung besser eignet, werden bei dem hier be-
trachteten expliziten BDF2-Verfahrens (94) die extrapolierten Wer-
te nur bei dem Konvektionsterm verwendet. Der Diffusionsterm und
der Reaktionsterm werden implizit behandelt.

SVR SV L VT = D(t, V) K (1, V)~ TR(E, V™) (94)
Vho= vt vt >

Die Stabilitéit des expliziten Verfahrens ist durch eine CFL-Bedingung
eingeschrinkt. Lost man das Anfangs-Randwertproblem mit dem
expliziten Verfahren, dann erhélt man eine instabile Losung wenn
die CFL-Bedingung verletzt ist. Dieser Fall tritt bei den Schrittwei-
ten ein, die in dem vorherigen Beispiel verwendet wurden, wie in
Abbildung 31 gezeigt wird.
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Abbildung 30: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion fiir einen
européischen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausiibungspreis K = 10 €,
der Volatilitit o = 0.01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0.1. Fiir die Bewertung
wurde das implizite BDF2-Verfahren mit S = 0.0125 und 6t = 0.02 verwendet.
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Abbildung 31: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion fiir einen

européischen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausiibungspreis K = 10 €,

der Volatilitit o = 0.01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0.1. Fiir die Bewertung

wurde das explizite BDF2-Verfahren mit S = 0.0125 und d¢ = 0.02 verwendet.
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Das #-BDF2-Verfahren Bessere Stabilitdt und gute Monotonieei-
genschaften findet man in dem #-BDF2-Verfahren

1 TN
%V" =2V SV = mD(t, V) 7K (6, OV + (1= )V
—7R(t,, V") (95)

Vio= 2yt v n >0

Der Parameter # bestimmt dabei die Gewichtung der impliziten und
der expliziten Teile des Konvektionsterm. Der Diffusions- und der
Reaktionsterm werden implizit behandelt.

Nach Hundsdorfer (siehe [22], [21]) besitzt das Verfahren bei der
Wahl von 6 = 0.75 die grofte CFL-Bedingung beziiglich der Mo-
notonie, falls der Konvektionsterm mit einer k-Diskretisierung dis-
kretisiert wird (siehe [25]). Experimentell konnte er dieses Ergeb-
nis fiir den Fall bestétigen, in dem zuséitzlich der van Leer Limi-
ter (siehe [18|) verwendet wurde. Auferdem ist fiir Konvektions-
Diffusionsprobleme das #-BDF2-Verfahren uneingeschrinkt stabil
wenn 0 > 0.75 gewidhlt wird.

Das explizite-BDF2-Verfahren ben6tigt den geringsten Rechenauf-
wand und ist damit bei der Behandlung der Black-Scholes-Gleichung
zu bevorzugen, wenn seine Stabilitit gewdhrleistet ist. Ist das nicht
der Fall, so lassen die Ergebnisse von Hundsdorfer vermuten, dafs
das implizit-explizite BDF2 Schema mit # = 0.75 die geeignete Wahl
ist.

Diese Vermutung wird durch die Ergebnisse, die in Abbildung 32
dargestellt sind, bestétigt.

Wihlt man das §-BDF2-Schema mit 6 = 0.75, so "schiefst” die
Approximation, auf Grund des monotonen Verhaltens des Losungs-
verfahrens, weder iiber die Losung hinaus noch besitzt sie Oszilla-
tionen, da das Verfahren stabil ist. Dieses Ergebnis wird besonders
deutlich, wenn man die Gammafunktion betrachtet, die keine Oszil-
lationen mehr besitzt.

Eigenschaften des §-BDF2 Verfahrens:
e A-stabil fiir # > 0.75 (keine CFL-Bedingung)
e Fiir # = 0.75 beste Monotonieeigenschaften (grofte CFL-Bedingung)
e Ordnung 2 fiir beliebige
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Abbildung 32: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion fiir einen
européischen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausiibungspreis K = 10 €,
der Volatilitdt o = 0.01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0.1. Fiir die Bewertung
wurde das 8-BDF-Verfahren mit 8 = 0.75 und S = 0.0125 und 4t = 0.02
verwendet.

81



6.1.2 Die Raumdiskretisierung

Wahrend bei den Standardoptionen der Raum nur durch den Ak-
tienkurs bestimmt ist betrachtet man bei den asiatischen Optio-
nen einen zweidimensionalen Raum, der zusétzlich den Mittelwert
des Kurses beriicksichtigt. Die Losungsbereiche werden durch einen
maximalen Aktienkurs S™%" beziehungsweise durch einen maxima-
len Mittelwert A™* begrenzt, wobei fiir die asiatischen Optionen
ein quadratischer Losungsbereich mit S™* = A™* gewahlt wird.
Durch die Diskretisierung wird dieser Losungsbereich €2 in ein Gitter
Qp, (96) iibergefiihrt, das in dem hier betrachteten Fall dquidistante
Intervalllingen in alle Raumrichtungen besitzt. Die Intervalllinge
h des Gitters in eine Raumrichtung ergibt sich aus der Anzahl n
der Intervalle in diese Richtung (97). Auf dem Gitter €2, liefert die
Gitterfunktion V}, die diskrete Losung der kontinuierlichen Aufgabe.

U = {lzylz=i-hy=j-hijeL} (96)
h = (Smaxn_ SO) — (Amazn_ AO) (97)

Stencil Notation Fiir die Definition der Diskretisierungsopera-
toren wird im weiteren Verlauf hiufig die Stencilnotation (verglei-
che [33]) verwendet, die sehr iibersichtlich die Beziehungen der be-
nachbarten Gitterwerte angibt. Da es fiir diese Arbeit ausreicht wird
nur der zweidimensionale Fall betrachtet.

Ein allgemeiner Stencil [sg,x,]s fiir ein unendliches Gitter €, wird
folgendermafen dargestellt:

S—11 So,1 S1,1
[Skle]h = - S10 50,0 51,0 Ca (98)
S—1,-1 So0,—1 S1,-1

i : : : 1

Dieser Stencil definiert einen Operator fiir die Gitterfunktion V,
durch:

[Skkl V(2 0) = D Sk oV (@ + kihayy + kahy) (99)
k1, k2

In der Regel kann man davon ausgehen, dass nur endlich viele der
Koeffizienten sy, 1, nicht Null sind und es ausreicht nur diese anzu-
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geben. In dieser Arbeit wird auf Grund der gewéhlten Diskretisie-
rungen in dem eindimensionalen Fall mit dem 3-Punkt-Stencil und
in dem zweidimensionalen Fall mit dem 5-Punkt-Stencil gearbeitet.

S-1,0 S0,0 Sl,O]h ) [31,0 50,0 51,0 (100)
50,—1 J
h

Diffusionsterm Fiir den Diffusionsterm wird eine Diskretisierung
zweiter Ordnung gewéhlt,

Vier =2Vi+ Vi 1
h2 (ﬁ

Vss = 1 =2 1],V). (101)

Konvektionsterm In Abschnitt 4.2.3 wurden die Probleme ange-
sprochen, die auftreten kénnen, wenn beim Deltahedgen falsche Wer-
te verwendet werden. Es ist daher sehr wichtig eine Diskretisierung
zu finden, die zu einer guten Approximation fiir die Losung der
Black-Scholes-Gleichung fiihrt und so auch die erste und zweite Ab-
leitung moglichst genau widerspiegelt. Der folgende Vergleich zeigt,
dass die Diskretisierung des Konvektionsterms mit der upwind-Dis-
kretisierung-zweiter-Ordnung und der Verwendung des van Leer Li-
miters zu geeigneten Ergebnissen fiihrt.

Zentrale-Differenzen-Diskretisierung Die Diskretisierung des Kon-
vektionsterms mit "zentralen-Differenzen”,
Vign = Vie 1

besitzt die gewiinschte Ordnung zwei. Diese Diskretisierung eignet
sich aber nicht fiir konvektionsdominante Probleme. In [39] wurde
gezeigt, dass in dem hier betrachteten Fall durch die Péclet Bedin-
gung (103) eine sehr kleine Raumschrittweite gefordert wird, um
Ostzillationen zu vermeiden.

Thg
Péclet Bedi : 1> == 103
éclet Bedingung 3 (103)
Die Abbildung 33 zeigt die Probleme, die auftreten, wenn die Péclet
Bedingung nicht eingehalten wird. Die Approximation gibt den Preis
des Calls noch relativ gut wieder, besitzt jedoch geringe Oszillatio-
nen. Diese zeigen sich besonders deutlich in der ersten und zweiten

Ableitung, wodurch diese Werte zum Deltahedgen unbrauchbar sind.
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Erste-Ordnung-Upwind-Diskretisierung Der risikolose Zinssatz r und
der Aktienkurs S sind nie kleiner als Null, wodurch die Flufrichtung
des Konvektionsterms ”—rS” immer negativ ist.

Im weiteren Verlauf wird die Flussgeschwindigkeit mit‘ a=—-r5<0 ‘
abgekiirzt. Fiir die Upwind-Diskretisierung erster Ordnung gilt:
Vier = Vi
aVs = a—— (%m_:11hwg (104)

Diese Diskretisierung fiithrt zu einer oszillationsfreien Ldsung, wie
die Abbildung 34 zeigt. Sie besitzt aber nur die Ordnung Eins und
das Ergebnis ist genauso wenig zufriedenstellend wie das vorherige,
das mit der zentralen Diskretisierung erreicht wurde. Die Upwind-
Diskretisierung erster Ordnung ist zu diffusiv, wodurch die Losung
“ausschmiert” und zu unbrauchbaren Ergebnissen fiihrt. Dieses Re-
sultat wird besonders deutlich, wenn man die Delta- und die Gam-
mafunktion betrachtet.

Die Upwind-Diskretisierung erster Ordnung kann als eine Kombi-
nation aus einem zentralen Differenzenterm und einem kiinstlichen
Diffusionsterm betrachtet werden (vergleiche [33]).

10 Vi —o=[-1 2 =14V, (105)

a
210 =11,V =
h[—]hh opt T = 2h

Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung mit van Leer Limiter Ei-
ne Diskretisierung hoherer Ordnung, die weder Oszillationen liefert
noch ausschmiert, erhdlt man mit der Zweiten-Ordnung-Upwind-
Diskretisierung mit der Verwendung des van Leer Limiters (sie-
he [18]).

Die herkémmliche Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung (106) pro-
duziert dhnlich wie die zentrale Diskretisierung ungewiinschte Os-
zillationen fiir @ < 0. Die Oszillationen sieht man in Abbildung 35.

a 3 1 a 3 1
Vo= —(—=Vi+2V,, — =V, —[0 —= 2 —=]|,V4) (106
aVs hs( 5 +2Vin 5 +2) (hs[ 3 2]h n) (106)
Durch die Hinzunahme des van Leer Limiters erhalt man ein Schema
(107), dass in der Kombination mit der entsprechenden Zeitdiskre-

tisierung die TVD (total variation diminishing) Eigenschaft besitzt.
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Abbildung 33: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion fiir einen
européischen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausiibungspreis K = 10 €,
der Volatilitit o = 0.01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0.1. Fiir die Bewertung
wurde die Zentrale-Differenzen-Diskretisierung und 45 = 0.05 und 6t = 0.005

gewéhlt.
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Abbildung 34: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion fiir einen
européischen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausiibungspreis K = 10 €,
der Volatilitit o = 0.01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0.1. Fiir die Bewertung
wurde die Upwind-Diskretisierung erster Ordnung und S = 0.05 und é¢ = 0.005

gewéhlt.
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Abbildung 35: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion fiir einen
européischen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausiibungspreis K = 10
€, der Volatilitit ¢ = 0.01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0.1. Fiir die
Bewertung wurde die Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung und §S = 0.05
und 6t = 0.005 gewahlt.
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Diese garantiert, dass beim iterativen Losen keine Oszillationen ent-
stehen (vergleiche [33], [39]).
Die Diskretisierung sieht wie folgt aus:

a

a .
aVs = h—S(V;Jrl - VZ) + %(WJA - V;)’LP((]H%)
a
= gy Vi = Vi)¥lgiy) - (107)

Mit ¢(¢) wird der van Leer Limiter bezeichnet:

R (108)

(Vi = Vi) (Viter = Vi)

oy = g = 109
Gt = Wi =) 7 T (Wi — Vi) (109)

Bemerkung 6.1 Ein Schema besitzt die TVD FEigenschaft, wenn
qgilt

TV(V™ ) <TV(V") (110)
wobei die Totalvariation der Lisung folgendermafen definiert ist

TV(V") = [V, =V (111)

Durch den Limiter wird die Diskretisierung dem Verhalten der Lo-
sung angepasst und in Bereichen, in denen die Losung steile Gra-
dienten besitzt, numerische Diffusion hinzugefiigt. Treten zum Bei-
spiel Oszillationen auf, wodurch die Differenzen benachbarter Punk-
te unterschiedliche Vorzeichen erhalten, dann nimmt der Limiter
den Wert Null an und reduziert das Schema zum Ersten-Ordnung-
Upwindschema. Auferhalb der lokalen Extremstellen besitzt das
Schema Zweite-Ordnung Genauigkeit.

Die Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung mit dem van Leer Li-
miter liefert zufriedenstellende Ergebnisse. Die Abbildung 36 zeigt,
dass keine Oszillationen auftreten und auch die Werte der ersten
und zweiten Ableitung sehr gute Approximationen fiir die analyti-
schen Werte liefern. Der Einsatz des van Leer Limiters hat jedoch
einen Nachteil. Da er nicht linear ist, wird auch die Diskretisierung
des linearen Problems nicht linear.
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Abbildung 36: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion fiir einen
européischen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausiibungspreis K = 10 €,
der Volatilitdt 0 = 0.01 und dem risikolose Zinssatz r = 0.1. Fiir die Bewertung
wurde die Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung mit dem van Leer Limiter
und 05 = 0.05 und ¢ = 0.005 verwendet.
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Hohere-Ordnung-Defektkorrektur Mit dem Schema der Hoheren-
Ordnung-Defektkorrektur kann man aus dem oben angesprochenen
nicht linearen Problem ein lineares gestalten. Die Idee 14t sich an
einer Gleichung mit einem Konvektionsterm (K (V")) demonstrieren:

K(V)=f (112)

Zwei Diskretisierungen unterschiedlicher Ordnung werden fiir die
Behandlung dieser Differentialgleichung betrachtet, wobei der Ope-
rator mit der niedrigeren Ordnung linear ist.

K, Operator hoherer Ordnung (z.B. 2 - Ordnung - upwind
mit Limiter)
K, Operator niedriger Ordnung (z.B. 1-Ordnung-upwind)

Verwendet man den Operator niedriger Ordnung, dann gilt in dem
m-ten [terationsschritt:

Ky(Vi" = V") = fo = KV (113)

Die beiden Diskretisierungsoperatoren konnen in der Gleichung mit-
einander kombiniert werden, indem der Operator mit der niedrigeren
Ordnung in der rechten Seite durch den Operator héherer Ordnung
ersetzt wird,

Kh(vhm - thil) = fon— thhmil
= Kthm = fh — Khvhmil + Khvhmil. (114)

Die Losung der Iteration (114) konvergiert gegen die Losung, die
man mit dem Operator hoherer Ordnung erhalten wiirde, falls sie
konvergiert (p(I — (K;)'K}) < 1) (vergleiche [33]).

Da der nichtlineare Operator hoherer Ordnung mit dem alten Ite-
rationswert (V;"') in die rechte Seite eingeht erhilt man in jedem
[terationsschritt ein lineares Problem, 16st aber mit der gesamten
I[teration ein nicht lineares Problem.

Aus den beiden Operatoren

a
Khvhmi1 = E[O -1 1]thm71
~ a
Khvhmi1 = E[O -1 1]thm71

a m— a m—
+ﬁ[0 —1 1]th lw(QH%)_ﬁ[o Q -1 1]th 1¢(Q¢+g)
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erhélt man fiir die diskretisierte Gleichung (112) in Stencil-Schreibweise:
#l0 =11V =

a _ a i
fn— Q_h[o =1 1],V 11/J(Qi+%) + ﬂ[o 0 —11JV, 1w(qi+%) (115)

J/

Ne (V=)
beziehungsweise:

KpVi™ = fr — N (V™) (116)

6.1.3 Die Matrixgleichung

Die oben beschriebenen Diskretisierungen werden nun verwendet,
um die Black-Scholes-Gleichung als Matrixgleichung darzustellen.
Fiir den Zeitterm (T) wird das #-BDF2-Verfahren (sieche Abschnitt
6.1.1), fiir den Konvektionsterm (K) das Zweite-Ordnung-Upwind-
Schema mit dem van Leer Limiter (siehe Abschnitt 6.1.2) und fiir
den Diffusionsterm (D) die Diskretisierung (101) verwendet. Der
Reaktionsterm wird mit "I bezeichnet. Durch die Diskretisierung
erhilt man die Iterationsvorschrift:

TFVE™ — 0K, V™ — DV 4 RV =

TEWE TRy (1 - e)Khvﬁ’m — NpvEmt (117)

mit VTl = gy (1 - 0) 2V - VEY)
Vi = oykel _ k2

Zeitindex k , Tterationsindex m

In Stencil Schreibweise lautet diese Vorschrift:

3 m rS m
5[0 1 0],V —97[0 —1 1,V
252
_%[1 =2 1,V 470 1 0], V"
2 1 S —k.m
= 200 1 0LV = [0 L OV + (1 - 0) [0 =1 1V

T 2T
—rS m_ m—
"o 1 g )

it
(=rS)
2h

—~

00 — 11V (") (118)

13
2+2

_|_
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Aus (118) 1aft sich ein lineares Gleichungssystem herleiten, mit dem
die Werte fiir die Option im k-ten Zeitschritt iterativ bestimmt wer-
den konnen. Nach der Elimination der Randbedingungen erhilt man
die Matrixgleichung

Ay = gmet (119)

mit

ajr a2 0 0 0
o1 Q22 Q923 0 0

GN-2N-3 AN-2 N-2 OQN-2N-1
0 0 0 0 GN-1,N-2 OAN—-1,N—1

3 rS  20%S?

a 2T+ h+ 577 +r (120)
20252
Ui = — 2h2l (121)
rS  o02S?
Aji41 = —97 - 2]2 (122)
und k,m—1,el. Rand
bl’ ’ ’
bk,?’;’l—l
i—1
B = pemt (123)
bk,m—l
i+1
bl]c\;rfl—l,el. Rand
kym—1 k,m—1 rSi m—1 k,m—1 TSZ' m—1
TSi m—1 k,m—1 rSi m—1
2 rS; 1 rS;
L (1 =020 -V (— — (1 —0)—2
PV = (- 025 v - (- 0)7)
_ rS; _ rS;
P - 02T VN0 (2a)
1=1,...,N—1
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Durch die Elimination der Randbedingungen gilt zusétzlich

bk,mfl,el. Rand __ bk,m 1 25 V (125)
' TP

Sn_ 262
béc\;izfl,el. Rand _ b?\}ilfl 4 (97“ iJ;f 1 4 g 2};\;_1)‘/}5 (126)

Durch das Defektkorrekturschema erhélt man fiir die diskretisier-
te Black-Scholes-Gleichung in jedem Zeitschritt £ die Iterationsvor-
schrift

AV = Pt (127)
wobei mit £ der Zeitindex und mit m der Iterationsindex im k-ten
Zeitschritt bezeichnet wird. Nach jedem Iterationsschritt muss die
rechte Seite neu bestimmt werden.
Das Gleichungssystem (127) konnte auf Grund seiner Form, die Ma-
trix Ay ist eine Tridiagonalmatrix, am besten direkt gel6st werden.
Die Betrachtung der européischen Optionen dient aber nur zur Vor-
bereitung auf die Bewertung der asiatischen Optionen. Da die par-
tielle Differentialgleichung fiir die asiatischen Optionen ein hoher
dimensionales Problem darstellt, erhélt man weiter Nebendiagona-
len in der Matrix Aj. Dadurch kann das Gleichungssystem, das bei
diesen Optionstypen entsteht, nur mit sehr viel Rechenaufwand di-
rekt gelost werden. Es ist daher sinnvoll schon jetzt ein iteratives
Lésungsverfahren zu verwenden. Jeder Zeitschritt besteht dadurch
aus einer “Auferen” und einer "inneren” Iteration. Die "Aufsere” Tte-
ration entsteht durch die Defektkorrektur und ergibt die Gleichung
(127). Mit der "inneren” Iteration wird die Approximation V%™ fiir
die Gleichung (127) bestimmt.
Der grofste Anteil bei der Bewertung der Optionen liegt daher in
der Losung von Matrixgleichungen. Da im Folgenden die iterati-
ve Losung der Matrixgleichung (127) betrachtet wird, werden zur
Vereinfachung der Schreibweise die Bezeichnungen Vi, = Vkm und
B, = B! cingefiihrt, so dass die Matrixgleichung (127) in der
Form

ALV = By, (128)

geschrieben wird. Die Approximation der Losung Vj, im m-ten Ite-
rationsschritt wird mit th bezeichnet.

6.2 Numerische Losung der Black-Scholes-Gleichung

Im Folgenden werden européische Standardoptionen mit der Anfangs-
Randwertaufgabe (82) bis (88) bewerten. Dabei wird die Black-
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Scholes-Gleichung mit den oben beschriebenen Diskretisierungen dis-
kretisiert. Fiir den Zeitterm wird das #-BDF2-Verfahren mit 6§ =
0.75 und fiir den Konvektionsterm das Zweite-Ordnung-Upwind-
Schema mit dem van Leer Limiter gew#hlt. Die Matrixgleichung
(128), die dabei entsteht, wird mit dem Gauf-Seidel-Verfahren

gm _ %~ Sy a V= S v (120)
@j,j

j=1,...,N—1

iterativ gelost. Die Ergebnisse in Beispiel 6.1 zeigen, dass bei der
iterativen Losung mit dem Gauf-Seidel-Verfahren sehr viele Itera-
tionen benotigt werden, wenn die Volatilitit o der Aktie grofe Werte
annimmt.

Beispiel 6.1 Es werden die Werte fiir europdische Call- und Put-
optionen bestimmt. Die Optionen haben die Laufzeit T =1 Jahr und
den Austiibungspreis K = 10 €. Die Kurse der Aktien, auf die sich
die Derivate beziehen, stehen zum Zeitpunktt = 0 bei Sy = 10 € und
der risikolose Zinssatz betrigt r = 0.1. In Tabelle 23 beziehungsweise
in Tabelle 24 sind die Werte fiir die Calloptionen beziehungsweise
die Putoptionen auf diese Aktien mit verschiedenen Volatilitdten an-
gegeben.

Der Lésungsbereich ist mit S™ = 25 € begrenzt und fiir die Raum-
schrittweite wird 6S = 0.1 und fir die Zeitschrittweite 0t = 0.01
gewdhlt.

Neben den Optionswerten V¢S, die man mit dem Gauf-Seidel-Ver-
fahren als Losungsverfahren erhdlt, wird die durchschnittliche An-
zahl der inneren Iterationen (siehe Abschnitt 6.1.3), die das Ver-
fahren bendtigt, angegeben. Die inneren Iterationen werden so lange
durchgefiihrt, bis das Residuum der entsprechenden Startlésung um
den Faktor 10~ zu reduzieren wurde. Als Vergleichswerte dienen die
Ergebnisse der analytischen Lésung V.

Die Bewertungen werden auf einem PC mit einem Pentium 3 Pro-
zessor mit 700 Mhz durchgefiihrt. Der Code des C-Programmes, der
dafiir verwendet wurde, ist in Anhang A dargestellt.
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VGS

o yan innere

Iterationen
0.01 || 0.95 | 0.95 3
0.1 1.03 | 1.03 21
0.2 1.32 | 1.32 57
0.3 1.67 | 1.67 105
0.4 2.03 | 2.03 162

Tabelle 23: Die Werte fiir einen européischen Call auf Aktien mit verschiedenen

Volatilitaten

Vanalytisch

VGS

o innere

Iterationen
0.1 0.07 | 0.07 6
0.2 0.37 | 0.37 18
0.3 0.72 | 0.72 53
0.4 1.08 | 1.08 132

Tabelle 24: Die Werte fiir einen européischen Put auf Aktien mit verschiedenen
Volatilitéiten

Die Ergebnisse zeigen, dass die numerisch bestimmten Werte mit
den analytischen Werten tbereinstimmen. Die Anzahl der Iteratio-
nen und damit die benotigte Rechenzeit des oben beschriebenen Ver-
fahrens nimmt mit der Volatilitat der Aktien tdberproportional zu.

6.3 Numerische Losung der Black-Scholes-Ungleichung

Im Fall der amerikanischen Standardoptionen ergibt sich aus der
Black-Scholes-Gleichung eine Ungleichung (130), mit der die Opti-
onswerte bestimmt werden kénnen. Durch die Einfithrung des neuen
Zeitparameters erhélt man die Ungleichung:

0252
2

Das resultierende freie Randwertproblem kann durch folgendes li-
neare Komplementarititsproblem gelofst werden,

Elgsv =V, - Vg — TSVS +rV >0 (130)

V(P)-G(P) >

LpsV(P) >

(V(P) = G(P))(LpsV(P))
PeQ

(131)

Die End- und Randbedingungen sind durch den betrachteten Opti-
onstyp bestimmt (siehe Abschnitt 3.4).
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Da die einzelnen Terme der partiellen Differentialungleichung (130)
denen der Black-Scholes-Gleichung entsprechen werden die gleichen
Diskretisierungen verwendet. Auf Grund der Wahl der Diskretisie-
rung fiir den Konvektionsterm® wird, wie bei den europiischen Op-
tionen, in jedem Zeitschritt k& die Losung fiir den Optionswert V*
iterativ bestimmt. In jedem Iterationsschritt muss das lineare Kom-
plementarititsproblem

AV — BEmTl > (132)
(th’m - Gh)(Athk’m o Bli:’m_l) =0

gelost werden. Die Matrix A, und der Vektor B}'f’mfl wurden bei
der Behandlung der européischen Optionen in Abschnitt 6.1.3 her-
geleitet.

Da im Folgenden die iterative Losung des linearen Komplementa-
ritdtsproblems (132) gezeigt wird, werden zur Vereinfachung der
Schreibweise wieder die Bezeichnungen V), = th’m und B), = Bl,f’m_l
eingefiithrt. In jedem Zeitschritt ergibt sich demnach fiir jeden Tte-
rationsschritt ein lineares Komplementaritiatsproblem der Form

Vi -Gy >
AV =B, > 0 (133)
(Vi — Gr) (A4 — By) =

Um dieses lineare Komplementaritatsproblem zu losen kann man
nach dem Projektions-Gauf-Seidel-Algorithmus von Cryer verfah-
ren.

6.3.1 Der Projektions-Gaufi-Seidel-Algorithmus

Die Idee des Projektions-Gauf-Seidel-Verfahrens liegt darin, wih-
rend der punktweisen, iterativen Losung des Gleichungssystem A,V
By, dafiir zu sorgen, dass die Nebenbedingung V, — G), > 0 erfiillt
wird (siehe [6] und [30]). Die Approximation im m-ten Iterations-
schritt wird mit V™ bezeichnet.

Das Prinzip des Projektions-Gauf-Seidel-Verfahrens:

e Bestimmen der einzelnen Komponenten des Losungsvektors mit

5Zweite-Ordnung-Upwinddiskretisierung mit dem van Leer Limiter
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dem Gaufl-Seidel-Verfahren
i)j - Zf;f aj,ivi%5 — ZNﬁl ajif/-m_l

M= 1=7+1 P
A :

=

aj,j

j=1,...,N—1 (134)

e unter komponentenweiser Beriicksichtigung der Nebenbedin-
gung V," > G},

~ ~ m—

Vit = max(V] 2 Gy)

j=1,...,N—1 (135)

(Projektion der Losung)

In Beispiel 6.2 wird gezeigt, dass auch bei dem iterativen Losen mit
dem Projektions-Gauf-Seidel-Verfahren sehr viele Iterationen bend-
tigt werden, um eine Approximation mit geeigneter Genauigkeit be-
stimmen zu konnen, falls die betrachtete Aktie eine hohe Volatilitit
o besitzt.

Beispiel 6.2 Es werden nur amerikanische Putoptionen bewertet,
da Aktien ohne Dividendenzahlung betrachtet werden. Die Optionen
haben die Laufzeit T = 1 Jahr und den Ausibungspreis K = 10 €.
Zum Zeitpunkt t = 0 steht der Kurs der Aktien bei Sq = 10 € und
der risikolose Zinssatz betrdgt r = 0.1. In Tabelle 25 sind die Werte
fiir die Putoptionen auf die Aktien mit verschiedenen Volatilititen
angegeben.

Der Lésungsbereich ist mit S™* = 25 € begrenzt und fiir die Raum-
schrittweite wird 6S = 0.1 und fir die Zeitschrittweite 0t = 0.01
gewdhlt.

Neben den Optionswerten V4, die man mit dem Projektions- Gaufi-
Seidel-Verfahren als Losungsverfahren erhdlt, wird die durchschnitt-
liche Anzahl der inneren Iterationen (siehe Abschnitt 6.1.3), die das
Verfahren bendtigt, angegeben. Die inneren Iterationen werden so
lange durchgefiihrt, bis das Residuum der entsprechenden Startlo-
sung um den Faktor 10~* zu reduzieren wurde. Als Vergleichswerte
dienen die Ergebnisse V"™ die die transformierte Black-Scholes-
Gleichung (siehe Bemerkung 6.2) liefert.

Die Bewertungen werden auf einem PC mit einem Pentium 3 Pro-
zessor mit 700 Mhz durchgefiihrt. Der Code des C-Programmes, der
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dafiir verwendet wurde, ist in Anhang A dargestellt.

o Yirans | yyGS innere

Iterationen
0.1 0.16 | 0.16 7
0.2 0.48 | 0.48 18
0.3 0.83 | 0.83 40
0.4 1.19 | 1.19 84

Tabelle 25: Die Werte fiir einen amerikanischen Put auf Aktien mit verschiede-
nen Volatilitaten

Die Ergebnisse, die man durch die Losung des linearen Komple-
mentarititsproblems (131) erhdlt, stimmen mit denen, die die trans-
formierte Black-Scholes-Gleichung liefert iiberein. Ausserden zeigt
sich, dass die Anzahl der Iterationen und damit die bendtigte Re-
chenzeit mit der Volatilitdt der Aktie tiberproportional zunimmt.

Bemerkung 6.2 Die Black-Scholes-Gleichung ist dquivalent zu der
partielle Differentialgleichung

Yt = Yz - (136)

Die Transformation und das Verhalten der Anfangs- und Randbe-
dingungen kénnen zum Beispiel in [30] nachgelesen werden.
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7 Anwendung eines Mehrgitterverfahrens

Die Bewertung der européischen und amerikanischen Optionen er-
folgt iiber die Losung von Gleichungssystemen der Form A,V;, = By,
wobei in dem Fall der amerikanischen Optionen zusétzlich die Pro-
jektion der Losung beriicksichtigt werden muss. Um solche Glei-
chungssysteme schnell 16sen zu kénnen, sind Mehrgitteralgorithmen
effiziente Verfahren.

Zuerst werden die Grundlagen von Mehrgitteralgorithmen fiir eine
lineare partielle Differentialgleichung beschrieben und auf den Fall
der europiischen Optionen angewendet. Danach wird der nicht linea-
re Fall betrachtet, um die amerikanischen Optionen zu behandeln.

7.1 Mehrgitter fiir lineare partielle Differentialgleichun-
gen

Das Gauk-Seidel-Verfahren besitzt einen Konvergenzfaktor von p(G'S) =
1—0(h?) und ist damit kein besonders schnelles iteratives Losungs-
verfahren. Statt dessen besitzt dieses Verfahren gute Gliattungsei-
genschaften, die bei der Anwendung von Mehrgitteralgorithmen von
grofier Bedeutung sind. Durch das mehrmalige Anwenden des Gauf-
Seidel-Verfahrens wird der Fehler der Startlosung geglittet und kann
dadurch auf einem gréberen Gitter dargestellt und mit weniger Re-
chenaufwand bestimmt werden.

Die Glattungseigenschaft des Gauf-Seidel-Verfahrens kann man sich
bei seiner Anwendung auf die zweidimensionale Poissongleichung fiir
eine beliebige Funktion w,

Lu = —ug —uy =f (Q) (137)
u = f (092) (138)

verdeutlichen. In der diskreten Darstellung der Poissongleichung er-
hélt man fiir Gitterpunkte (z,y) € Q,, die keine Randpunkt von
sind, in Stencilschreibweise die Gleichung

-1

-1 4 =11 wy(z,y) = fulz,y). (139)
1

1

£huh(xay) = ﬁ
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Durch die Anwendung des klassischen Gauf-Seidel-Verfahren wer-
den die inneren Punkte (z;,y;) von € mit der Gleichung

up M (zi,yp) = [h fo(@isyy) + w1, yp) + ul (@i, v))

+um+1(:vi, Yj-1) + up (T3, Yj41)] (140)
bestimmt, wobei mit m der Iterationsindex bezeichnet wird. Um
den Einfluss des Gaufs-Seidel-Verfahrens auf den Fehler betrachten

zu konnen, muss man die Approximation u}* durch die Lésung uy,
selbst und den Fehler e} ersetzen,

Dadurch erhilt man fiir den Fehler die Gleichung
m 1 m m
en " (wny) = gl (@i ) + e (@i, y)
+ep (@, o) e (@ yp)] - (142)

Mit einer Gauk-Seidel-Iteration wird fiir jeden Gitterpunkt ein Wert
bestimmt, dessen Fehler dem gemittelten Wert aus den Fehlern der
Nachbarpunkte entspricht. Durch die mehrmalige Anwendung des
Gauk-Seidel-Verfahrens erhélt man eine Approximation u}* der Lo-
sung uy, deren Fehler €)' = u;, —u} glatt ist (sieche Abb. 37). Da das
Gauk-Seidel-Verfahren in erster Linie als Glattungsverfahren und
nicht als Losungsverfahren eingesetzt wird, wird der Iterationsindex
beibehalten und die geglittete Approximation im m-ten Iterations-
schritt durch einen Balken mit w}’ gekennzeichnet.

nl.l I'

.'.1‘6‘ {I r\””l
f(*li“" Jil Pt ', s ,'
' i ' m f) '"lm ; ,. “l '

s
i H‘"’ "'-'i |
N&’L’Mﬂm\\\ 'mlllllﬂllm e Hmm':'*"‘

Fehler der Startlésung Fehler nach Fehler nach
5 Iterationen 10 Iterationen

Abbildung 37: Der Einfluss der Gaufi-Seidel-Iterationen auf den Fehler im Fall
der Poissongleichung (aus [33])

Der Fehler €} dieser Approximation erfiillt die Gleichung
AyEy = fu — Ay =d, . (143)
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Auf Grund des glatten Verlaufes des Fehlers €}’ kann dieser auf ei-
nem groberen Gitter mit weniger Gitterpunkten ohne einen bedeu-
tenden Informationsverlust dargestellt werden. Es gibt verschiedene
Moglichkeiten dieses grobere Gitter zu konstruieren. Hiufig wird die
Standardvergroberung verwendet (siehe Abb. 38), bei der die Inter-
valllingen verdoppelt werden (H = 2h).

Abbildung 38: Zwei Standardvergroberungen von h = % ausgehend

Auf dem gréberen Gitter Qg wird der Fehler durch die Matrix-
gleichung
Apgen =dy . (144)
approximiert. Die Gleichung (144) kann mit weniger Rechenaufwand
als die Gleichung (143) entweder direkt oder iterativ gelost werden,
man erhédlt den Fehler €7;. Dieser Fehler €7 muss auf das feinere Git-
ter interpoliert (é}") und zu der dortigen Approximation @)" addiert
werden, um diese zu verbessern.

uptt = up + ey (145)

Die Ubertragung der Gitterfunktion von dem feinen Gitter, mit der
Schrittweite h, auf das grébere Gitter, mit der Schrittweite H, be-
zeichnet man mit Restriktion und wird mit dem Restriktionsoperator
I durchgefiihrt. Den umgekehrten Vorgang nennt man Interpola-
tion und verwendet dafiir den Interpolationoperator If.

dy = Id, (146)
em = Ihem (147)
Im weiteren Verlauf wird als Restriktionsoperator der Injektionsope-

rator (sieche Abb. 39) verwendet, bei dem die Grobgitterwerte und
Feingitterwerte eines Gitterpunktes einander entsprechen:

m

dy(P)=I1d,) (P)=d, (P) PeQycCQ, (148)
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Abbildung 39: Ubertragung der Gitterfunktion mit dem Injektionsoperator bei
der Standardvergroberung (aus [33])

Die Interpolation wird mit der bilinearen Interpolation

en(F;) 1<i<d4,
LemP) +ép(P) i=5
IﬁréE(R) _ %(?H( 1)““?;{( 2)) Z ) (149)
5(€R(P) +é3(Py) =06,
LT e (Py) i=7

durchgefiihrt. Mit P;, P,, P; und P; werden die Eckpunkte eines
quadratischen Intervalls des groberen Gitters bezeichnet, wie in Ab-
bildung 40 dargestellt ist. Die Punkte Ps, Ps; und P; stehen stell-
vertretend fiir die Gitterpunkte, die sich zusétzlich auf dem feineren
Gitter befinden (siehe Abb. 40).

P4. 'Ps

Pe *

6 P7

P.e ® o P

1 2
P5

Abbildung 40: Die Grobgitterpunkte Py, P, P3 und Py mit den Feingitterpunk-
ten Ps, Ps und Py in einem quadratischen Intervall (aus [6])

Das bisher beschriebene Verfahren arbeitet mit zwei verschiede-
nen Gittern, einem feinen und einem groben, und wird daher Zwei-
gitterverfahren (41) genannt.
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T ;
upt —— W — dy = fy — Loup w4 oy —e !

Ty —m
T
dy —— Lt =dy

Abbildung 41: Das Zweigitterverfahren (aus [33]). In dieser Darstellung wird der
Fehler mit v und nicht mit e bezeichnet.

Es basiert auf den folgenden beiden Grundprinzipien (verglei-
che [33]):

Glattungsprinzip: Durch iterative Losungsverfahren, wie das Gauf-
Seidel-Verfahren, kann der Fehler einer Approximation geglit-
tet werden.

Grobgitterkorrektur: Ein glatter Fehler kann auf einem gréberen
Gitter angendhert werden, wobei der Rechenaufwand wesent-
lich geringer ist als auf dem feinen Gitter.

Bemerkung 7.1 Durch die Einfiihrung eines zusdtzlichen Relaza-
tionsparameters w, kann das Konvergenzverhalten des Gauj$-Seidel-
Verfahrens verbessert werden.

1
ot (@) = Z(h2fh(«73i; y;) + up (@ — hyyy) + up (i + hy ;)
+up ™t (@i, y; — h) + up (@i, + h)) (150)
up™ = ul +w(t = uh) (151)

Mit der geeigneten Wahl von w* erhdlt man den Konvergenzfaktor
p(w*~GS) =1-0(h). Bei der Anwendung von Mehrgitterverfahren
st jedoch nicht der Konvergenzfaktor des Gauj-Seidel-Verfahrens
entscheidend, sondern seine Glittungseigenschaften. Diese sind am
besten fiir einen Relaxationsparameter, der sehr nahe an w =1 liegt
(vergleiche [33]). Durch die Einfihrung des Relazationsparameters
kann man nur eine geringfiigige Verbesserung der Glittungseigen-
schaften des Verfahrens erzielen. Dieser Gewinn lohnt sich aber
nicht, wenn man den zusdtzlichen Rechenaufwand betrachtet. In je-
dem Gldttungsschritt kommen fiir jeden Punkt zwei Operationen hin-
zu. Deswegen wird im Folgenden mit dem klassischen Gauf-Seidel
Verfahren (129) gearbeitet.

Die Grobgittergleichung (144) muss nicht unbedingt exakt gelost
werden, wenn man iiber ein gut konvergierendes Zweigitterverfahren
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verfiigt. Man kann ohne grossen Verlust der Konvergenzgeschwindig-
keit die exakte Losung durch eine geeignete Approximation ersetzen.
Diese Approximation kann man wiederum mit der Zweigitterme-
thode bestimmen, wodurch man schliesslich auf einem dritten, noch
groberen Gitter arbeitet. Man kann dieses Vorgehen so lange weiter-
fiihren bis man auf einem Gitter angelangt ist, auf dem die Resi-
duumsgleichung ohne grossen Rechenaufwand entweder direkt oder
iterativ gelost werden kann. Nachdem die Losung auf dem grobs-
ten Gitter bestimmt wurde, werden alle angefangenen Zweigitterzy-
klen nacheinander beendet. Vor jeder Interpolation muss die Lésung
nocheinmal geglittet werden.

Durch die Verschachtelung mehrerer Zweigitterzyklen nach der oben
beschriebenen Methode erhélt man einen speziellen Mehrgitterzy-
klus, den sogenannten V-Zyklus.

Da in dieser Mehrgittervariante auf den groben Gittern mit Korrek-
turen fiir die Feingitterapproximation gearbeitet wird, nennt man
das lineare Mehrgitterverfahren auch Korrekturschema.

7.1.1 Anisotrope Probleme

Das Gauf-Seidel-Verfahren, mit dem die Fehler punktweise gegléttet
werden, und die Standardvergroberung kdnnen nicht immer in einem
Mehrgitteralgorithmus erfolgreich miteinander kombiniert werden,
wie an dem Beispiel des anisotropen Problems

Lu = —€eugy, — Uyy = f(x, y) (Q?, y) € Q (152)
mit 0 <e << 1
gezeigt wird. Fiir die diskrete Darstellung des anisotropen Problems

erhilt man fiir Gitterpunkte (x,y) € €y, die keine Randpunkte von
Q, sind, in Stencilschreibweise die Gleichung

—1
1
Lyup(2,y) = 7z | € 2(14¢) —e | wp(z,y)=frn. (153)
—1

h
Bei der Anwendung des Gaufs-Seidel-Verfahrens ergibt sich fiir den
Fehler in dem Gitterpunkt (x;, y;):

1
e?“(ﬂ?i,yj) = m[ﬁegﬂ(l’m,yﬂ+€Zl+1($¢,yj71)
+eey (Tiv1,y5) + e (T, Yjan)] (154)

104



Fiir sehr kleine e-Werte findet lediglich eine Mittellung und damit
eine Glattung des Fehlers in die y-Richtung statt, wie in Abbildung
42 dargestellt ist. Dadurch ist eine Vergroberung des Gitters in die
z-Richtung nicht sinnvoll.

Ml
:,‘r','a,.;:;\,w_'!l‘

Fehler der Startlésung Fehler nach Fehler nach
5 Iterationen 10 lterationen

Abbildung 42: Einfluss der Gauf-Seidel-Iterationen auf den Fehler bei dem ani-
sotropen Problem (152) (aus [33])

Semivergréberung und Punkt-Glitter Ein naheliegendes Vorgehen
liegt darin, wie bisher mit dem Gauf-Seidel-Verfahren die Fehler an
den einzelnen Gitterpunkten nacheinander zu glitten und das Gitter
nur in die Richtung zu vergrébern, in die der Fehler glatt ist. In dem
hier besprochenen Fall darf nur in die y-Richtung vergrébert wer-
den, H, = h und H, = 2h. Man nennt diese Art der Vergroberung
Semivergroberung in y-Richtung (siehe Abb. 43).

Abbildung 43: Zwei Semivergroberungen in die y-Richtung von h, = % und

h, = & ausgehend (aus [33])

Im Folgenden besteht jeder Glattungsschritt aus vier Teilschrit-
ten. In jedem Teilschritt wird in einer anderen "Ecke” des Gitters
mit der Glattung begonnen, um dann alle Unbekannten zu bestim-
men. In der Abbildung (44) sind fiir die vier Teilgliattungsschritte
die Reihenfolgen, in denen die Unbekannten mit dem Gaufs-Seidel-
Verfahren bestimmt werden, schematisch dargestellt.
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(@) 13 14 15 16 (b)) 4 3 2 1
9 10 11 12 8 7 6 5
5 6 7 8 12 11 10 9
1 2 3 4 16 15 14 13
(¢) 16 15 14 13 (d) 1 2 3 4
12 11 10 9 5 6 7 8
8 7 6 5 9 10 11 12
4 3 2 1 13 14 15 16

Abbildung 44: Die schematische Darstellung der vier Teilschritte eines Glét-
tungsschrittes

Liniengliitter und Standardvergroberung Eine Moglichkeit die Stan-
dardvergroberung beizubehalten liegt in der Verwendung von Lini-
engldttern. Bei diesen Glattern werden alle Werte, die auf einer Linie
liegen, simultan berechnet. Die Standardvergréoberung kann bei die-
sem Vorgehen beibehalten werden, da nach [33] der Fehler in die
Richtung glatt wird, in der die unbekannten Werte gleichzeitig be-
rechnet werden. Wird die Rechenvorschrift durch das Gaufs-Seidel-
Verfahren gegeben und die Werte zu den Gitterpunkten, die auf einer
Parallelen zur z-Achse verlaufen, simultan berechnet, so spricht man
von dem z-Linien-Gauf-Seidel- Verfahren. Entsprechend werden bei
dem y-Linien-Gauf-Seidel-Verfahren die Werte, die auf einer Par-
allelen zur y-Achse verlaufen, gleichzeitig berechnet

Bei der Losung der Black-Scholes-Gleichung und der Black-Scholes-
Ungleichung besitzt man nur ein eindimensionales Gitter in jedem
Zeitschritt und wendet darauf die Standardvergroberung an. Bei der
partiellen Differentialgleichung fiir asiatische Optionen erhilt man
ein zweidimensionales Gitter, das bei der amerikanischen Options-
variante mit der Semivergroberung vergrobert werden muss.

7.1.2 Ergebnisse fiir europiische Optionen

In Abschnitt 6.2 wurde bei der Bewertung der europiischen Op-
tionen die Matrixgleichung (128) mit dem Gauf-Seidel-Verfahren
iterativ gelost. Im Folgenden wird bei der iterativen Losung der
Matrixgleichung (128) der Mehrgitteralgorithmus mit dem Gaufs-
Seidel-Verfahren als Glitter verwendet.

106



Beispiel 7.1 Es werden die europdischen Call- und Putoptionen
aus Beispiel 6.1 bewertet, wobei diesmal der Mehrgitteralgorithmus
verwendet wird. Ansonsten stimmen die Bedingungen mit denen aus
Beispiel 6.1 tiberein. Die Werte VMY fiir die Optionen sind in der

Tabelle 26 und in der Tabelle 27 angegeben.

o yen || VS | Tterationen VMG | Tterationen
pro Zeitschritt pro Zeitschritt
0.01 || 0.95 | 0.95 | 3 095 |1
0.1 1.03 || 1.03 | 21 1.03 3
0.2 1.32 || 1.32 | 57 1.32 | 3
0.3 1.67 || 1.67 | 105 1.67 | 3
0.4 2.03 || 2.03 | 162 2.03 |3
Tabelle 26: Die Werte fiir einen européischen Call auf Aktien mit verschiedenen
Volatilitdten
o ven || VES | Tterationen VMG | innere
pro Zeitschritt Iterationen
0.1 || 0.07 || 0.07 | 6 0.07 |1
0.2 || 0.37 || 0.37 | 18 0.37 |2
0.3 ] 0.72 || 0.72 | 53 072 |3
0.4 | 1.08 || 1.08 | 132 1.08 | 3

Tabelle 27: Die Werte fiir einen europaischen Put auf Aktien mit verschiedenen
Volatilititen

Die Ergebnisse zeigen, dass die Konvergenzgeschwindigkeit des
Lisungsverfahrens durch den Mehrgitteralgorithmus beschleunigt wird.
Selbst bei Aktien mit einer grisseren Volatilitat nimmt die Anzahl
der Iterationen nur minimal zu.

7.2 Mehrgitter fiir nicht lineare partielle Differentialglei-
chungen

Im Folgenden wird der Fall einer nicht linearen partiellen Differen-
tialgleichung fiir eine beliebige Funktion u,
Npup = fo (Q)
up = fr (092)

(155)
(156)
betrachtet. Bei der iterativen Losung dieser nicht linearen Diffe-
rentialgleichung wird als Mehrgittermethode das Full Approzimati-

on Scheme (FAS) verwendet. Die Idee dieses Schemas wird zuerst
wieder anhand der Zweigittermethode beschrieben und kann dann
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entsprechend dem linearen Fall zum Mehrgitterverfahren erweitert
werden (vergleiche [6], [33]).

In dem nicht linearen Fall erhélt man fiir den geglidtteten Fehler €}
nach dem m-ten Iterationsschritt auf dem feinen Gitter die Glei-
chung B

Nh(ﬂZl +ézn) - Nhﬂzn - fh - Nhﬂh - dh . (157)
Auf dem groberen Gitter 2 wird diese Gleichung durch

Ny (T + ) — Ny = dy (158)

approximiert. Fiir die Grobgittergleichung gilt daher
wobei die rechte Seite Fi durch

Fy = I (fn — Nuup') + N I]'w; (160)

gegeben ist und mit uy die volle Approximation auf dem groberen
Gitter angedeutet wird.

Nachdem @7 als Approximation oder exakte Losung von upy auf
dem groben Gitter ermittelt wurde, kann der Fehler e = % —
T4 bestimmt, auf das feine Gitter interpoliert und zu der dortigen
Approximation addiert werden, um die verbesserte Approximation

utt = @ + I%em zu erhalten. Das FAS-Zweigitterschema ist in

Abbildung (45) dargestellt.

i
Uy —— u— oy = fi — Npul D U+ T — u.?"'l

t k
\T,{f l[,{f 11;;

—_m . —m
w o | Na G + T - N =

Abbildung 45: Die FAS Zweigittermethode (aus [33]). In dieser Darstellung wird
der Fehler mit v und nicht mit e bezeichnet.

Fiir die Restriktion wird wieder die Injektion und fiir die Inter-
polation die bilineare Interpolation verwendet.
Wie im linearen Fall ergibt sich das FAS-Mehrgitterschema rekursiv
aus dem FAS-Zweigitterschema.

108



7.2.1 Anwendung des PFAS auf das lineare Komplementarititspro-
blem

Bei der Behandlung des linearen Komplementaritétsproblems (133)
wird durch einige Iterationen mit dem Projektions-Gaufk-Seidel-Ver-
fahren der Fehler der Approximation geglittet. Im m-ten Iterati-
onsschritt besitzt die geglittete Approximation V7, den Fehler €.
Dieser glatte Fehler erfiillt das lineare Komplementarititsproblem

ey + th -G >

Ayer —d, >

(Awey —dy )(En + Vi —Gh) =
mit  d, =By — AV,

(161)

o o O

Auf einem Gitter mit der Schrittweite H wird der Fehler €} durch
den Fehler €}; approximiert. Dieser Fehler erfiillt das lineare Kom-
plementaritatsproblem

em+ IHVY — 1@,
Agep — 174,

(Apey — Ifdy )@ + IV, —I7Gy) =

>
> 0 (162)

Da es sich bei dem linearen Komplementarititsproblem um eine
nicht lineare Aufgabestellung handelt, ist es vorteilhaft mit dem Full
Approximation Scheme zu arbeiten. Dazu muss auf dem groberen
Gitter das lineare Komplementaritiatsproblem (163) gelost werden.

Vii— Gy > 0
AgViy — By > 0 (163)
(Ve — Gu)(AgVg — By) = 0

mit By = I/'d, + AgI['V})

Die Lésung Vi des linearen Komplementaritiitsproblems (163) auf
dem groben Gitter setzt sich aus der Restriktion der Approximation
von dem feinen Gitter und dem Fehleranteil zusammen, Vi = €y +
v V, . Nachdem VH als Approximation oder exakte Losung von Vi
bestimmt wurde kann der Fehler ¢ = Vi — 17V V, bestimmt, auf
das feine Gitter interpoliert und zu der dort approximierten Losung
addiert werden, um diese zu verbessern, V;"*! = [hem 4 721.
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7.2.2 Ergebnisse fiir amerikanische Optionen

Mit dem PFAS-Verfahren wird bei der Bewertung der amerikani-
schen Optionen ein Mehrgitteralgorithmus angewendet.

Beispiel 7.2 Fs werden die amerikanischen Putoptionen aus Bei-
spiel 6.2 bewertet. Diesmal wird jedoch der Mehrgitteralgorithmus
verwendet. Ansonsten stimmen die Bedingungen mit denen aus Bei-
spiel 6.2 diberein. Die Werte VMY fiir die Optionen sind in der Ta-
belle 28 angegeben.

o ytrans || VGS | Tterationen VMG | innere
pro Zeitschritt Iterationen
0.1 || 0.16 0.16 | 7 0.16 2
0.2 || 0.48 0.48 | 18 0.48 2
0.3 || 0.83 0.83 | 40 0.83 | 2
0.4 | 1.19 1.19 | &4 1.19 3

Tabelle 28: Die Werte fiir einen amerikanischen Put auf Aktien mit verschiede-
nen Volatilitaten

Die Werte bestdtigen die Ergebnisse aus Beispiel 7.1. Der Mehr-
gitteralgorithmus verbessert deutlich die Konvergenzgeschwindigkeit
des Liosungsverfahrens. Die Anzahl der Iterationen nimmt nur ge-
ring zu, wenn die Volatilitdt der Aktie grosser wird.
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8 Numerische Losung der partiellen Differential-
gleichung und -ungleichung fiir asiatische Op-
tionen

Die vorherigen Abschnitte dienten als Vorbereitung fiir die Bewer-
tung der asiatischen Optionen. Es wurde gezeigt, dass sich fiir die
Diskretisierung des Konvektionsterms das Upwind-Schema-zweiter-
Ordnung mit dem van Leer Limiter am besten eignet. Wiahlt man
zusatzlich fiir die Zeitdiskretisierung das §-BDF2-Schema mit 6 =
0.75, so liefert das Verfahren eine stabile Losung und besitzt eine
CFL-Bedingung fiir die Monotonie, die grofer ist, als die des implizi-
ten BDF2-Verfahrens. Weiterhin wurde gezeigt, dass das freie Rand-
wertproblem, das bei der Behandlung der amerikanischen Options-
varianten entsteht, mit dem Projektions-Gauf-Seidel-Algorithmus
effizient gelost werden kann. Auferdem wurde demonstriert, dass ein
Mehrgitteralgorithmus das Losungsverfahren wesentlich beschleu-
nigt. Die gewonnen Erkenntnisse werden in diesem Abschnitt ver-
wendet, um die zweidimensionale partielle Differentialgleichung und
Differentialungleichung fiir kontinuierliche asiatische Optionen l6sen
zu konnen.

Entsprechend dem bisherigen Vorgehen werden zuerst die asiati-
schen Optionen vom européischen Typ und dann die amerikanische
Variante behandelt.

8.1 Asiatische Optionen vom europédischen Typ

Fiihrt man die gleiche Transformation fiir den Zeitparameter durch
wie in Kapitel 6, so erhélt man fiir die kontinuierlichen asiatischen
Optionen die vorwéartsgerichtete partielle Differentialgleichung:

1 -5

A
Vi = —0252V55 +rSVg —

5 mVA —rV (164)

Die partielle Differentialgleichung (164) unterscheidet sich von der
Black-Scholes-Gleichung durch den Konvektionsterm in die A-Richtung
(‘%jf) V4. Dieser Term sorgt dafiir, dass die Sprungbedingung konti-
nuierlich erfiillt wird.

Zum Zeitpunkt ¢t = T besitzt der Konvektionsterm eine Singularitit.
Das ist aber nicht problematisch, da es sich bei diesem Zeitpunkt
um den "Geburtstermin” der Option handelt, der Aktienkurs und

der aktuelle Durchschnittswert fiir den Kurs daher gleich gross sind.
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Da der Konvektionsterm an diesem Zeitpunkt verschwindet, muss
nur die Black-Scholes-Gleichung entlang der Diagonalen S = A ge-
16st werden.

8.1.1 Die Diskretisierung des Konvektionsterms

Bei der partiellen Differentialgleichung fiir asiatische Optionen han-
delt es sich um eine zweidimensionale Konvektions-Diffusions-Glei-
chung. Da in A-Richtung kein Diffusionsterm existiert, ist die Dif-
ferentialgleichung in dieser Richtung konvektionsdominant. Die Un-
tersuchungen in Abschnitt 6.1.2 haben gezeigt, dass bei konvekti-
onsdominanten Problemen der Konvektionsterm mit der Upwind-
Diskretisierung zweiter Ordnung und der Verwendung des van Leer
Limiters ¢(¢) (siehe in Abschnitt 6.1.2 (108)) diskretisiert werden
sollte. In diesem Fall erhélt man zufriedenstellende Ergebnisse be-
ziiglich der Genauigkeit.

Der Informationsfluss in A-Richtung wird durch den Konvektions-

(’;‘;f) V4 bestimmt. Fiir ihn bestehen drei Moglichkeiten:

e S=A:
Es findet kein Informationsfluss in A-Richtung statt

e 5S> A
Es findet ein Informationsfluss in negativer A-Richtung statt

e S <A
Es findet ein Informationsfluss in positiver A-Richtung statt

term

In jedem Zeitschritt fliefen die Informationen von der Diagonalen
S = A in positiver beziehungsweise negativer A-Richtung nach au-
fsen. Die unterschiedlichen Flussrichtungen miissen bei der Upwind-
Diskretisierung beriicksichtigt werden. Im Folgenden wird der Kon-

vektionsfaktor durch |b = % ersetzt.

e S=A=5b=0
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e S>A=0b<0:

b b
bVy = E(V;',jJrl — Vi) + ﬁ(%,frl - V;',j)w(qz',ﬁ%)
b
_ﬁ(‘@,jw - V;'+1)w(qz',j+g) (165)

ooz Wi =Vig) - (Vi — Vi)
W (Vi = Vi) D T (Vigge — Viga)

e S<A=b>0:

a b

bV, = E(V;’j —Vijo1) + ﬁ(‘/;',j - V;‘,j—l)w(qi,jf%)
b

_ﬁ(v;,jfl - %fZ)w(qz',jfg) (166)
o= W =Vig) - (Vi = Vi)
e (Vig = Viga) T (Vij1—Vij2)

M8

8.1.2 Die Anfangs- und Randbedingungen

Da weder der Aktienkurs noch sein Mittelwert unendlich grofse Wer-
te annehmen, wird das Gebiet in der S-A-Ebene, iiber dem die Lo-
sungsfliche bestimmt werden soll, in den Bereich Q = [0, S™**] x
[0, A™*] eingegrenzt. Um den Fehler, der durch diese Einschriankung
entsteht, zu reduzieren miissen A™* und S™* ausreichend gross ge-
wihlt werden. Die Grenzen sollten mindestes zwei bis drei mal so
gross sein wie der Ausiibungswert der Option oder der betrachtete
Aktienkurs Sj.

Wie bei den Standardoptionen ist die Anfangsbedingung der Anfangs-
Randwertaufgabe durch die Auszahlungsfunktion der betrachteten
Option (siehe Kapitel 5) gegeben. Aus der Anfangsbedingung ergibt
sich auch die Anfangsrandbedingung. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 gilt fiir

e S=0:
V(0,A4,0) = G(0, A,0) (167)
A € [0, AmeT]
o 5= g5ma.;
V(S™® A,0) = G(S™*, A,0) (168)
A € [0, A™meT]
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V(S,0,0) = G(S,0,0) (169)
S € [0, §™a7]
o A= Amas .
V(S, Ame_0) = G(S, A 0) (170)
S € [0, §™a]

Die Randwerte bei S = 0 und S = S™" fiir t > 0 ergeben sich aus
der Sprungbedingung. Fiir den Fall S = 0 erhélt man aus der parti-
ellen Differentialgleichung (164) die reduzierte Differentialgleichung

Vi = —ﬁVA —rV. (171)
In der Literatur gibt es keine Aussage iiber eine anerkannte Regel
fiir das Verhalten des Optionswertes am Rand S = S™%. Daher ist
es wichtig, diesen Rand weit genug entfernt vom betrachteten Akti-
enkurs zu wihlen. Da die Sprungbedingung an dem Rand auf jeden
Fall erfiillt sein muss, kann dieser mit der partiellen Differentialglei-
chung
A — Smaz

(T'—1)

in jedem Zeitschritt aktualisiert werden.
Bei der Betrachtung des Konvektionsterms %VA hat sich ge-
zeigt, dass die Informationen von der Diagonalen S = A aus in
die A-Richtung nach aufen flieken. Wahlt man ein quadratisches
Gebiet (A™** = S™*) dann ergeben sich die Randwerte bei A = 0
und A = A™* aus der Losung der partiellen Differentialgleichung
(164). Die Aufgabe der Randbedingung iibernimmt in diesem Fall
die Hauptdiagonale S = A. Von ihr fliefen alle Informatonen in die
positive und negative A-Richtung nach aussen weg. An den Réndern
A=0und A = A™* kann jedoch nicht ohne weiteres die Upwind-
Diskretisierung-zweiter-Ordnung verwendet werden da Werte, die
ausserhalb des Gitters liegen, benotigt wiirden. Man kann statt des-
sen die Randwerte mit einem Extrapolationsverfahren der entspre-
chenden Ordnung aus den inneren Werten extrapolieren.

Vi=— Va (172)

8.1.3 Anwendung des Mehrgitterverfahrens

Die partielle Differentialgleichung fiir die asiatischen Optionen 16st
man auf einem zweidimensionalen Gitter. Da dieses Problem einen
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Diffusionsterm nur in die S-Richtung besitzt, bieten sich fiir die
Gldattung und die Vergroberung die zwei Kombinationen an, die in
Abschnitt 7.1.1 angesprochen wurden. Entweder verwendet man das
Punktweise-Gauf-Seidel-Verfahren zusammen mit der Semivergro-
berung in S-Richtung oder man kombiniert das Linien-Gaufs-Seidel-
Verfahren mit der Standardvergréberung.

Die zweite Alternative besitzt den Vorteil, das der Fehler in bei-
de Richtungen geglittet wird und durch die Standardvergréberung
weniger Werte auf den groberen Gittern zu bestimmen sind. Auf
Grund der Wahl der Diskretisierungen muss bei der Anwendung des
Linienglétters fiir jeden Block ein Gleichungssystem mit Hilfe einer
Tridiagonalmatrix gelost werden. Die exakte Losung eines Tridia-
gonalsystems erfordert relativ wenig Rechenaufwand. Im Fall des
A-Linien-Gauf-Seidel-Verfahren verringert sich auferdem die An-
zahl der Rechenoperationen. Zur Verdeutlichung muss man dafiir
die Gitterwerte betrachten, die bei der Berechnung des Wertes an
der Stelle (S;, A;) Einfluss nehmen. Dazu wird ein Stencil verwendet,
in dem die Einfluss nehmenden Gitterwerte mit einem X gekenn-
zeichnet sind.

Da die partielle Differentialgleichung fiir die kontinuierlichen asiati-
schen Optionen in die A-Richtung nur einen Konvektionsterm be-
sitzt, erhédlt man fiir die Gitterpunkte oberhalb der Diagonalen S =
A Gleichungen der Form (173) und fiir die Punkte unterhalb der
Diagonalen Gleichungen der Form (174) und fiir die Diagonalgitter-
punkte Gleichungen der Form (175).

_ 0 -
B X dp

_ X -

B 0 dp

_ 0 -

B 0 dp

Betrachtet man die Stencilformen (173),(174) und (175), dann er-
gibt sich fiir jeden Block von Gitterwerten, die simultan bestimmt
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werden sollen, ein Gleichungssystem in Bidiagonalform. Auf Grund
dieser Struktur kann das Gleichungssystem mit wenig Rechenauf-
wand direkt gelost werden.

8.1.4 Ergebnisse

Im Folgenden werden asiatische Optionen vom europiischen Typ
bewertet. Dafiir wird die partielle Differentialgleichung

A-S

T (176)

V= %O’QSQVSS +rSVs —
mit den in Kapittel 6 und Abschnitt 8.1.1 besprochen Diskretisie-
rungen diskretisiert. Fiir den Zeitterm wird das §-BDF2-Schema
mit § = 0.75 gewéhlt und die beiden Konvektionsterme werden
mit dem Zweite-Ordnung-Upwind-Schema diskretisiert und dabei
der van Leer Limiter verwendet.

Die Bewertungen wurden auf einem PC mit einem Pentium 3 Pro-
zessor mit 700 Mhz durchgefiihrt. Der Code des C-Programmes, der
dafiir verwendet wurde, ist in Anhang A dargestellt.

Die Marktwerte Die floating strike und fixed strike Optionen vom
europaischen Typ, deren Werte in Tabelle 29 bis Tabelle 36 ange-
geben werden, beziehen sich auf Aktien mit dem aktuellen Kurs
Sp = 100 €. Die Aktien besitzen die Volatilitdt o = 0.1 beziehungs-
weise 0 = 0.2. Alle betrachteten Optionen haben ihren Ausiibungs-
zeitpunkt in 7" = 1 Jahr und der risikolose Zinssatz betragt r = 0.1.
Der Ausiibungspreis der fixed strike Optionen liegt bei K = 100 €.

Der Losungsbereich und die Schrittweiten Der Losungsbereich ist
durch S™ = Ame* = 250 € eingeschrinkt. Damit liegen die Gren-
zen bei dem 2.5-fachen Wert des aktuellen Aktienkurses beziehungs-
weise des Ausiibungspreises der Optionen und sind fiir die betrachte-
ten Volatilitdten ausreichend grof gewihlt. Die Raumschrittweiten
wurden mit 05 = 0 A = 1 festgelegt. Fiir die Zeitschrittweite wurde
0t = 0.01 gewdhlt, die Bewertung erfolgt also in 100 Zeitschritten.

Die Vergleichskriterien FEs werden der Mehrgitteralgorithmus mit
dem punktweisen Gaufi-Seidel-Verfahren als Glatter und der Se-
mivergroberung MGpgs (siehe Abschnitt 7.1), der Mehrgitteralgo-
rithmus mit dem Linien-Gaufs-Seidel-Verfahren als Glatter und der
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Standerdvergroberung MG s (sieche Abschnitt 7.1) und der Single-
gridalgorithmus mit dem Gauf-Seidel-Verfahren als Loser SGgg mit-
einander verglichen. In dem Mehrgitteralgorithmus mit der punkt-
weisen Glattung wird der Vier-Richtungs-Glitter angewendet (sie-
he Abschnitt 7.1.1), wodurch jeder Glattungsschritt aus vier Gauf-
Seidel-Iterationen besteht. Da bei dem Singlegridalgorithmus das
Gauk-Seidel-Verfahren nicht als Glitter sondern als iterativers Lo-
sungsverfahren verwendet wird, besteht jede innere Iteration aus nur
einer Gauf-Seidel-Iteration.

Der Vergleich der Verfahren bezieht sich zum Einen auf die Anzahl
der inneren Iterationen (siehe Abschnitt 6.1.3), die diese Verfahren
im Durchschnitt benotigen, um das Residuum der entsprechenden
Startlossung um den Faktor 10~* zu reduzieren. Zum anderen wird
die Zeit, in der die Verfahren die Optionen bewerten, betrachtet.
Die CPU-Zeit wird in Sekunden (Sek) angegeben.

Die Referenzen Als Referenzwerte werden die Ergebnisse von Zvan,
Forsyth und Vetzal aus [39] (angedeutet mit Z/F/V) und die Ergeb-
nisse von Barraquand und Pudet aus [3] (B/P) angegeben. Z/F/V
wenden ein Verfahren an, dass dem hier angewandten beziiglich der
Raumdiskretisierung &dhnelt. Fiir die Zeitdiskretisierung verwenden
sie das Crank-Nicolson-Verfahren und die iterative Losung erfolgt
mit dem priakonditionierten Verfahren der konjugierten Gradienten
(PCG) mit der ILU Vorkonditionierung. B/P benutzen in [3| die
sogenannte "Forward Shooting Method”.

Beispiel 8.1 Furopdische floating strike Putoptionen:

MGpgs | MGrgs | SGags || B/P | Z/V/F
Vo 0.59 0.59 0.59 0.61 | 0.59
innere Iterationen || 1 1 28.5
CPU-Zeit (Sek) 238 233 466

Tabelle 29: Die Werte einer européaischen floating strike Putoption auf eine Aktie
mit der Volatilitit o = 0.1

MGpgs | MGrags | SGas || B/P | Z/V/F
Vo 2.44 2.44 2.44 2.49 | 2.42
innere Iterationen || 1.56 1 65.8
CPU-Zeit (Sek) 321 251 872

Tabelle 30: Die Werte einer europaischen floating strike Putoption auf eine Aktie
mit der Volatilitdt o = 0.2
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Beispiel 8.2 Furopdische floating strike Calloptionen.:

MGpgs | MGrgs | SGas || B/P
Vo 5.42 5.42 5.42 5.38
innere Iterationen || 2 1 55.1
CPU-Zeit (Sek) || 389 221 763

Tabelle 31: Die Werte einer européischen floating strike Calloption auf eine Aktie
mit der Volatilitit o = 0.1

MGpgs | MGrgs | SGas || B/P
Vo 7.28 7.28 7.28 7.26
innere Iterationen || 2 1 85.3
CPU-Zeit (Sek) || 301 233 547

Tabelle 32: Die Werte einer européischen floating strike Calloption auf eine Aktie
mit der Volatilitdt o = 0.2

Beispiel 8.3 Furopdische fixed strike Putoptionen:

MGpgs | MGrgs | SGas || B/P
Vo 0.57 0.57 0.57 0.57
innere Iterationen || 1.5 1 33.2
CPU-Zeit (Sek) 369 253 592

Tabelle 33: Die Werte einer européischen fixed strike Putoption auf eine Aktie
mit der Volatilitit o = 0.1

MGpgs | MGrgs | SGas || B/P
Vo 2.36 2.36 2.36 2.37
innere Iterationen || 1.6 1 56
CPU-Zeit (Sek) 337 236 762

Tabelle 34: Die Werte einer européischen fixed strike Putoption auf eine Aktie
mit der Volatilitdt o = 0.2

Beispiel 8.4 Furopdische fixed strike Calloptionen:

MGpgs | MGrgs | SGags || B/P | Z/V/F
Vo 5.25 5.25 5.25 5.28 | 5.26
innere Iterationen || 2 1 53.9
CPU-Zeit (Sek) 386 235 727

Tabelle 35: Die Werte einer européischen fixed strike Calloption auf eine Aktie
mit der Volatilitdt o = 0.1
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MGpgs | MGrgs | SGags || B/P | Z/V/F
Vo 7.04 7.04 7.04 7.08 | 7.04
innere Iterationen || 2 1 84.1
CPU-Zeit (Sek) 396 228 1058

Tabelle 36: Die Werte einer européischen fixed strike Calloption auf eine Aktie
mit der Volatilitit o = 0.2

Die Ergebnisse fiir die Optionswerte in den Beispielen 8.1 bis 8.4
stimmen sehr gut mit den Referenzwerten aus [3| und [39] iiberein.
Bei dem Vergleich der Anzahl der bendtigten inneren Iterationen
und der gesamten Rechenzeit der Verfahren zeigt sich, dass der Ein-
satz des Mehrgitteralgorithmus zu einer schnelleren Konvergenz und
damit zu einer kiirzeren Rechenzeit fiihrt als der Singlegridalgorith-
mus. Dabei ist der Liniengldtter kombiniert mit der Standardver-
groberung bei dem Mehrgitterverfahren zu bevorzugen.

Das Verhalten der Losungsfliche fiir eine européischen floating stri-
ke Putoption im Laufe der Zeit wird in den Abbildungen 46 bis 50
dargestellt. Fiir den letzten Zeitschritt £ = 100 erhélt man eine ein-
dimensionale Losungskurve entlang der Diagonalen S = A, die mit
der Black-Scholes-Gleichung geldst wird, da in diesem Zeitpunkt der
Konvektionsterm in die A-Richtung wegfallt.

Die Abbildungen zeigen das typische Verhalten des Preises von asia-
tischen Optionen. In ihrer Anfangsphase finden die groften Ande-
rungen des Optionspreises statt wihrend zum Ende ihrer Lebens-
dauer ihr Preis relativ stabil bleibt, da sich die Kursschwankungen
dann nur noch minimal auf den Mittelwert auswirken. Einen be-
deutenden Einfluss hat dabei die Sprungbedingung. Bei der Losung
der Anfangs-Randwertaufgabe lauft der Zeitparameter von ¢ = 0
bis t = T, wobei t = 0 den Verfallstermin der Option angibt und
t = T den Geburtstermin®. Fiir grofer werdende ¢-Werte wichst
der Konvektionsterm ﬁVA und damit sein Einfluss auf die Lo6-
sung an. Besonders in dem letzten Viertel der Laufzeit, also in der
Anfangsphase der Option, verringert sich dabei die CFL-Bedingung
und man muss auf die geeigneten Raum- und Zeitschrittweiten ach-
ten, um eine gute Approximation der Losung zu erhalten.

6Mit t wird der transformierte Zeitparameter bezeichnet. Vergleiche dazu Kapitel 6

119



Abbildung 46: Die Anfangsbedingung fiir eine européischen floating strike Put-

option

0.25

t

Abbildung 47: Die Losungsflache fiir eine européischen floating strike Putoption

nach 25 Zeitschritten
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t=0.5

Abbildung 48: Die Losungsflache fiir eine européischen floating strike Putoption

nach 50 Zeitschritten

0.75

t

Abbildung 49: Die Losungsfliche fiir eine européischen floating strike Putoption

nach 75 Zeitschritten
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t=0.99 ——

Abbildung 50: Die Losungsflache fiir eine européischen floating strike Putoption
nach 99 Zeitschritten

8.2 Asiatische Optionen vom amerikanischen Typ

Genauso wie bei den amerikanischen Standardoptionen aus der Black-
Scholes-Gleichung eine Ungleichung wird, erhélt man fiir die asia-
tischen Optionen vom amerikanischen Typ aus der partiellen Diffe-
rentialgleichung (164) die partielle Differentialungleichung

1 A—-S
['AVZV;—50252V55—TSVS+mVA+TVZ0' (177)

Auch diese Ungleichung kann als lineares Komplementaritétspro-
blem in der Form

0
0 (178)
0

dargestellt und mit dem Projektions-Gauk-Seidel-Algorithmus (sie-
he Abschnitt 6.3.1) beziehungsweise mit dem PFAS (siehe Abschnitt
7.2.1) gelost werden.

Wihrend der Anwendung dieser Verfahren muss die punktweise Pro-
jektion der berechneten Werte durchgefiihrt werden. Dies fiihrt zu
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Problemen, falls in dem Mehrgitteralgorithmus ein Liniengléatter ver-
wendet wird. Das Verfahren divergiert in diesem Fall. Man sollte
einen Detektionsmechanismus einsetzen um zuerst den freien Rand
zu bestimmen und nachher eine Linienrelaxation bis zu diesem Rand
ausfithren (siehe [8]).

Fiir die numerische Losung des linearen Komplementaritétspro-
blems (178) wird daher das Punktweise Gauk-Seidel-Verfahren mit
der Semivergroberung kombiniert.

8.2.1 Ergebnisse

Im Folgenden werden asiatische Optionen vom amerikanischen Typ
bewertet. Dafiir wird das lineare Komplementaritatsproblem (178)
mit den in Abschnitt 8.1.4 verwendeten Diskretisierungen diskreti-
siert. Auch die Marktwerte, der Losungsbereich, die Schrittweiten
und die Referenzen entsprechen denen aus Abschnitt 8.1.4. Die Op-
tionswerte sind in Tabelle 37 bis Tabelle 44 angegeben.

Es werden das PFAS-Verfahren (siehe Abschnitt 7.2) mit dem punkt-
weisen Projektions-Gauf-Seidel-Verfahren als Glatter und der Semi-
vergroberung MGpgg und der Singlegridalgorithmus mit dem Pro-
jektions-Gaufs-Seidel-Verfahren (siehe Abschnitt 6.3.1) als Loser SGgg
miteinander verglichen. Der Vergleich bezieht sich wieder auf die An-
zahl der inneren Iterationen und die Zeit, in der die Verfahren die
Optionen bewerten. Die CPU-Zeit wird in Sekunden (Sek) angege-
ben.

Beispiel 8.5 Amerikanische floating strike Putoptionen:

MGpgs | SGgs || B/P | Z/V/F
Vo 1.93 1.93 1.8 1.95
innere Iterationen || 1 32.4
CPU-Zeit (Sek) 282 553

Tabelle 37: Die Werte einer amerikanischen floating strike Putoption auf eine
Aktie mit der Volatilitdt o = 0.1

MGpgs | SGgs || B/P | Z/V/F
Vo 4.98 4.98 4.81 | 4.93
innere Iterationen || 1.4 75.5
CPU-Zeit (Sek) 324 1012

Tabelle 38: Die Werte einer amerikanischen floating strike Putoption auf eine
Aktie mit der Volatilitdt o = 0.2
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Beispiel 8.6 Amerikanische floating strike Calloptionen:

MGpas | SGas B/P
Vo 5.77 5.77 5.67
innere Iterationen || 1 18.6
CPU-Zeit (Sek) 281 351

Tabelle 39: Die Werte einer amerikanischen floating strike Calloption auf eine
Aktie mit der Volatilitdt o = 0.1

MGpas | SGas B/P
Vo 8.56 8.56 8.46
innere Iterationen || 1.2 57
CPU-Zeit (Sek) 312 786

Tabelle 40: Die Werte einer amerikanischen floating strike Calloption auf eine
Aktie mit der Volatilitdt o = 0.2

Beispiel 8.7 Amerikanische fized strike Putoptionen:

MGpas | SGas B/P
Vo 1.11 1.11 1.08
innere Iterationen || 1 19.4
CPU-Zeit (Sek) 270 370

Tabelle 41: Die Werte einer amerikanischen fixed strike Putoption auf eine Aktie
mit der Volatilitit o = 0.1

MGpas | SGas B/P
Vo 3.20 3.20 3.18
innere Iterationen || 1 51
CPU-Zeit (Sek) 255 732

Tabelle 42: Die Werte einer amerikanischen fixed strike Putoption auf eine Aktie
mit der Volatilitdt o = 0.2

Beispiel 8.8 Amerikanische fized strike Calloptionen:

MGpgs | SGgs || B/P | Z/V/F
Vo 5.39 5.39 5.40 | 5.39
innere Iterationen || 2 49
CPU-Zeit (Sek) 440 703

Tabelle 43: Die Werte einer amerikanischen fixed strike Calloption auf eine Aktie
mit der Volatilitdt o = 0.1
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MGpgs | SGgs || B/P | Z/V/F
Vo 7.55 7.55 7.52 | 7.55
innere Iterationen || 2 94
CPU-Zeit (Sek) 467 1189

Tabelle 44: Die Werte einer amerikanischen fixed strike Calloption auf eine Aktie
mit der Volatilitdt o = 0.2

Die Ergebnisse fiir die amerikanischen Optionen in den Beispielen
8.5 bis 8.8 stimmen sehr gut mit den Referenzwerten aus [39] und [3|
iiberein. Wie in Abschnitt 8.1.4 zeigt sich bei dem Vergleich der An-
zahl der benotigten inneren Iterationen und der gesamten Rechen-
zeit, dass der Mehrgitteralgorithmus zu einer schnelleren Konver-
genz und damit zu einer kiirzeren Rechenzeit fiihrt als der Single-
gridalgorithmus.

In den Abbildungen 51 bis 55 wird das Verhalten der Losungsfla-
che fiir eine amerikanische fixed strike Calloption im Laufe der Zeit
dargestellt. Wie in der Abbildungsfolge 46 bis 50 ist deutlich zu er-
kennen, dass der Optionspreis in seiner Anfangsphase” den groften
Schwankungen unterworfen ist und stabiler wird, um so néher der
Ausiibungstermin riickt (vergleiche Abschnitt 8.1.4).

Abbildung 51: Die Anfangsbedingung fiir eine amerikanische fixed strike Call-
option

"Die Anfangsphase der Optionslebensdauer entspricht der Endphase der numerischen Lo-
sung (siehe Abschnitt 8.1.4)
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t=0.25 ——
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Abbildung 52: Die Losungsfléche fiir eine amerikanische fixed strike Calloption
nach 25 Zeitschritten

t=0.5
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Abbildung 53: Die Losungsfléche fiir eine amerikanische fixed strike Calloption
nach 50 Zeitschritten
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t=0.75 ——
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Abbildung 54: Die Losungsfliche fiir eine amerikanische fixed strike Calloption
nach 75 Zeitschritten

t=0.99
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Abbildung 55: Die Losungsfléche fiir eine amerikanische fixed strike Calloption
nach 99 Zeitschritten
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9 Schlussbetrachtung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren beschrieben, mit dem asiati-
sche Optionen bewertet werden kénnen. Die Bewertung der asiati-
schen Optionen vom européischen Typ erfolgt iiber die Losung der
partiellen Differentialgleichung

Vi = %0’252‘/55 + TSVS — (1;1_,7_5)‘/:4 —rV. (179)
Der Zeitterm dieser partiellen Differentialgleichung wird mit dem
0-BDF2-Schema diskretisiert. Mit dieser Wahl besitzt man eine fle-
xible Zeitdiskretisierung zweiter Ordnung, die durch den Parameter
f den impliziten und expliziten Anteil des Konvektionsterms gewich-
tet. Wenn es die CFL-Bedingung zulisst, kann mit dem expliziten
Verfahren eine schnelle Variante bestimmt werden. Die Wahl von
6 = 0.75 fiihrt zu einem Verfahren, das fiir beliebige Schrittwei-
ten eine stabile Losung liefert und dessen CFL-Bedingung fiir die
Monotonie grofere Werte annimmt als die des impliziten BDF2-
Verfahrens.
Fiir die beiden Konvektionsterme wird die Zweite-Ordnung-Upwind-
Diskretisierung mit dem van Leer Limiter verwendet. Damit werden
Ostzillationen, die bei der Losung kovektionsdominanter Differential-
gleichungen entstehen kénnen, vermieden. Durch die Anwendung des
Defektkorrektur-Verfahrens geht der nicht lineare Anteil der diskre-
tisierten Gleichung, der durch den Limiter entsteht, mit dem alten
Iterationswert in die rechte Seite ein, wodurch ein linearer Operator
"invertiert” werden muss.
Die Bewertung der asiatischen Optionen vom amerikanischen Typ
erfolgt durch die Losung der partiellen Differentialungleichung

1 A-S
LV =Vi—=0"SVgs —rSVs+ ——Va+rV >0. (180)
2 (T —1)
Diese partielle Differentialungleichung wird in Form des linearen
Komplementaritiatsproblems

0
0 (181)
0

mit dem Projektions-Gaufs-Seidel-Algorithmus geldst.
Die numerische Bewertung der europiischen und amerikanischen
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Standardoptionen erfordert viele Iterationsschritte, wenn die Vola-
tilitat der Aktie grofe Werte annimmt. Mit einem Mehrgitteralgo-
rithmus wird die Anzahl der benétigten Iterationen reduziert und
damit die Losungszeit deutlich verringert. Bei der Mehrgitteranwen-
dung kann entweder das Punktweise-Gauf-Seidel-Verfahren mit der
Semivergréberung kombiniert werden oder es wird ein Linienglatter
mit der Standardvergroberung verwendet. Im Fall der amerikani-
schen Variante kann nur die erste Kombination erfolgreich ange-
wendet werden.

Als Resultat erhélt man ein Verfahren, mit dem alle Varianten asiati-
scher Optionen vom amerikanischen und européischen Typ in kurzer
Rechenzeit auf einem PC mit geeigneter Genauigkeit bewert werden
konnen.

Fiir Optionshéndler ist es von grofem Interesse diese Derivate so
schnell und so genau wie moglich bewerten zu konnen. Das bespro-
chene Verfahren bietet diesbeziiglich noch einige Erweiterungsmog-
lichkeiten.

Eine weitere Beschleunigung der Rechenzeit kann durch die Ver-
wendung lokaler Verfeinerungen im Raum und in der Zeit erzielt
werden. Bei der lokalen Verfeinerung im Raum miissen die Bereiche,
in denen sich die Option am Geld befindet, beriicksichtigt werden.
Fiir die lokale Verfeinerung in der Zeit kommt der Zeitraum unmit-
telbar nach der "Geburt” der Option in Frage. Die CFL-Bedingung
der vorwértsgerichteten partiellen Differentialgleichung ist in dieser
Zeitspanne am kleinsten, da der Quotienten ﬁ und damit der Kon-
vektionsterm in die A-Richtung seine grokten Werte annimmt®. Je
weiter der betrachtete Zeitpunkt von dem Geburtstermin der Opti-
on entfernt liegt, desto kleiner wird der Quotient, wodurch der Wert
der CFL-Bedingung ansteigt und grofere Zeitschrittweiten zuldsst.
Verwendet man bei dem Mehrgitteralgorithmus die Semivergrobe-
rung mit dem Vier-Richtungs-Glitter, dann werden in jedem Glét-
tungsschritt vier Gaufs-Seidel-Iterationen durchgefiihrt. Dieser Glét-
ter ist sehr robust aber auch sehr zeitaufwendig und kann daher
durch schnellere Glatter ersetzt werden. Bei Aktien mit einer nied-
rigen Volatilitdt reicht es unter Umstédnden aus mit nur zwei oder
drei Gauk-Seidel-Tterationen in jedem Glattungsschritt zu gliatten.

8Der Zeitparameter ¢ lduft auf Grund der Transformation vom Verfallstermin der Option
t = 0 bis zu ihrem Geburtstermin ¢ =T
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