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1 Einleitung

Die Zeiten, in denen man sein erspartes Geld im Strumpf unter

dem Kopfkissen aufbewahrte, sind lange vorbei. Für groÿe Unter-

nehmen und au
h für Privatpersonen bietet der Finanzmarkt viele

Alternativen, um Geld Gewinn bringend anzulegen und für seine

Besitzer arbeiten zu lassen. Besonders in dem letzten Jahrzehnt hat

in Deuts
hland der Handel mit spekulativen Wertpapieren, wie zum

Beispiel Aktien, enorm an Bedeutung gewonnen. Jeder hat mindes-

tens einen Bekannten oder Na
hbarn, der in den vergangenen Jahren

freudig von seinen Spekulationsgewinnen beri
hten konnte. Diesel-

ben Bekannten und Na
hbarn wurden aber leiser als der Trend der

Börse si
h im letzten Jahr wendete, um die überbewerteten Aktien

zu korrigieren. Viele Anleger mussten feststellen, dass ni
ht ihre �gu-

te Nase� für die Gewinne verantwortli
h war, sondern ledigli
h der

positive Börsentrend. Die Mögli
hkeit hohe Gewinne an der Börse

zu erzielen, ist eng verbunden mit dem Risiko groÿe Verluste einzu-

büÿen. Derivative Wertpapiere bieten den Anlegern die Mögli
hkeit

si
h gegen Kurss
hwankungen von Finanztiteln, wie zum Beispiel

Aktien, abzusi
hern.

Eine groÿe Gruppe innerhalb der Derivate sind die Optionen. Sie

werden erst seit Anfang der siebziger Jahre gehandelt, besitzen aber

mittlerweile eine groÿe Bedeutung am Kapitalmarkt. Diesen Erfolg

haben sie unter anderem Bla
k, S
holes und Merton zu verdanken,

die mit ihrem Modell für die Bewertung von Standardoptionen die

Grundlage ges
ha�en haben, um viele weitere Optionstypen bewer-

ten zu können. Für ihre Arbeit wurden sie daher 1997 mit dem

Nobelpreis für Ökonomie ausgezei
hnet. Neben den Standardoptio-

nen, die am Derivatemarkt gehandelt werden, gibt es OTC-Optionen

(over the 
ounter), die individuell zwis
hen dem Käufer und Verkäu-

fer ausgehandelt werden. Diese Optionen werden au
h als exotis
he

Optionen bezei
hnet. Die asiatis
hen Optionen, die in dieser Arbeit

betra
htet werden, gehören zu diesen exotis
hen Optionen. Für ihre

Bewertung gibt es eine partielle Di�erentialglei
hung, die si
h aus

der von Bla
k und S
holes entwi
kelten Glei
hung für die Standar-

doptionen herleiten lässt.

Während die Bla
k-S
holes-Glei
hung neben der Zeitdimension nur

eine Raumdimension besitzt handelt es si
h bei der Di�erentialglei-


hung für asiatis
he Optionen um eine zweidimensionale partielle

Di�erentialglei
hung. Dur
h die zusätzli
he Dimension steigt der Re-
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henaufwand und damit die für die Bewertung benötigte Zeit enorm

an. In dieser Arbeit wird ein Verfahren bes
hrieben, mit dem man

s
hnell eine Approximation für die Lösung der partiellen Di�erenti-

alglei
hung mit geeigneter Genauigkeit erhält.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen für europäis
he Standardoptio-

nen gelegt und ihre Verwendung bei der Konstruktion von Portfoli-

os vorgestellt. Das Modell, mit dem europäis
he und amerikanis
he

Standardoptionen bewertet werden können, und die daraus resultie-

rende Bla
k-S
holes-Glei
hung und -Unglei
hung werden in Kapitel

3 dargestellt. Eine Strategie um verkaufte Optionen abzusi
hern und

die Gefahren, die sie beinhaltet, werden in Kapitel 4 bes
hrieben.

Na
hdem die Grundlagen für den Umgang mit Standardoptionen

in den ersten vier Kapiteln gelegt wurden, werden in Kapitel 5 die

asiatis
hen Optionen und das Modell, mit dem sie bewertet werden,

vorgestellt. Da die partielle Di�erentialglei
hung für die asiatis
hen

Optionen aus der Bla
k-S
holes-Glei
hung dur
h Hinzunahme ei-

nes weiteren Termes entsteht, wird zuerst die numeris
he Lösung

der Bla
k-S
holes-Glei
hung und der Bla
k-S
holes-Unglei
hung in

Kapitel 6 behandelt. Dabei wird eine �exible Zeitdiskretisierung

betra
htet, die es ermögli
ht den expliziten und impliziten Anteil

des Konvektionsterms zu gewi
hten. Auÿerdem werden vers
hiedene

Diskretisierungen bezügli
h ihrer Monotonie und Stabilität im Falle

einer konvektionsdominanten Di�erentialglei
hung untersu
ht, da die-

ser Fall bei der partiellen Di�erentialglei
hung für asiatis
he Optio-

nen auftritt. Weiterhin wird mit einem Mehrgitteralgorithmus das

Lösungsverfahren in Kapitel 7 bes
hleunigt. In Kapitel 8 werden die

gewonnenen Erkenntnisse verwendet, um die partielle Di�erential-

glei
hung und Di�erentialunglei
hung für asiatis
he Optionen vom

europäis
hen und amerikanis
hen Typ zu lösen.
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2 Optionen und ihre Anwendungsberei
he

Eine sehr junge aber dafür äuÿerst wi
htige Klasse von Finanzin-

strumenten sind die derivativen Wertpapiere, die au
h kurz Deriva-

te genannt werden. Sie sind eine hervorragende Ergänzung zu den

primitiven Wertpapieren auf dem Geld- und Kapitalmarkt. Unter

primitiven Wertpapieren versteht man Finanztitel, deren Rendite

für ihren Besitzer von ihrem eigenen Wert abhängt. Die si
herli
h

bekanntesten sind Aktien. Den Gewinn, den sie ihrem Besitzer ein-

bringen, entspri
ht der Di�erenz aus ihrem Kaufpreis und ihrem

Preis zum Verkaufstermin. Dagegen wird der Wert der Derivate von

dem Wert anderer Finanztitel abgeleitet. Es gibt zum Beispiel De-

rivate auf Aktien, deren Wert steigt, falls der Kurs der Aktie fällt.

Dadur
h ergibt si
h die Mögli
hkeit eventuelle Kursverluste auszu-

glei
hen. Neben Aktien kommen au
h Devisen, Rohsto�e oder ande-

re Finanztitel als Alternativen in Frage. In jüngster Zeit haben sogar

Rü
kversi
herungen die Mögli
hkeiten der Derivate erkannt, um die

Risiken und Kosten dur
h Naturkatastrophen auf viele Personen zu

verteilen und dadur
h für den Einzelnen zu verringern. Zum Beispiel

verkauft eine S
hweizer Versi
herung seit einigen Jahren sogenannte

�Hagel-Bonds�. Der Wert dieser �Hagel-Bonds� steigt, wenn in einer

genau de�nierten Region in einem bestimmten Zeitraum kein Hagel

fällt, ansonsten sind sie wertlos. Käufer dieser Bonds übernehmen

mit dem Kaufpreis einen Teil der entstehenden Kosten, wenn es ha-

gelt, können aber auf einen Gewinn ho�en, wenn die Katastrophe

ni
ht eintritt.

Die Mögli
hkeiten an Derivaten s
heinen fast unbegrenzt. Zur Zeit

gibt es über 1200 vers
hiedene Typen auf dem Finanzmarkt, die

in zwei groÿen Gruppen, den Futures und den Optionen, unterteilt

werden.

2.1 Futures

Der Ursprung der Futures liegt in dem Handel mit Rohsto�en. Mit

ihnen wurden die Preise für ein Ges
häft, das in der Zukunft erfolgt,

s
hon vorher vereinbart. So konnten zum Beispiel die Preise für die

Getreideernte im Herbst bei der Aussaat im Frühjahr festgelegt wer-

den. Dadur
h befreiten si
h beide Parteien von dem Ein�uss unvor-

hergesehener Ereignisse, wie zum Beispiel besonders gutes Wetter

oder Insektenbefall. Ein ertragrei
hes Jahr trieb die Preise genauso
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wenig in den Keller wie ein ertragsarmes Jahr in die Höhe.

De�nition 2.1 (Future) Ein Future ist eine Vereinbarung zwis
hen

zwei Parteien, die zum heutigen Zeitpunkt t = 0 getro�en wird und

beide Seiten verp�i
htet

� einen zugrunde gelegten Basiswert (Underlying)

� gegen einem festgelegten Betrag K > 0

� an einem Fälligkeitstermin t = T

zu taus
hen.

Mit dem Basiswert bezei
hnet man den Gegenstand, auf den si
h

der Future bezieht, der also in der Zukunft gehandelt wird.

Der zukünftige Gewinn bzw. Verlust für die Ges
häftparteien, der

si
h aus dem vereinbarten Preis K und dem Wert S des Basiswertes

am Fälligkeitstermin ergibt, ist in Abbildung 1 beziehungsweise in

Abbildung 2 dargestellt.

Abbildung 1: Der Käufer des Basiswertes erzielt einen Gewinn, wenn am Fällig-

keitstermin des Futures der Marktpreis über dem vereinbarten Preis (K = 50 ¿)

liegt. Ist der Marktpreis niedriger als der vereinbarten Preis K, so erleidet er

einen Verlust

Bewertung Sehr häu�g werden Finanzinstrumente auf dem Ka-

pitalmarkt mit Hilfe von Duplikationsportfolios bewertet. Darun-

ter versteht man Kombinationen von Wertpapieren, deren aktueller
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Abbildung 2: Der Verkäufer des Basiswertes erzielt einen Gewinn, wenn am

Fälligkeitstermin des Futures der Marktpreis unter dem vereinbarten Preis (K =

50 ¿) liegt. Ist der Marktpreis höher als der vereinbarten Preis K, so erleidet

er einen Verlust

Wert zum Zeitpunkt t = 0 bekannt ist und deren zukünftiger Geld-

�uss (
ash �ow) mit dem Geld�uss des zu bewertenden Finanzin-

strumentes übereinstimmt. Da die zu erwartenden Zahlungen glei
h

sind muss au
h der aktuelle Preis beider Finanzinstrumente glei
h

sein.

Mit einem Duplikationsportfolio kann der zukünftige faire Preis für

das Underlying eines Futures bestimmt werden. Die Vorgehensweise

wird an dem Beispiel einer Aktie erläutert:

Zwei Parteien vereinbaren mit einem Future eine Aktie zu einem

Zeitpunkt t = T für einen Preis K zu taus
hen. Am Zeitpunkt T

gibt der Verkäufer die Aktie mit dem Wert S

T

ab und erhält dafür

den Betrag K,

G(T ) = �S(T ) +K : (1)

Um diesen 
ash �ow zu duplizieren muss man zum Zeitpunkt t = 0

die Aktie kaufen und den Betrag

K

(1+r)

T

zum risikolosen Zins r bei

der Bank anlegen. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt t = T ist

in Tabelle 1 angegeben. Der Verkauf dieses Portfolios zum Zeitpunkt

t = T führt zu dem glei
hen Betrag, den der Verkäufer der Aktie

erhält.

DP (t = 0) DP (t = T )

+S(t)�

K

(1+r)

T

+S(T )�K

Tabelle 1: Der Wert des Duplikationsportfolios DP(t)
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Der gewählte Preis K für die Aktie ist gerade dann fair, wenn er

zum Zeitpunkt t = T dem Wert der Aktie entspri
ht. Das Duplika-

tionsportfolio ist dadur
h am Ausübungstermin wertlos,

DP (T ) = 0: (2)

Au
h zum Zeitpunkt t = 0 muss das Portfolio wertlos sein, ansons-

ten könnte man einen risikolosen Gewinn erzielen indem man das

Portfolio verkauft bzw. kauft, je na
hdem ob sein Wert negativ oder

positiv ist. Die Chan
e einen risikolosen Gewinn zu erzielen ist am

realen Markt nur sehr selten und dann au
h nur sehr kurz mögli
h.

Daher wird diese Variante, zu einem Gewinn zu kommen, in der

folgenden Modellannahme ausges
hlossen (siehe Abs
hnitt 2.3).

DP (0) = S(0)�

K

(1 + r)

T

= 0 (3)

, K = S(0)(1 + r)

T

(4)

Der faire Preis für die Aktie ergibt si
h aus ihrem aktuellen Wert und

den Zinsen, die bis zum Ausübungszeitpunkt anfallen. Diese Preis-

erhöhung entspri
ht den Haltekosten für den Verkäufer. Sie sollen

seinen Verlust ausglei
hen, der dadur
h entsteht, dass er die Aktie

bis zum Zeitpunkt t = T behält und das Kapital aus dem Aktien-

ges
häft ni
ht an dem Zeitpunkt t = 0 zum risikolosen Zins anlegen

kann.

Erzielt der Aktienverkäufer bis zum Zeitpunkt der Ges
häftsdur
h-

führung dur
h den Besitz der Aktie si
here Gewinne, so müssen diese

als Halteerträge den zukünftigen Preis senken. Sol
he Gewinne kön-

nen zum Beispiel Dividendenzahlungen sein.

In einer allgemeinen Darstellung für den fäiren Preis K gilt,

K

|{z}

fairerPreis

= S(0)

|{z}

aktuellerPreis

+S(0)(1 + r)

T

| {z }

Haltekosten

�

n

X

i=1

D(t

i

)(1 + r)

(T�t

i

)

| {z }

Halteertraege

: (5)

An den Terminen t

1

; : : : ; t

n

fallen die Halteerträge D(t

1

) : : :D(t

0

)

an. Für andere Basiswerte als Aktien kann diese Glei
hung beliebig

angepaÿt werden.

Sehr häu�g werden am Kapitalmarkt Futures anstelle von Aktien

gehandelt. Man kann dadur
h den Aktienhandel auf einen Termin
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�xieren und so die Transaktionskosten reduzieren. Diese Mögli
hkeit

wird zum Beispiel beim Deltahedgen (siehe Abs
hnitt 4.2) ausge-

nutzt. Der Portfoliomanager muss zur Absi
herung seines Portfolios

ständig Aktien kaufen und verkaufen, wodur
h hohe Transaktions-

kosten entstehen. Handelt er statt dessen mit Futures, so heben si
h

am Fälligkeitstermin zum Teil die gekauften und verkauften Futures

gegenseitig auf und er muss nur den übrig gebliebenen Verp�i
htun-

gen na
hkommen. Auf diese Weise kann der Investor Transaktions-

kosten sparen.

2.2 Standardoptionen

Au
h die Optionen haben eine lange Ges
hi
hte hinter si
h. S
hon

im 17. Jahrhundert wurden diese Derivate an der Amsterdamer Bör-

se gehandelt. Da sie jedo
h als spekulativ eingesetztes Wertpapier

zu sehr viel gröÿeren Gewinnen aber au
h Verlusten wie die zugrun-

de liegende Aktie führen können, wurde der Optionshandel in den

folgenden Jahren sehr häu�g verboten. Erst seit 1973 werden an der

Chi
ago Board Option Ex
hange (CBOE) Standardoptionen gehan-

delt. Der groÿe Erfolg und der rasante Anstieg des Optionshandels

ist in Abbildung 3 dargestellt.

De�nition 2.2 (Standardoption) Eine Option ist eine Vereinba-

rung zwis
hen zwei Parteien, mit der der Käufer der Option heute,

im Zeitpunkt t = 0, das Re
ht aber ni
ht die Verp�i
htung erwirbt

� im Falle einer europäis
hen Option an einem Fälligkeitstermin

t = T , im Falle einer amerikanis
hen Option bis zu einem

Fälligkeitstermin t = T

� einen Basiswert (Underlying)

� zu einem festen Preis (Ausübungspreis / Strike) K > 0

� zu kaufen (Kaufoption / Call) oder zu verkaufen (Verkaufsop-

tion / Put).

Für dieses Re
ht zahlt der Käufer dem Verkäufer bei Vertragsab-

s
hluss im Zeitpunkt t = 0 einen Optionspreis (Optionsprämie). Übt

der Optionsinhaber sein Re
ht ni
ht aus, so lässt er die Option ver-

fallen.

10



Abbildung 3: Die Dur
hs
hnittli
he Anzahl gehandelter Optionen von 1974 bis

1997 (aus [5℄)

Der Unters
hied zwis
hen amerikanis
hen und europäis
hen Optio-

nen hat keinen geographis
hen Hintergrund. Er ist nur in den ver-

s
hiedenen Zeitpunkten, in denen die Optionen ausgeübt werden

dürfen, zu sehen. Während die amerikanis
hen Optionen zu jedem

Zeitpunkt bis zu ihrem Verfallstermin ausgeübt werden dürfen, bie-

tet si
h bei europäis
hen Optionen nur an ihrem Verfallstermin die

Mögli
hkeit über ihre Ausübung zu ents
heiden.

In der Finanzwelt bezei
hnet man die Person, die die Option auf

den Markt bringt als Writer der Option. Er legt die Konditionen

des Derivates fest. Man sagt natürli
h ni
ht �der Writer verkauft die

Option�, sondern �er geht in der Option short�. Der Käufer, der die

Option in Zukunft hält, wird als Holder bezei
hnet. Mit dem Kauf

des Derivates geht er long in dieser Position.

Wie bei den Derivaten s
hon angespro
hen wurde, gibt es vers
hie-

dene Basiswerte, auf die si
h Optionen beziehen können. Im Fol-

genden werden nur Optionen auf Aktien betra
htet.

2.2.1 Die Auszahlungsfunktion einer Option

Der Holder einer Option wird diese nur ausüben, wenn es si
h für

ihn lohnt und er einen Gewinn dadur
h erzielt. Dieser Gewinn er-

gibt si
h aus der Di�erenz zwis
hen dem Aktienkurs und dem Aus-

übungspreis und wird als innerer Wert der Option bezei
hnet. So

besitzt ein Call einen inneren Wert, wenn der Aktienkurs gröÿer ist

als der Ausübungspreis. Wird die Aktie unter dem Ausübungspreis

11



notiert, so würde der Optionsbesitzer dur
h die Ausübung des Calls

einen Verlust erzielen, da er die Aktie am Markt billiger erhalten

könnte. Er übt die Option daher ni
ht aus und sie besitzt keinen

inneren Wert. Während der innere Wert einer europäis
hen Option

für ihren Besitzer nur an ihrem Verfallstermin von Bedeutung ist,

wird si
h der Holder einer amerikanis
hen Option ständig für den

inneren Wert seiner Option interessieren. Er hat s
hlieÿli
h zu jedem

Zeitpunkt das Re
ht seine Option auszuüben.

Die Funktion, die den inneren Wert der Option in Abhängigkeit von

dem Ausübungspreis K und dem aktuellen Aktienkurs S darstellt,

bezei
hnet man als die Auszahlungsfunktion (G(S)) der Option. Sie

ist in Tabelle 2 angegeben und für einen Call in Abbildung 4 und

für einen Put in Abbildung 5 dargestellt. Besitzt die Option einen

inneren Wert, so sagt man, �die Option ist im Geld� (engl.: in the

money), besitzt sie keinen inneren Wert, dann heiÿt es, �die Option

ist aus dem Geld� (engl.: out of the money). Den Grenzfall, bei dem

der Aktienkurs dem Ausübungspreis entspri
ht, bezei
hnet man mit

�die Option ist am Geld� (engl.: at the money).

S<K S=K S>K G(S)

Call G(S) = 0 G(S) = 0 G(S) = S �K max(S �K; 0)

= (S �K)

+

Put G(S) = K � S G(S) = 0 G(S) = 0 max(K � S; 0)

= (K � S)

+

Tabelle 2: Die Auszahlungsfunktion G(S) für einen Call und einen Put

Exotis
he Optionen Die oben bes
hriebenen Optionen sind stan-

dardisierte Derivate, die an organisierten Derivatebörsen gehandelt

werden. Zusätzli
h besteht die Mögli
hkeit OTC-Optionsges
häfte

(over-the-
ounter) zu tätigen. Es handelt si
h dabei um auÿerbörs-

li
he Ges
häfte, die ohne Vermittler zwis
hen den Ges
häftspartnern

getätigt werden. Dur
h diese Mögli
hkeit können individuelle Opti-

onsverträge ausgehandelt werden, die in ihrer Ausgestaltung fast un-

begrenzt sind. Viele dieser Varianten werden unter der Bezei
hnung

exotis
he Optionen zusammengefasst. Innerhalb der exotis
hen Op-

tionen gibt es die Klasse der pfadabhängigen Optionen, zu denen die

asiatis
hen Optionen gehören. Die Bewertung der asiatis
hen Optio-

nen wird im weiteren Verlauf der Arbeit bespro
hen. Pfadabhängige

Optionen zei
hnen si
h dadur
h aus, dass ihre Auszahlungsfunkti-
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Abbildung 4: Auszahlungsfunktion G(S) für einen Call mit dem Ausübungspreis

K = 50 ¿

Abbildung 5: Auszahlungsfunktion G(S) für einen Put mit dem Ausübungspreis

K = 50 ¿

on von dem Verlauf des Aktienkurses während der Lebensdauer der

Option abhängt. Zum Beispiel hängt bei asiatis
hen Optionen der

Auszahlungswert von dem dur
hs
hnittli
hen Preis ihres Underly-

ings während ihrer Lebensdauer ab.

13



2.2.2 Die Hebelwirkung einer Option

Eine nützli
he aber au
h äuÿerst tü
kis
he Eigens
haft der Optio-

nen liegt in ihrer Hebelwirkung, die sie auf das eingesetzte Kapital

in der Form von sehr hohen oder sehr niedrigen Renditen ausübt.

Unter der Rendite i versteht man den Zinssatz, mit dem der in-

vestierte Betrag in dem betra
hteten Zeitraum [0; T ℄ verzinst wird.

Eine Aktie, die zum Zeitpunkt t = 0 bei einem Kurs S(0) gekauft

und zum Zeitpunkt t = T bei einem Kurs von S(T ) verkauft wird,

führt zu der Rendite:

i =

S(T )� S(0)

S(0)

(6)

Die Hebelwirkung, die au
h Laveragee�ekt genannt wird, lässt si
h

deutli
h an einem Beispiel erklären, wenn man die Rendite einer

Aktie und einer Option verglei
ht:

Beispiel 2.1 Der Kurs der IBM Aktie liegt zur Zeit bei S(0) =

100 ¿. Ein Call auf diese Option mit dem Ausübungszeitpunkt in

T = 60 Tagen und einem Ausübungspreis von K = 100 ¿ kostet

V

C

(0) = 10 ¿. Tabelle 3 und Abbildung 6 zeigen die Wertentwi
k-

lung und die Renditeentwi
klung beider Finanztitel in Abhängigkeit

von dem Aktienkurs am Ausübungszeitpunkt.

Aktienkurs 95 100 105 110 115 120

Kursgewinn (¿) -5 0 5 10 15 20

Rendite (Aktie) -5% 0% 5% 10% 15% 20%

Optionsgewinn (¿) -10 -10 -5 0 5 10

Rendite (Optionen) -100% -100% -50% 0% 50% 100%

Tabelle 3: Die Rendite der Aktie und der Option bei Kursänderungen

Der Preis für die Option ist wesentli
h niedriger als der für die zu-

gehörige Aktie, während ihre betragli
hen Wertänderungen glei
h

sind, falls die Option im Geld ist. Ein Call kann also zu demselben

Gewinn führen wie die zugrunde liegende Aktie mit bedeutend we-

niger Kapitaleinsatz. Dadur
h ist die Rendite der Option wesentli
h

höher als die der Aktie. Be�ndet si
h die Option aus dem Geld oder

am Geld, so ist sie wertlos. Demna
h ergeben negative oder gar keine

Kursänderungen der Aktie eine 100% negative Rendite der Option.

Der Hebele�ekt kann si
h in beide Ri
htungen auswirken und er-

mögli
ht daher hohe Gewinne aber au
h die enormen Verluste. Um
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Abbildung 6: Die Rendite einer Aktie und eines Calls auf diese Aktie, in Ab-

hängigkeit des Aktienkurses

einen Investor vor den Gefahren der Hebelwirkung einer Option zu

s
hützen, dürfen si
h nur Händler mit Erfahrungen im Börsenter-

minges
häft am Optionsges
häft beteiligen.

Abbildung 7: Optionen können mit wenig Einsatz groÿe Wirkungen erzielen

(aus [24℄)

2.3 Ein Kapitalmarktmodell

Da der Finanzmarkt äuÿerst komplex ist greift man, wie in den Na-

turwissens
haften, auf geeignete Modelle zurü
k, die diesen Markt

vereinfa
ht aber prägnant dur
h entspre
hende Annahmen darstel-
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len. Diese Modelle stellen die Grundlage für die Finanzmathematiker

dar, die immer wieder neue Optionstypen bewerten müssen.

Im Folgenden wird mit einem allgemein anerkannten Modell gearbei-

tet, dem vollkommenen Kapitalmarkt. Dieser basiert unter anderem

auf den Marktannahmen (M1) bis (M5). Da nur diese Annahmen

für den weiteren Verlauf der Arbeit von Bedeutung sind, werden die

übrigen Voraussetzungen hier verna
hlässigt

1

.

(M1) Geld kann in beliebiger Menge zu einem risikolosen Zinssatz

r angelegt und au
h geliehen werden.

Für geliehenes Geld wird also ni
ht wie im realen Leben ein hö-

herer Zinssatz verlangt, der Wuns
htraum für jeden S
huldner.

(M2) Wertpapiere können zu jedem Zeitpunkt und in jeder Menge

gekauft und verkauft werden.

Dur
h diese Annahme ist es mögli
h Anlagestrategien beliebig

zu planen.

(M3) Leerverkäufe von Wertpapieren sind erlaubt.

Dur
h diesen Punkt haben die Marktteilnehmer das Re
ht Wert-

papiere, die sie ni
ht besitzen, zu verkaufen. Man kann si
h

vorstellen, dass ein Aktionär si
h von einem Freund eine Aktie

leiht, um diese an eine dritte Person zu verkauft. Natürli
h will

der Freund die Aktie irgendwann wieder zurü
k bekommen.

Der Aktionär hat Pe
h gehabt wenn der Kurs der Aktie in der

Zeit gestiegen ist. Dann muss er das Wertpapier zuerst teuer

einkaufen, um seiner Verp�i
htung na
hkommen zu können. Ist

der Wert der Aktie gefallen, so war das Glü
k auf seiner Seite.

(M4) Es fallen keine Steuern und Transaktionskosten bei dem Han-

del von Wertpapieren an.

Mit dieser Annahme soll vermieden werden, dass die Re
hnun-

gen unnötig kompliziert werden.

(M5) Arbitragegewinne sind ni
ht mögli
h.

Arbitrage bes
hreibt die Mögli
hkeit einen sofortigen risikolo-

sen Gewinn

2

erzielen zu können. Eine Mögli
hkeit dafür besteht

zum Beispiel, wenn auf zwei vers
hiedenen Märkten ein Objekt

(z.B. Aktie) zu unters
hiedli
hen Preisen gehandelt wird. Der

ra�nierte Investor kauft das Objekt zum günstigeren Preis auf

1

Eine genauere Bes
hreibung kann zum Beispiel in [5℄ na
hgelesen werden

2

Gewinne in der Zukunft können dur
h Abzinsung zu sofortigen Gewinnen übergeführt

werden
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dem einen Markt und verkauft dasselbe Objekt glei
hzeitig zu

dem höheren Preis auf dem anderen Markt. Die Preisdi�erenz

verbu
ht er als Gewinn.

Diese Eins
hränkung ist bei genauer Betra
htung äuÿerst rea-

listis
h. Könnten auf dem Markt Arbitragegewinne erzielt wer-

den, würde diese Mögli
hkeit natürli
h von allen Marktteilneh-

mern sofort ausgenutzt werden, wodur
h si
h die Preise sehr

s
hnell anglei
hen würden und die Modellannahme erfüllt wä-

re.

Groÿe Finanzinstitute bes
häftigen Spezialisten, die sogenann-

ten Arbitrageure, die am Markt na
h Arbitragemögli
hkeiten

su
hen, um diese in der kurzen Zeit, in der sie existieren, aus-

nutzen zu können.

Die No-Arbitrage-Annahme übernimmt in den meisten Model-

len eine zentrale Rolle bei Beweisen und Herleitungen.

In dem hier betra
hteten Modell wird der Markt so einges
hränkt,

dass nur Aktien beziehungsweise Optionen gekauft und verkauft wer-

den können und Kapital zum risikolosen Zins bei einer Bank geliehen

oder angelegt werden kann.

Da Aktien weitläu�g bekannt sind wird nur kurz auf ihre Bedeutung

eingegangen und ein paar für den weiteren Verlauf wi
htige Eigen-

s
haften angespro
hen.

Mit Aktien kann man Anteile an einem Unternehmen kaufen. Der

Preis einer Aktie wird zum Einen dur
h den Wert des Unternehmens

und zum Anderen dur
h die Erwartungen in das Unternehmen be-

stimmt. Die Erwartungen spiegeln si
h in dem Angebot und der

Na
hfrage wieder. Dur
h diese Faktoren ist die zukünftige Wertent-

wi
klung einer Aktie unsi
her.

Da eine Aktie eine unsi
here Geldanlage ist, erfährt man die genaue

Rendite dieser Geldanlage erst an ihrem Verkauftstermin. Für die

zukünftige Entwi
klung der Rendite einer Aktie kann man nur Er-

wartungen besitzen. Man spri
ht daher von der erwarteten Rendite

einer Aktie, die in der Regel mit � bezei
hnet wird. Der eigentli
he

Wertzuwa
hs der Aktie liegt einmal etwas darüber und ein anderes

Mal etwas darunter. Das Ausmaÿ, in dem die Wertentwi
klung der

Aktie von ihrem Erwartungswert abwei
hen kann, wird dur
h ihre

Volatilität bestimmt.

Prinzipiell gilt für Geldanlagen, dass mit dem Erwartungswert der
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Rendite au
h die Unsi
herheit, dass diese erzielt wird, in Form der

Volatilität steigt. Dementspre
hend besitzt die risikolose Geldanlage

die niedrigste Rendite , da diese garantiert ist und die Volatilität

� = 0 besitzt.

Ein Anleger, der einen gröÿeren Betrag B zur Verfügung hat, wird

diesen in der Regel ni
ht nur in eine einzige Alternative anlegen.

Selbst in dem hier bespro
henen kleinen Finanzmarkt hat er die

Auswahl zwis
hen vers
hiedenen Aktien und Optionen, um sie mit-

einander zu kombinieren. Die Kombination von vers
hiedenen An-

lagealternativen nennt man ein Portfolio.

Der Wert eines Portfolios kann als die Summe der einzelnen Finanz-

titel dargestellt werden. Dabei sind die Anteile, die dem Portfolio-

besitzer zur Verfügung stehen, die Summanden und die Anteile, die

ihm ni
ht zur Verfügung stehen, die Minuenden. Für den Wert eines

Portfolios, das aus einer verkauften Option mit dem Wert V und

einem von der Bank geliehenem Betrag B besteht, gilt:

P = �V +B (7)

Für ein Portfolio, das aus einer gekauften Aktie mit dem Wert S und

einem bei der Bank angelegten Betrag B besteht, s
hreibt man:

P = +S � B (8)

2.4 Portfoliostrategien am Kapitalmarkt

Optionen �nden am Markt zwei kontroverse Einsatzberei
he. Zum

einen werden sie verwendet, um Portfolios gegen Verluste abzusi-


hern, zum anderen können sie als ho
h spekulatives Finanzinstru-

ment eingesetzt werden. Diese Mögli
hkeiten ergeben si
h aus der

engen Verbindung mit dem Wert ihres Underlyings.

2.4.1 Synthetis
he Positionen dur
h Optionen und Aktien

Die betragli
he Wertänderung einer Aktie entspri
ht oberhalb des

Ausübungspreises der eines Calls und unterhalb des Ausübungsprei-

ses der eines Puts. Dur
h diesen Zusammenhang und die Mögli
hkeit

Wertpapiere beliebig zu kaufen und zu verkaufen ist es mögli
h, die

einzelnen Positionen synthetis
h aus den anderen zu konstruieren.

Zur Vereinfa
hung werden die Positionen mit (U,O) bezei
hnet, wo-

bei U für die Steigung der Auszahlungsfunktion unterhalb des Aus-

übungspreises steht und O für die Steigung oberhalb. Mit short und
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long wird die Situation bes
hrieben, in der ein Finanzinstrument ver-

kauft beziehungsweise gekauft wird. Damit s
hreibt man für einen

Call long (0,1), Call short (0,-1), Put long (-1,0), Put short (1,0),

Aktie long (1,1), Aktie short (-1,-1). Die Konstruktion synthetis
her

Positionen ist in Tabelle 4 dargestellt.

synthetis
he Position Konstruktion

Aktie long Call long + Put short

(1,1) (0,1)+(1,0)

Aktie short Call short + Put long

(-1,-1) (0,-1)+(-1,0)

Call long Aktie long + Put long

(0,1) (1,1)+(-1,0)

Call short Aktie short + Put short

(0,-1) (-1,-1)+(1,0)

Put long Aktie short + Call long

(-1,0) (-1,-1)+(0,1)

Put short Aktie long + Call short

(1,0) (1,1)+(0,-1)

Tabelle 4: Synthetis
he Positionen aus Aktien und Optionen

Mit synthetis
hen Positionen hat man die Mögli
hkeit Finanzti-

tel, die ni
ht erhältli
h sind, zu duplizieren. Dies ist zum Beispiel bei

Optionen mit einer sehr langen Laufzeit der Fall (siehe Abs
hnitt

4.2.2). Auÿerdem kann man Optionen und Aktien so kombinieren,

dass man ein Portfolio mit einer gewüns
hten Auszahlungsfunktion

erhält. Einige sol
her Optionsstrategien werden im Folgenden dar-

gestellt.

2.4.2 Portfoliostrategien mit Optionen und Aktien

Im Folgenden werden einige grundlegende und beliebte Handelss-

trategien mit Optionen und Aktien vorgestellt. Um umfangrei
here

Informationen zu erhalten kann man zum Beispiel in [5℄ oder [7℄

na
hlesen.

Die Auszahlungswerte der jeweiligen Portfolios an ihren Ausübungs-

zeitpunkten lassen si
h relativ lei
ht mit den Auszahlungsfunktio-

nen der einzelnen Finanzinstrumente herleiten. Um den Pro�t der

jeweiligen Strategie zu bestimmen, muss ihr Ausübungswert mit ih-

rem Kaufwert korrigiert werden. Dieser beinhaltet die Gewinne aus

dem Verkauf und die Kosten aus dem Kauf der einzelnen Finanz-

instrumente. Die Verzinsung wird zur Vereinfa
hung verna
hlässigt.
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In den folgenden Strategien beziehen si
h die Optionen immer auf

die gehandelte Aktie.

Hedgen Dur
h den Zusammenhang von Aktienkurs- und Options-

wertentwi
klung ist es mögli
h diese Finanzinstrumente so mitein-

ander zu kombinieren, dass die Verluste des Portfolios bes
hränkt

bleiben. Mit dieser Absi
herung reduziert si
h natürli
h die Höhe

des Gewinnes.

Prote
tive Put Ein Investor, der in Aktien investieren mö
hte

aber ni
ht bereit ist zu groÿe Kursverluste dur
h einen Kursrü
kgang

zu akzeptieren, kann jede Aktie dur
h einen Put absi
hern. Der Put

garantiert den Mindestverkaufspreis der Aktie. Dadur
h sind die

mögli
hen Verluste des Portfolios bes
hränkt, jedo
h ein Gewinn

dur
h einen Kursanstieg mögli
h. Für die Absi
herung bezahlt der

Investor die Optionsprämie. Der Auszahlungswert dieser Strategie

ist in Tabelle 5 angegeben. Die Auszahlungsfunktionen der einzelnen

Portfolioelemente sind in Abbildung 8 und der Pro�t der Strategie

ist in Abbildung 9 dargestellt.

S � K S > K

Aktie long S S

Put long K-S 0

= Portfolio K S

Tabelle 5: Auszahlungswert: Prote
tive Put

Bemerkung 2.1 Eine andere Mögli
hkeit für den Investor si
h ge-

gen zu groÿe Kursverluste abzusi
hern liegt darin, na
h einer Stopp-

Loss-Strategie zu verfahren. Dazu müsste er seine Aktien verkaufen,

sobald ihr Kurs eine fest gewählte S
hranke unters
hreitet. Der In-

vestor nimmt si
h natürli
h dabei die Chan
e von einem ans
hlie-

ÿenden Kursanstieg zu pro�tieren. Ein Neukauf der Aktie würde wie-

der Transaktionskosten verursa
hen, so dass es si
h ni
ht lohnt die-

se S
hranke als Verkauf- und Kau�imit zu benutzen, je na
hdem in

wel
he Ri
htung si
h der Kurs der Aktie bewegt.

Covered Call Ein Covered Call besteht aus dem Kauf einer Ak-

tie und dem glei
hzeitigen Verkauf eines Calls auf diese Aktie. Dur
h
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Abbildung 8: Die Auszahlungsfunktion einer Aktie und eines Puts auf diese

Aktie mit dem Ausübungspreis K = 30 ¿

Abbildung 9: Der Auszahlungswert und der Pro�t des Prote
tive-Put-Portfolios
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das Ges
häft erhält der Investor die Optionsprämie als si
heren Ge-

winn. Dafür ist die Obergrenze bei diesem Portfolio dur
h den Aus-

übungspreis der Option bestimmt. Die Kursgewinne und die Ver-

p�i
htungen dur
h die Option glei
hen si
h aus, falls der Aktienkurs

Werte annimmt, die gröÿer sind als der Strikepreis der Option.

Diese Strategie eignet si
h besonders dann, wenn ein Aktionär in

jedem Fall seine Aktien verkaufen will, falls der Kurs eine bestimm-

te S
hranke übers
hreitet. So erhält er einen zusätzli
hen Bonus.

Der Auszahlungswert dieser Strategie ist in Tabelle 6 angegeben.

Die Auszahlungsfunktionen der einzelnen Portfolioelemente sind in

Abbildung 10 und der Pro�t der Strategie ist in Abbildung 11 dar-

gestellt.

S � K S > K

Aktie long S S

Call short -0 -(S-K)

= Portfolio S K

Tabelle 6: Auszahlungwert: Covered Call

Abbildung 10: Die Auszahlungsfunktion einer Aktie und eines verkauften Calls

auf diese Aktie mit dem Ausübungspreis K = 30 ¿
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Abbildung 11: Der Auszahlungswert und der Pro�t des Covered-Call-Portfolios

Collar Ein Collar entsteht dur
h die Kombination der beiden

oben bes
hrieben Strategien. Man erhält ein Portfolio, das in glei-


hen Anteilen aus gekauften Aktien, Putoptionen und verkauften

Calloptionen besteht. Dur
h die Derivate werden eine obere und un-

tere S
hranke festgelegt, zwis
hen denen der Investor mit den Aktien

spekuliert. Bei einem Zero-Cost-Collar werden die Optionen und da-

mit die S
hranken so gewählt, dass die Kosten, die dur
h den Kauf

der Putoptionen entstehen genauso ho
h sind wie der Gewinn aus

dem Verkauf der Calloptionen. Die Eingrenzung des Spekulations-

berei
hes ist damit kostenlos.

Diese Optionsstrategie eignet si
h für Investoren, die einen konkre-

ten Gewinn anstreben, aber ni
ht bereit sind einen Verlust unter

einer bestimmten Grenze einzugehen. Der Auszahlungswert dieser

Strategie ist in Tabelle 7 dargestellt.

S � K

1

K

1

< S < K

2

S � K

2

Aktie long S S S

Put long K

1

� S 0 0

Call short -0 -0 -(S �K

2

)

= Portfolio K

1

S K

2

Tabelle 7: Auszahlungswert: Collar

Beispiel 2.2 Eine junge Familie besitzt 170000 ¿ und mö
hte si
h

für das Geld ein Haus kaufen. Na
h langem Su
hen sind zwei Ob-
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jekte übrig geblieben. Ein Haus mit Garten für 180000 ¿ und ein

Haus ohne Garten für 160000 ¿. In ihrer Situation ist ein Collar

die optimale Strategie. Sie investieren ihre 170000 ¿ in Aktien, z.B

in 1000 IBM-Aktien für 170 ¿ pro Aktie. Den Berei
h, in dem sie

spekulieren wollen, grenzen sie dur
h den Kauf von 1000 Putoptio-

nen mit dem Ausübungspreis von K

1

= 160 ¿ und dem Verkauf von

1000 Calloptionen mit dem Strikepreis K

2

= 180 ¿ ab. Falls die

Preise für die Call- und Putoptionen glei
h sind, kompensieren si
h

die Kosten und Gewinne aus dem Optionshandel. Die Strategie bie-

tet der jungen Familie die Mögli
hkeit ihr Traumhaus zu bekommen

ohne die Chan
e auf ein Eigenheim zu verspielen.

Spekulation Optionen eignen si
h aus zwei Gründen hervorragend

zur Spekulation. Zum Einen ist ihr Wert unmittelbar mit dem Kurs

ihrer Aktie verbunden, wodur
h sie genauso wie die Aktie zum Spe-

kulieren eingesetzt werden können. Re
hnet ein Investor mit einem

Kursanstieg, so kann er Calloptionen anstelle von Aktien kaufen. Er-

wartet er einen Kursrü
kgang, so kann der Investor Putoption kau-

fen anstatt Aktien zu verkaufen. Zum Anderen bieten die Optionen

dur
h ihre unters
hiedli
hen Auszahlungsfunktionen, die jeweils von

ihrem Typ und ihrem Ausübungspreis abhängen, viele Mögli
hkei-

ten zur Kombination. So können zum Beispiel Portfolios konstruiert

werden, die auf bestimmte Volatilitäten der Aktien spekulieren.

Spekulation und Vermögenssi
herung mit dem Hebele�ekt Für

den Investor, der einen festen Betrag zur Verfügung hat und damit

auf steigende Aktienkurse spekulieren mö
hte, bieten si
h zwei in-

teressante Mögli
hkeiten dur
h den Leverage�ekt der Optionen. Ist

er si
h seiner Erwartung absolut si
her, dann kann er sein ganzes

Kapital für den Kauf von Calloptionen verwenden und dur
h den

Hebele�ekt eine wesentli
h höhere Rendite erzielen als mit einem

reinen Aktienportfolio. Zweifelt er jedo
h an seinen Informationen

und mö
hte ni
ht riskieren, sein ganzes Vermögen zu verlieren, dann

konstruiert er si
h ein Portfolio aus Calloptionen und einer risiko-

losen Anlage. Die Anzahl der Optionen wird dabei genauso groÿ

gewählt wie die Anzahl der Aktien, die er für den gesamten Betrag

kaufen könnte.

Beispiel 2.3 : Die IBM Aktie steht bei einem Kurs von S

0

= 100

¿. Eine europäis
he Calloption auf diese Aktie mit dem Ausübungs-
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zeitpunkt in T = 1 Jahr und einem Ausübungspreis von K = 100

¿ kostet heute V

C

(0) = 10 ¿. Innerhalb der Laufzeit werden keine

Dividenden ausges
hüttet. Der risikolose Zinssatz beträgt r = 3%.

Für den Investor, der 10000 ¿ anlegen mö
hte bieten si
h drei in-

teressante Portfoliostrategien an:

� Portfolio A: 100 IBM Aktien

� Portfolio B: 100 Call Optionen + risikolose Anlage: 9000 ¿

� Portfolio C: 1000 Call Optionen

Der Auszahlungswert der drei Strategien ist in Tabelle 8 dargestellt.

Aktienkurs 90 95 100 105 110 115 120

Portfolio A 9000 9500 10000 10500 11000 11500 12000

Rendite (A) -10% -5% 0% 5% 10% 15% 20%

Portfolio B 9270 9270 9270 9770 10270 10770 11270

Rendite (B) -7.3% -7.3% -7.3% -2.3% 2.7% 7.7% 12.7%

Portfolio C 0 0 0 5000 10000 15000 20000

Rendite (C) -100% -100% -100% -50% 0% 50% 100%

Tabelle 8: Die Auszahlungswerte der drei Portfolios A, B, und C in Abhängigkeit

vom Aktienkurs

Bei der Strategie B wird mit Calloptionen und einer risikolosen An-

lage ein Portfolio konstruiert, dessen Rendite zwar mit dem Akti-

enkurs steigt aber trotzdem einen si
heren Mindestwert garantiert.

Die Si
herungsstrategie beruht auf der Hebelwirkung der Optionen.

Die 100 Calloptionen führen zu dem glei
hen Auszahlungswert wie

die 100 Aktien in Portfolio A, falls der Kurs der Aktie gestiegen ist.

Da die Optionen aber viel günstiger sind als die Aktien bleibt ein

Betrag übrig, der risikolos angelegt wird und den Mindestwert des

Portfolios si
hert. Dur
h die Prämie, die bei dem Kauf der Optionen

gezahlt wurde, liegt die Rendite des Portfolios jedo
h etwas unter

der des Aktienportfolios.

Die Hebelwirkung wird in Portfolio C zur reinen Spekulation ver-

wendet. Mit dem gesamten zur Verfügung stehenden Kapital können

wesentli
h mehr Optionen als Aktien gekauft werden, in unserem

Beispiel 10 mal so viele. Dadur
h ist die Steigung der Rendite von

Portfolio C um das 10-fa
he gröÿer als die von Portfolio A, falls die

Optionen im Geld sind. Ansonsten ist das Optionsportfolio wertlos,

während na
h Strategie A �nur� die Kursverluste verbu
ht werden.

Das Portfolio C kann also zu sehr hohen Gewinnen, aber au
h zu

enormen Verlusten führen.
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Straddle Ein Straddle entsteht dur
h den Kauf eines Calls und

eines Puts auf dieselbe Aktie mit demselben Ausübungspreis und

Ausübungszeitpunkt. Diese Optionsstrategie ist besonders dann sinn-

voll, wenn der Investor mit starken Kurss
hwankungen re
hnet aber

ni
ht weiÿ in wel
he Ri
htung diese gehen werden. Im s
hle
htesten

Fall bleibt der Aktienkurs konstant, dann ist sein Verlust dur
h die

Prämien der beiden Optionen gegeben. Der Auszahlungswert dieser

Strategie ist in Tabelle 9 und ihr Pro�t in Abbildung 12 dargestellt.

S � K S > K

Call long 0 S-K

Put long K-S 0

= Portfolio K-S S-K

Tabelle 9: Auszahlungswert: Straddle

Abbildung 12: Der Auszahlungswert und der Pro�t des Straddle-Portfolios

Bemerkung 2.2 Dur
h den Verkauf dieses Portfolios verhalten si
h

die Gewinnaussi
hten des Investors genau umgekehrt. Er erzielt einen

Gewinn, wenn si
h der Aktienkurs nur minimal ändert und einen

Verlust bei groÿen Kurss
hwankungen. Da die Höhe des Verlustes

bei dieser Strategie unbes
hränkt ist sollte er besser die Strategie

Butter�y-Spread (s.u.) verwenden oder dur
h einen Strangle (s.u.)

den Berei
h der Gewinnmögli
hkeiten ausweiten.

Strangle Bei einem Strangle kauft (verkauft) der Investor einen

Call und einen Put auf dieselbe Aktie mit demselben Ausübungs-
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zeitpunkt. Der Ausübungspreis des Calls wird jedo
h gröÿer gewählt

als der des Puts. Bei dieser Strategie wird der Berei
h, in denen der

Call bzw. der Put auf Kursänderungen reagiert, auseinander gezo-

gen. Der Auszahlungswert dieser Strategie ist in Tabelle 10 und ihr

Pro�t in Abbildung 13 dargestellt.

S � K

1

K

1

< S < K

2

S � K

2

Call long 0 0 S �K

2

Put long K

1

� S 0 0

= Portfolio K

1

� S 0 S �K

2

Tabelle 10: Auszahlungwert: Strangle

Abbildung 13: Der Auszahlungswert und der Pro�t des Strangle-Portfolios

Bullish Spread Ein Bullish Spread besteht aus zwei Calloptio-

nen mit demselben Ausübungszeitpunkt und unters
hiedli
hen Aus-

übungspreisen. Die Option mit dem niedrigeren Strikepreis wird ge-

kauft, die mit dem höheren wird verkauft. Dur
h diese Kombination

konstruiert der Investor ein Portfolio, das einen für ihn günstigen

Hebel besitzt. Der Preis für das Portfolio und damit das eingesetzte

Kapital ist niedriger als der Preis der gekauften Option. Trotzdem

ist der Auszahlungswert beider Finanztitel bei steigendem Aktien-

kurs bis zu einer Grenze, die dur
h die zweite Option gegeben ist,

glei
h. Damit ist die Rendite des Portfolios gröÿer als die der einzel-

nen Option. Auÿerdem ist der maximal mögli
he Verlust dur
h das

Portfolio niedriger als der der Option. Für diesen Vorteil verzi
htet
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der Investor jedo
h auf Gewinne bei einem sehr groÿem Kursanstieg.

Der Auszahlungswert dieser Strategie ist in Tabelle 11 und ihr Pro�t

in Abbildung 14 dargestellt.

S � K

1

K

1

< S < K

2

S � K

2

Call long 0 S �K

1

S �K

1

Call short -0 -0 �(S �K

2

)

= Portfolio 0 S �K

1

K

2

�K

1

Tabelle 11: Auszahlungswert: Bullish Spread

Abbildung 14: Der Auszahlungswert und der Pro�t des Bullish-Spread-

Portfolios

Butter�y Spread Der Butter�y Spread eignet si
h für die Spe-

kulation auf geringe Kurss
hwankungen. Im Gegensatz zum Short

Straddle ist jedo
h die Höhe seines maximal erzielbaren Verlustes

bes
hränkt. Um den Butter�y Spread zu konstruieren kauft der In-

vestor zwei Calls mit unters
hiedli
hen Ausübungspreisen, die den

Berei
h, in dem die Kurss
hwankungen erwartet werden, eingrenzen.

Auÿerdem verkauft er 2 Calls mit dem glei
hen Ausübungspreis, der

innerhalb des gewählten Berei
hes liegt. Der Auszahlungswert die-

ser Strategie ist in Tabelle 12 angegeben. Der Pro�t der einzelnen

Portfolioelemente ist in Abbildung 15 und der Pro�t der Strategie

ist in Abbildung 16 dargestellt.
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S � K

1

K

1

� S < K

2

K

2

< S � K

3

K

3

< S

Call(A) long 0 S �K

1

S �K

1

S �K

1

Call(B) long 0 0 0 S �K

3

2 Call short -0 -0 �2(S �K

2

) �2(S �K

2

)

= Portfolio 0 S �K

1

2K

2

�K

1

� S 2K

2

�K

1

�K

3

Tabelle 12: Auszahlungswert: Butter�y Spread

Abbildung 15: Der Pro�t für einen Call long mit dem AusübungspreisK = 70 ¿,

einen Call long mit dem AusübungspreisK = 130 ¿ und zwei Calloptionen short

mit dem Ausübungspreis K = 100 ¿

Abbildung 16: Der Pro�t des Butter�y-Spread-Portfolios
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Abs
hlussbemerkung Es handelt si
h bei Optionen um Finanzin-

strumente, deren eigene Wertentwi
klung zwar unsi
her ist, die aber

den Preis für ihr Underlying festlegen. Damit eignen sie si
h hervor-

ragend zur Spekulation aber au
h zur Absi
herung von Portfolios

gegen Kurss
hwankungen. Der Spekulationseinsatz und die Kosten

für die Absi
herung ergeben si
h aus dem Preis der Option am Ge-

s
häftsabs
hluss. Wie der faire Preis einer Option bestimmt werden

kann wird im folgenden dargestellt.
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3 Die Bewertung von Optionen mit dem Bla
k-

S
holes-Modell

Myron S. S
holes und Fis
her Bla
k entwi
kelten Anfang der siebzi-

ger Jahre in enger Zusammenarbeit mit Robert C. Merton ein Mo-

dell für die Bewertung von Optionen und verö�entli
hten 1973 die

na
h ihnen benannte partielle Di�erentialglei
hung. Mit der Bla
k-

S
holes-Glei
hung können die europäis
hen Standardoptionen be-

wertet werden. Dieses Modell erlei
hterte den Optionshandel und

trug dazu bei, dass der gesamte Derivatemarkt so s
hnell und so

enorm wa
hsen konnte. Die Bewertungsmodelle für viele Optionsty-

pen lassen si
h entweder direkt oder indirekt aus dem Bla
k-S
holes-

Modell herleiten. Für ihre Pionierarbeit erhielten Myron S. S
holes

und Robert C. Merton 1997 den Nobelpreis für Wirts
haftswissen-

s
haften. Fis
her Bla
k konnte diese Ehren ni
ht in Empfang neh-

men, da er 1995 verstarb.

3.1 Der theoretis
he Wert einer Option

Der Preis einer Option ist prinzipiell dur
h das Angebot und die

Na
hfrage am Markt bestimmt. Diesem freien Marktpreis dient als

Grundlage ein theoretis
her Preis. In der Regel wei
hen der freie

Marktpreis und der theoretis
he Preis ni
ht besonders voneinander

ab. Der theoretis
he Preis einer Option wird dur
h die folgenden

Faktoren bestimmt:

1. Der Kurs der zugrunde liegenden Aktie relativ zum Ausübungs-

preis (innere Wert)

2. Die verbleibende Zeit, bis die Option verfällt

3. Die Volatilität der zugrundeliegenden Aktie

4. Die Höhe des risikolosen Zinssatzes

5. Die Höhe der gezahlten Dividenden der zugrunde liegenden Ak-

tie

Die Faktoren (2) bis (5) bestimmen den sogenannten Zeitwert der

Option. Dieser berü
ksi
htigt das unsi
here Verhalten der Aktie.

Der theoretis
he Preis einer Option setzt si
h demna
h aus ihrem

inneren Wert und ihrem Zeitwert zusammen. Erst am Ausübungs-

zeitpunkt einer Option fällt ihr Zeitwert weg und ihr gehandelter
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S� K S = K S� K

V

P

(S

T

; T ) long K-S 0 0

V

C

(S

T

; T ) short 0 0 -(S-K)

S(T ) long S K S

P(T) K K K

Tabelle 13: Der Auszahlungswert des risikolosen Put-Call-Portfolios

Wert entspri
ht ihrem inneren Wert, kann also dur
h die Auszah-

lungsfunktion angegeben werden.

Die Put-Call-Parität Der Zusammenhang zwis
hen dem Preis für

einen europäis
hen Put und einen europäis
hen Call auf dieselbe

Aktie mit demselben Ausübungszeitpunkt und Ausübungspreis lässt

si
h mit der Put-Call-Parität bes
hreiben. Diese Beziehung wird mit

Hilfe der No-Arbitrage-Annahme aus der folgenden Situation herge-

leitet:

Der Writer eines Calls mö
hte si
h gegen die mögli
hen Verluste aus

seinem Optionsges
häft absi
hern. Dazu kauft er eine Aktie, deren

Kursgewinne die Verp�i
htungen aus dem Callges
häft ausglei
hen.

Auÿerdem kauft er einen Put, der den glei
hen Ausübungspreis wie

der Call besitzt, um si
h gegen die Kursverluste der Aktie abzusi-


hern. Der Verkäufer des Calls besitzt nun das Portfolio

P = �V




(t) + V

p

(t) + S(t): (9)

Bemerkung 3.1 In Abs
hnitt 2.3 wurde die Verwendung der �+�

und ��� - Zei
hen bei der Darstellung eines Portfolios bes
hrieben:

mit einem

00

�

00

-Zei
hen werden die Portfolioanteile gekennzei
hnet,

die für den Besitzer eine Verp�i
htung darstellen. In dem oben be-

spro
henen Fall hat der Portfoliobesitzer den Call verkauft und muss

am Verfallstermin der Option seiner Verp�i
htung aus diesem Ge-

s
häft na
hkommen. In dem Absi
herungsportfolio P wird diese Ver-

p�i
htung mit einem

00

�

00

-Zei
hen gekennzei
hnet. Finanztitel, die

dem Portfoliobesitzer gehören, markiert er mit einem

00

+

00

-Zei
hen.

Das Portfolio ist risikolos, da es an dem Ausübungszeitpunkt T zu

einem si
heren Auszahlungsbetrag in Höhe des Ausübungspreises K

der Optionen führt, wie in Tabelle 13 dargestellt ist. Da das Port-

folio einen garantierten Endwert besitzt, ergibt si
h sein Wert P (t)

an einem beliebigen Zeitpunkt t dur
h Abzinsung des si
heren End-

wertes K mit dem risikolosen Zinssatz r. Es gilt daher,

�V




(t) + V

p

(t) + S(t) = K exp (�r(T � t)) (10)
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Wäre das Portfolio an einem Zeitpunkt t billiger als in (10) ange-

geben, könnte man si
h bei der Bank für den risikolosen Zins den

nötigen Betrag leihen und das Portfolio kaufen. Der Gewinn am Aus-

übungszeitpunkt wäre dann gröÿer als die Verp�i
htung an die Bank

und man würde einen risikolosen Gewinn erzielen. Wäre das Port-

folio teurer als gefordert, würde man es verkaufen und den Betrag

zum risikolosen Zins bei der Bank anlegen. Am Ausübungszeitpunkt

ist die Verp�i
htung dur
h das verkaufte Portfolio geringer als der

verzinste Betrag. Man würde wieder einen risikolosen Gewinn erzie-

len.

Für einen Put und einen Call auf dieselbe Aktie mit dem glei
hen

Ausübungszeitpunkt und Ausübungspreis gilt aus Arbitragegründen

die Glei
hung (10). Diese Beziehung wird Put-Call-Parität genannt.

Mit der Put-Call-Parität kann aber nur eine Aussage über den Zu-

sammenhang zwis
hen dem Preis für einen Put und einen Call ge-

tro�en werden. Um den Wert einer einzelnen Option bestimmen zu

können, muss das Verhalten des Aktienkurses berü
ksi
htigt wer-

den.

Die Idee der Optionsbewertung besteht darin, mit einer Option und

einem Aktienanteil ein Portfolio zu konstruieren, bei dem si
h die

Kursänderung der Aktie und die damit verbundene Wertänderung

der Option ausglei
hen. Da dieses Portfolio kein Risiko beinhaltet

entspri
ht seine Rendite, wegen der No-Arbitrage-Bedingung, dem

risikolosen Zinssatz r. Aus den Informationen über den Wert des

Portfolios kann der Preis für die Option hergeleitet werden.

Da jedo
h nur unzurei
hend Informationen über den Kursverlauf

bestehen muss man auf geeignete Modelle, die den Verlauf des Ak-

tienkurses widerspiegeln, zurü
kgreifen. Einen diskreten und damit

einfa
hen und ans
hauli
hen Zugang �ndet zuerst dur
h das Binomi-

almodell statt. Dana
h folgt das kontinuierli
he Aktienkursmodell,

das zu der von Bla
k und S
holes hergeleiteten Glei
hung für die

Bewertung von europäis
hen Optionen führt.

3.2 Die Bewertung von Optionen auf der Grundlage des

Binomialmodells

In diesem Kursmodell wird mit einem diskreten Zeitverlauf und da-

dur
h mit einer diskreten Kursentwi
klung gearbeitet. Die Eigen-
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s
haften der Zeit- und Kursentwi
klung sind dur
h die zwei folgen-

den Voraussetzungen gegeben

3

:

(V1) Der betra
htete Zeitraum wird in äquidistante Teilintervalle

der Länge Æt unterteilt.

� t

i

= iÆt

� S

i

= S(t

i

)

(V2) Der Kurs S kann si
h in jedem Zeitintervall in nur zwei Kurs-

werte entwi
keln.

� er steigt um den Faktor �up�: S

i+1

= S

i

� up

� er fällt um den Faktor �down�: S

i+1

= S

i

� down

Für den Kursverlauf ergibt si
h na
h diesen Bedingungen ein Bino-

mialbaum, der, wie in Abbildung 17 dargestellt ist, bei einem Start-

wert S

0

beginnt und si
h an jeder Knotenstelle in zwei Ri
htungen

verzweigt.

Abbildung 17: Die s
hematis
he Darstellung eines Binomialbaumes. Die Anzahl

der �+� - und ��� - Zei
hen gibt an, wie häu�g der Kurs gestiegen beziehungs-

weise gefallen ist.

3.2.1 Die Bewertung mit dem Binomialmodell

Im Folgenden wird die Bewertung einer Option mit dem Binomi-

almodell an einem Beispiel demonstriert:

Es soll der faire Preis für einen Call bestimmt werden, mit dem der

3

Eine umfangrei
here Bes
hreibung des Binomialmodells wird zum Beispiel in [7℄ angege-

ben
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Käufer das Re
ht erhält in einem Jahr die IBM-Aktie zu einem Preis

von K = 22 ¿ zu kaufen. Der Kurs der Aktie steht zum Zeitpunkt

t

0

bei S

0

= 25 ¿. Der risikolose Zinssatz beträgt r = 10%.

Der Einperiodenfall Im einfa
hsten Fall entspri
ht das Intervall Æt

der Haltedauer der Option, der entspre
hende Binomialbaum ist in

Abbildung 18 dargestellt. Es müssen nur der Anfangszeitpunkt t

0

und der Ausübungszeitpunkt t = T betra
htet werden. Für die Ent-

wi
klung des Aktienkurses wird angenommen, dass der Kurs in dem

Intervall Æt entweder um 20% steigt oder fällt.

S

0

K T Æt up down r

25 ¿ 22 ¿ 1Jahr 1Jahr 1:2 0:8 0:1

Abbildung 18: Der Binomialbaum für den Einperiodenfall

Das Risikolose Portfolio DieWertänderung einer verkauften Cal-

loption kann dur
h den Kauf von � Aktien ausgegli
hen werden.

Steigt der Kurs der Aktie, dann glei
hen die Kursgewinne den Ver-

lust dur
h den verkauften Call aus. Entspre
hend werden im umge-

kehrten Fall die Kursverluste der Aktie dur
h den Gewinn aus dem

Call-Ges
häft ausgegli
hen. Dieses Portfolio hat zum Zeitpunkt t

0

den Wert:

P

0

= �S

0

� V




0

(11)

Zum Zeitpunkt t = T sind zwei Ers
heinungsformen für den Akti-

enkurs und damit für das Portfolio mögli
h, diese sind in Tabelle 14

dargestellt. In beiden Fällen ist der Wert des risikolosen Portfolios

P

1

glei
h groÿ und das Glei
hungssystem daher eindeutig lösbar.

Es liefert sowohl den Wert des Portfolios zum Ausübungszeitpunkt,

P

1

= 16 ¿, wie au
h die Anzahl der zum Hedgen benötigten Ak-

tien, � = 0:8. Dur
h Abzinsung ergibt si
h der Anfangswert des

Portfolios,

P

0

= P

1

exp(�r(Æt)) = 14:48 ¿ : (12)
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Aktiekurs Optionswert Portfoliowert

(¿) (¿) (¿)

Kursanstieg 30 8 P

1

= �30� 8

Kursabfall 20 0 P

1

= �20

Tabelle 14: Der Wert des risikolosen Portfolios zum Zeitpunkt t = T

Setzt man die Ergebnisse in Glei
hung (11) ein, so kann der faire

Wert der Option,

V




0

= 0:8 � 25 ¿� 14:48 ¿ = 5:52 ¿ (13)

bestimmt werden.

Interpretation der Hedge-Strategie Dur
h den Verkauf des Calls

erhält der Investor 5.52 ¿. Um den Call zu hedgen benötigt er 0.8

Aktien, die 20 ¿ kosten. Die fehlenden 14.48¿muss der Investor von

seinem eigenen Kapital bereitstellen. Dadur
h ergibt si
h der Preis

des Portfolios. Na
h einem Jahr sind zwei Situationen mögli
h:

� Der Aktienkurs steigt auf S

1

= 30 ¿

Die 0.8 Aktien sind 24 ¿ wert und es besteht eine Verp�i
htung

aus dem Call-Ges
häft in Höhe von 8 ¿. Den Betrag von 16 ¿

erhält der Investor.

� Der Aktienkurs sinkt auf S

1

= 20 ¿

Die 0.8 Aktien sind 16 ¿ wert und es besteht keine Verp�i
h-

tung aus dem Call-Ges
häft. Den Betrag von 16 ¿ erhält der

Investor.

In beiden Fällen erhält der Investor dur
h den Einsatz von eigenem

Kapital in Höhe von 14.48 ¿ einen Betrag von 16 ¿. Die Rendite

entspri
ht natürli
h dem risikolosen Zinssatz r, da es si
h um eine

risikolose Geldanlage gehandelt hat.

Der Mehrperiodenfall Das Ergebnis, dass man mit dem obigen Vor-

gehen erhält, ist aber no
h ni
ht zufriedenstellend, da die Intervall-

länge viel zu groÿ gewählt wurde und die Aktie nur einmal in einem

Jahr ihren Kurs ändert. Um realistis
here Werte zu erhalten muss

man eine bedeutend kleinere Zeitdiskretisierung wählen. In dem fol-

genden Beispiel wird die Lebensdauer der Option in zwei Zeitin-

tervalle unterteilt. Diese Intervalllänge ist zwar immer no
h ni
ht
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ausrei
hend klein, um ein vernünftiges Ergebnis zu erzielen, rei
ht

aber aus, um die Vorgehensweise zu verdeutli
hen.

S

0

K T Æt up down r

20 ¿ 22 ¿ 1Jahr 6Monat 1:2 0:8 0:1

Abbildung 19: Der Binomialbaum mit den Optionswerten für den Zweiperioden-

fall

In dem Binomialbaum, der in Abbildung 19 dargestell ist, sind

für jeden diskreten Zeitpunkt und mögli
hen Aktienkurs die fairen

Preise für die Option eingetragen.

Der Optionspreis zum Zeitpunkt t

0

wird ausgehend vom Ausübungs-

zeitpunkt t = T rekursiv bestimmt. Dazu ermittelt man für jeden

Zeits
hritt und jeden mögli
hen Aktienkurs den fairen Optionspreis

und die Anzahl der zum Hedgen benötigten Aktien na
h dem aus

dem Einperiodenfall bekannten Vorgehen. In dem hier bespro
henen

Zweiperiodenfall müssen drei Einperiodenfälle bearbeitet werden.

Um einen Optionswert zu ermitteln, der am realen Markt verwen-

det werden kann, muss die Intervalllänge Æt in dem Binomialmodell

sehr klein gewählt werden. Dadur
h erhöht si
h der Re
henaufwand

erhebli
h.

3.3 Die Bla
k-S
holes-Glei
hung für europäis
he Standard-

optionen

Von einem kontinuierli
hen Kursverlauf geht das Modell von Bla
k

und S
holes aus. Dieses Modell liefert eine partielle Di�erentialglei-


hung, die mit den entspre
henden End- und Randbedingungen ein

End-Randwertproblem ergibt, mit dem die Werte einer europäis
hen

Option bestimmt werden können. Im Folgenden werden die wesent-

li
hen Annahmen dargestellt, die zur Gültigkeit des Modells führen
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(siehe au
h [5℄, [30℄, [36℄):

� (V1) Es gibt keine Arbitrage-Mögli
hkeiten

� (V2) Die Variablen sind stetig

� (V3) Der risikolose Zinssatz r und die Volatilität � der Aktie

sind konstant

� (V4) Es fallen keine Gebühren, Steuern oder Dividenden an

� (V5) Es wird eine europäis
he Option betra
htet

� (V6) Der Aktienkurs S genügt einer geometris
hen Browns
hen

Bewegung und sein Return ist lognormalverteilt

3.3.1 Ein kontinuierli
hes Modell für den Kursverlauf

Mit dem Modell der geometris
hen Browns
hen Bewegung kann der

Bewegungsverlauf von Blütenpollen auf einer Flüssigkeitsober�ä
he

bes
hrieben werden. Die Blütenpollen reagieren mit ihrer Bewegung

auf das Zusammenstoÿen mit Molekülen der Flüssigkeit. Dadur
h

kann zu keinem Zeitpunkt eine exakte Vorhersage über die nä
hste

Bewegung der Pollen getro�en werden. Ihr Bewegungsverlauf ent-

spri
ht damit einem stetigen sto
hastis
hen Prozess (siehe De�nition

3.1). Das Modell der geometris
hen Browns
hen Bewegung liefert ei-

ne sto
hastis
he Di�erentialglei
hung für die relative Änderung der

Lage L der Pollen in dem Zeitintervall dt.

dL

L

= �dt + �dW (14)

Mit der deterministis
hen Driftrate �dt wird die tendenzielle Lage-

änderung der Blütenpollen in dem Zeitintervall dt angegeben. Die

sto
hastis
hen S
hwankungen, die dur
h das unsi
here Zusammen-

stoÿen der Pollen mit den Molekülen entstehen, werden dur
h den

Term �dW berü
ksi
htigt. Dabei kennzei
hnetW einen Wiener Pro-

zess, der eine spezielle Form eines stetigen sto
hastis
hen Prozesses

darstellt.

De�nition 3.1 (stetiger sto
hastis
her Prozess) Ein stetiger sto-


hastis
her Prozess ist eine Familie von Zufallszahlen X(t), die für

eine stetige Zeit t de�niert sind. Die Zeit t variiert kontinuierli
h

in einem Intervall I, z.B. 0 � t � T . Statt X(t) kann man au
h X

t

s
hreiben.
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De�nition 3.2 (Wiener Prozess) Ein Wiener-ProzessW

t

ist ein

stetiger sto
hastis
her Prozess mit den Eigens
haften

(E1) W

0

= 0

(E2) W

t

ist normalverteilt mit

� dem Erwartungswert E(W

t

) = 0 und

� der Varianz V ar(W

t

) = t

(E3) Alle Zuwä
hse ÆW sind unabhängig voneinander

Die Zuwä
hse des Wiener Prozesses in dem Intervall Æt sind dur
h

die Intervalllänge und die normalverteilte Zufallsvariable � bestimmt:

ÆW = �

p

Æt mit E(�) = 0 E(�

2

) = 1

Das Aktienkursmodell Der reale Kurs einer Aktie verhält si
h ähn-

li
h wie die Lage der Blütenpollen. Er besitzt eine tendenzielle Wert-

entwi
klung, die dur
h den Erwartungswert der Aktienrendite � be-

stimmt wird. Zusätzli
h wird der Aktienkurs dur
h sehr viele Fak-

toren beein�usst, deren Wirkung häu�g nur sehr s
hwer vorherge-

sagt werden kann. Verglei
ht man die Prognosen für ein anstehendes

Börsenjahr mit dem abs
hlieÿenden Fazit, dann wird man nur wenig

Gemeinsamkeiten erkennen. Da die Ursa
hen und die daraus resul-

tierenden Wirkungen bei Kursänderungen nur unzurei
hend vorher-

gesagt werden können, betra
htet man die S
hwankungen des Akti-

enkurses, ähnli
h wie die Bewegung der Blütenpollen, als zufällig.

Eine Information über die Kurss
hwankungen einer Aktie kann man

jedo
h aus der Vergangenheit erhalten und für die nahe Zukunft ver-

wenden. Es handelt si
h dabei um das Ausmaÿ, mit dem der Kurs

einer Aktie auf die Umweltsituationen reagiert. Eine Aktie, deren

Kurs bisher sehr deutli
h auf positive oder negative Informationen

reagiert hat, wird dieses Verhalten in der Zukunft mit groÿer Wahr-

s
heinli
hkeit beibehalten. Genauso wird der Kurs einer Aktie, der

si
h in der Vergangenheit nahezu na
h dem erwarteten Verlauf ent-

wi
kelt hat, dieses Verhalten au
h in der näheren Zukunft beibe-

halten. Das Ausmaÿ der S
hwankungen einer Aktie wird dur
h ihre

Volatilität � bes
hrieben.

Auf Grund der Gemeinsamkeiten des Kurses einer Aktie und der Be-

wegung der Blütenpollen verwendet man für die Bes
hreibung der

relativen Änderung des Aktienkurses

dS

S

die sto
hastis
he Di�erenti-

alglei
hung der Browns
hen Molekularbewegung (14) und setzt die
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erwartete Rendite � und die Volatilität � der Aktie entspre
hend

ein.

dS

S

= �dt+ �dW (15)

In der Abbildung 20 sind die Kursverläufe von Aktien, die mit der

sto
hastis
hen Di�erentialglei
hung (15) modelliert wurden, darge-

stellt. Die Auswirkung der vers
hiedenen Volatilitäten ist darin deut-

li
h zu erkennen. Am Markt liegen die Volatilitäten der Aktien in

dem Berei
h 0:1 � � � 0:3. Die erwartete Kursentwi
klung ist dur
h

die erwartete Rendite � der Aktie gegeben, die in diesem Fall dem

risikolosen Zinssatz r entspri
ht.

Abbildung 20: Der Kursverlauf na
h dem Modell der geometris
hen Browns
hen

Bewegung mit � = 0:2 und � = 0:4 (aus [13℄)

3.3.2 Die Bla
k-S
holes-Glei
hung

Der Wert einer Option verhält si
h dur
h die enge Beziehung zum

Kurs seiner zugrunde liegenden Aktie genauso unsi
her wie der Ak-

tienkurs selbst. Mit dem Lemma von Ito kann man aus der sto
has-

tis
hen Di�erentialglei
hung, die für den Aktienkurs besteht, eine

sto
hastis
he Di�erentialglei
hung für den Optionswert herleiten.

De�nition 3.3 (Ito-Lemma) Gegeben ist eine Funktion G(S,t),

wobei S dem sto
hastis
hen Prozess aus Glei
hung (15) folgt. Dann

ändert für kleine Zeitintervalle dt die Funktion ihren Wert von G

na
h G + dG, mit

dG = (�G

S

+

�

2

S

2

2

G

SS

+G

t

)dt+ �SG

S

dW (16)
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Betra
htet man die Optionswertentwi
klung in dem Binomialmodell,

dann wird deutli
h, dass der Wert der Option von dem Aktien-

kurs S und der Zeit t abhängt. Da der Aktienkurs die sto
hastis
he

Di�erentialglei
hung (15) erfüllt, sind die Voraussetzungen des Ito-

Lemmas gegeben und man erhält für den Optionswert die sto
has-

tis
he partielle Di�erentialglei
hung

dV = (�V

S

+

�

2

S

2

2

V

SS

+ V

t

)dt+ �SV

S

dW: (17)

Um den fairen Wert der Option zu bestimmen konstruiert man wie-

der ein risikoloses Portfolio, bestehend aus einer verkauften Call-

option und einer Anzahl � der zugrunde liegenden Aktie. Für den

Wert des Portfolios gilt:

P = �S � V (18)

In kleinen Zeitintervallen dt ändert si
h der Wert des Portfolios zu

P = P + dP (19)

mit

dP = �dS � dV: (20)

Setzt man (15) und (17) in Glei
hung (20) ein, so erhält man

dP = �S(�� V

S

)dW + (��SV

S

�

�

2

S

2

2

V

SS

� V

t

+ ��S)dt: (21)

Dur
h die Wahl von � = V

S

wird der sto
hastis
he Anteil der Dif-

ferentialglei
hung eliminiert. Man erhält für die Zeitspanne dt ein

risikoloses Portfolio, dessen Wertefunktion die Di�erentialglei
hung

dP = (�

�

2

S

2

2

V

SS

� V

t

)dt (22)

erfüllt. Aus Arbitragegründen muss si
h der Wert des Portfolios ent-

spre
hend der risikolosen Verzinsung entwi
keln,

dP = Prdt : (23)

Aus den Glei
hungen (22) und (23) folgt:

Prdt = (�

�

2

S

2

2

V

SS

� V

t

)dt (24)

Mit

P = �S � V = V

S

S � V (25)
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erhält man die Bla
k-S
holes Glei
hung,

L

BS

V = V

t

+

�

2

S

2

2

V

SS

+ rSV

S

� rV = 0: (26)

Mit der Bla
k-S
holes-Glei
hung (26) besitzt man eine partielle Dif-

ferentialglei
hung, die das Verhalten des Optionswertes in Abhän-

gigkeit von der Zeit und der Kursentwi
klung der Aktie bes
hreibt.

Das für die betra
htete Aktie 
harakteristis
he Verhalten ist in der

Bla
k-S
holes-Glei
hung dur
h ihre Volatilität � dargestellt.

Interpretation der Hedge-Strategie Der Writer der Option hedget

die verkaufte Option über den gesamten Zeitraum, indem er im-

mer so viele Aktien besitzt wie er benötigt um S
hwankungen im

Optionswert auszuglei
hen. Da er dafür ständig den Aktienanteil

� = V

S

seines Portfolios aktualisieren muss, nennt man diese Art

des Hedgen Deltahedgen.

3.3.3 Die End-Randwertaufgabe für europäis
he Optionen

Aus den bisher gewonnen Erkenntnissen läÿt si
h eine End-Randwert-

aufgabe herleiten, die als Lösung die Wertfunktion einer europäi-

s
hen Standardoption liefert. Die dabei verwendete Bla
k-S
holes-

Glei
hung (26) gilt nur für Aktien ohne Dividendenzahlungen. Dur
h

eine kleine Änderung kann man die partiellen Di�erentialglei
hung

jedo
h an diese Situation anpassen (siehe [30℄). In dem weiteren Ver-

lauf werden nur Aktien betra
htet, bei denen keine Dividenden ge-

zahlt werden, deren Kursverläufe daher die Bla
k-S
holes-Glei
hung

erfüllen.

Am Ausübungstermin t = T fällt der Zeitwert der Option weg und

ihr Wert, mit dem sie gehandelt wird, entspri
ht nur no
h ihrem

inneren Wert. Die Auszahlungsfunktion der Option liefert damit die

Endbedingung für die partielle Di�erentialglei
hung.

Die Endbedingung für einen Call:

V

C

(T ) = max(S(T )�K; 0) (27)

Die Endbedingung für einen Put:

V

P

(T ) = max(K � S(T ); 0) (28)

Die Randbedingungen ergeben si
h aus der Put-Call-Parität

V

P

(S(t); t) + S(t) = V

C

(S(t); t) +K exp(�r(T � t)): (29)
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Ist die Aktie wertlos, dann würde kein Investor Geld ausgeben, um

diesen Finanztitel in Zukunft zu einem bestimmten Preis kaufen zu

dürfen, da er ihn jetzt umsonst bekommen kann. Damit ist der Call

in dieser Situation wertlos und der Preis für den Put ergibt si
h aus

der Glei
hung (29). Ist der Wert der Aktie nahezu unendli
h ho
h,

dann würde kein Investor Geld ausgeben, um die Aktie später für

einen, um ein Vielfa
hes niedrigeren Preis verkaufen zu dürfen. In

diesem Fall ist der Put wertlos und der Preis des Calls kann mit der

Bla
k-S
holes-Glei
hung bestimmt werden.

Die Randbedingungen für einen Call:

V

C

(0; t) = 0 (30)

lim

S!1

V

C

(S; t) = S �K exp (�r(T � t)) (31)

Die Randbedingungen für einen Put:

V

P

(0; t) = K exp (�r(T � t)) (32)

lim

S!1

V

P

(S; t) = 0 (33)

Die Lösungsfunktion Bei der Lösung des End-Randwertproblems

wird der re
hte Rand dur
h einen maximalen Kurswert S

max

fest-

gelegt. Dieser muss groÿ genug gewählt werden, um den Fehler so

gering wie mögli
h zu halten. Ein Ri
htwert liegt bei dem Zwei- bis

Dreifa
hen des Ausübungspreises der Option. Als Lösung erhält man

ein Flä
henstü
k über dem Gebiet 0 � S � S

max

und 0 � t � T in

der S-t-Ebene.

Die Lösungsfunktionen für einen Call und einen Put sind in der Ab-

bildung 21 und in der Abbildung 22 dargestellt. Sie geben den Wert

der entspre
henden Option zum Zeitpunkt t = 0 in Abhängigkeit

von ihrem Kurs an.
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Abbildung 21: Der Wert für einen europäis
hen Call auf eine Aktie mit der

Volatilität � = 0:2, dem risikolosen Zins r = 0:1, der Laufzeit T = 1 Jahr und

dem Ausübungspreis K = 10 ¿

0

2

4

6

8

10

0 2 4 6 8 10 12 14

V

S

Put
Auszahlungswert

Abbildung 22: Der Wert für einen europäis
hen Put auf eine Aktie mit der

Volatilität � = 0:2, dem risikolosen Zins r = 0:1, der Laufzeit T = 1 Jahr und

dem Ausübungspreis K = 10 ¿

Der Wert einer Option setzt si
h aus ihrem inneren Wert und

ihrem Zeitwert zusammen. Der Zeitwert einer Putoption kann je

na
h Aktienkurs sowohl positive wie au
h negative Werte anneh-

men. Diese Eigens
haft ist in Abbildung 23 zu erkennen, die die

Wertefunktion an vers
hiedenen Zeitpunkten darstellt. Dagegen ist
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der Zeitwert eines Calls, bei dem keine Dividenden gezahlt werden,

nie negativ. Nur wenn Dividenden gezahlt werden kann es vorkom-

men, dass au
h der Zeitwert eines Calls negativ wird. Ähnli
h wie

bei den Futures muss der Writer berü
ksi
htigen, dass er dur
h den

weiteren Besitz der Aktie Dividendengewinne erzielt und die Prämie

für die Option entspre
hend senkt.

0
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1.5

2

2.5

3

3.5

4

6 7 8 9 10 11 12 13 14

V

S

t=1
t=0.75

t=0.5
t=0.25

t=1

Abbildung 23: Der Wert einer europäis
hen Putoption auf eine Aktie mit der

Volatilität � = 0:2, dem risikolosen Zins r = 0:1, der Laufzeit T = 1 Jahr und

dem Ausübungspreis K = 10 ¿ an vers
hiedenen Zeitpunkten

Einen ents
heidenden Ein�uss auf den Wert einer Option hat die

Volatilität der Aktie. Dieser Ein�uss wird in Abbildung 24 demons-

triert.

3.4 Die Bla
k-S
holes-Unglei
hung für amerikanis
he Op-

tionen

Amerikanis
he Optionen zei
hnen si
h dur
h das zusätzli
he Re
ht

aus, au
h vor dem Verfallstermin der Option ausgeübt werden zu

dürfen. Dadur
h bieten sie ihrem Besitzer neben den Mögli
hkeiten

einer europäis
hen Option den Vorteil auf die aktuelle Marktsitua-

tion direkt reagieren zu können. Die Strategien, die in Abs
hnitt

2.4 angespro
hen wurden, können bei einer amerikanis
hen Option

während der gesamten Lebensdauer des Derivates zum Erfolg füh-

ren.

Dur
h die vorzeitige Ausübung ändert si
h der Wert der Option, da

ihr Zeitwert wegfällt und sie ihren inneren Wert annimmt. Um das
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Abbildung 24: Der aktuelle Wert von europäis
hen Putoptionen auf Aktien mit

vers
hiedenen Volatilitäten, dem risikolosen Zins r = 0:1, der Laufzeit T = 1

Jahr und dem Ausübungspreis K = 10 ¿

Änderungsverhalten des Preises einer amerikanis
hen Option zu be-

s
hreiben, erhält man eine Unglei
hung, die aus der Bla
k-S
holes

Glei
hung hergeleitet wird.

Auf Grund des zusätzli
hen Re
htes ist der Preis für eine amerikani-

s
he Option mindestens so ho
h wie der einer europäis
hen Option,

V

am

� V

eu

: (34)

Auÿerdem kann der Preis einer amerikanis
hen Option aus Arbitra-

gegründen niemals kleiner als ihr Auszahlungswert werden,

V

am

� G: (35)

Da ihre Ausübung zu jedem Zeitpunkt mögli
h ist, könnte man sonst

die Option kaufen und dur
h die sofortige Ausübung einen si
heren

Gewinn auf Kosten des Optionsverkäufers erzielen.

Der Zeitwert der Option fällt bei der vorzeitigen Ausübung weg,

wodur
h si
h der Wert einer amerikanis
hen Option ni
ht nur dur
h

Kursänderungen sondern au
h dur
h ihre frühzeitige Ausübung än-

dern kann. Deltahedgen bietet aber nur eine Absi
herung des Portfo-

lios gegen Kurss
hwankungen wodur
h der Unsi
herheitsfaktor der

vorzeitigen Ausübung bestehen bleibt. Der Writer, der die Aus-
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übungsstrategie des Holders ni
ht kennt, wird den Preis für die Op-

tion so wählen, dass er auf keinen Fall einen Verlust einbüÿen wird.

Dazu muss die Rendite seines deltagehedgten Portfolios mindestens

so groÿ sein wie der risikolose Zinssatz r. Das deltagehedgete Port-

folio hat den Wert

P = �S � V: (36)

Für die Wertänderung des Portfolios gilt:

�dS � dV � r(�S � V )dt (37)

Auf demselben Weg, der bei der Herleitung der Bla
k-S
holes Glei-


hung verwendet wurde, erhält man für amerikanis
he Optionen die

Unglei
hung:

L

BS

V = V

t

+

�

2

S

2

2

V

SS

+ rSV

S

� rV � 0 (38)

Da der Wert einer amerikanis
hen Option und der einer europäi-

s
hen Option am Verfallstermin des Derivates übereinstimmen, sind

au
h die Endbedingungen beider End-Randwertprobleme identis
h.

Die Auszahlungsfunktion der betra
hteten Option liefert die End-

bedingung.

Die Endbedingung für einen Call:

V

C

(T ) = max(S(T )�K; 0) (39)

Die Endbedingung für einen Put:

V

P

(T ) = max(K � S(T ); 0) (40)

Bei der Bestimmung der Randbedingungen muss wieder berü
ksi
h-

tigt werden, dass der Optionswert ni
ht kleiner sein darf als der

zugehörige Auszahlungswert. Bei einem europäis
hen Call tritt die-

ser Fall ni
ht ein, wenn keine Dividenden gezahlt werden, wodur
h

die Randwerte für einen amerikanis
hen und europäis
hen Call über-

einstimmen. Die Randwerte eines amerikanis
hen Puts sind für den

Fall S = 0 gröÿer als die der europäis
hen Variante, sie werden dur
h

den Auszahlungswert der Option gegeben.

Die Randbedingungen für einen Call:

V

C

(0; t) = 0 (41)

lim

S!1

V

C

(S; t) = S �K exp (�r(T � t)) (42)
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Die Randbedingungen für einen Put:

V

P

(0; t) = K (43)

lim

S!1

V

P

(S; t) = 0 (44)

3.4.1 Das lineare Komplementaritätsproblem

Eine amerikanis
he Option darf aus den oben angespro
henen Ar-

bitragegründen keinen Preis annehmen, der kleiner ist als ihr Aus-

übungswert. Ein europäis
her Call auf eine Aktie ohne Dividenden-

zahlung erfüllt diese Bedingung zu jedem Zeitpunkt. Daher stimmen

der Preis eines amerikanis
hen und eines europäis
hen Calls überein,

wenn keine Dividenden gezahlt werden.
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Abbildung 25: Der Wert eines europäis
hen und amerikanis
hen Put in Relation

zu ihrem inneren Wert

S
hneiden die Werte einer europäis
hen Option ihre Auszahlungs-

funktion, wie es bei einem Put vorkommt, dann unters
heidet si
h

der Wert dieser europäis
hen Option von dem Preis der entspre
hen-

den amerikanis
hen Variante.

Die Werte für einen europäis
hen und amerikanis
hen Put an einem

festen Zeitpunkt t* sind in Abbildung 25 dargestellt. Der amerika-

nis
he Put läuft an dem Aufsprungpunkt S

f

(t*) in die Auszahlungs-

funktion hinein. Während für einen amerikanis
hen Put ein sol
her

Aufsprungpunkt S

f

immer existiert, kann er bei einem Call nur vor-

kommen, falls Dividenden gezahlt werden. An dem Aufsprungpunkt

besitzt die Wertefunktion die Steigung V

P

S

= �1 für einen Put und

V

C

S

= 1 für einen Call, es handelt si
h also um einen glatten Einlauf.
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Ökonomis
he Bedeutung des Aufsprungpunktes Aus ökonomis
her

Si
ht stellt der Aufsprungpunkt für den deltahedgenden Optionsbe-

sitzer den optimalen Ausübungszeitpunkt dar. Um si
h diese eher

theoretis
he Gegebenheit zu verdeutli
hen muss man die Wertent-

wi
klung seines Portfolios betra
hten. Das Portfolio des Holders ver-

hält si
h spiegelverkehrt zu dem des Writers, es besitzt den Wert

P = V ��S : (45)

Der Writer bewertet die Option so, dass er in der Regel einen Gewinn

und im s
hle
htesten Fall weder einen Verlust no
h einen Gewinn

erzielt. Das bedeutet, dass die Rendite seines Portfolios mindestens

so groÿ ist wie der risikolose Zinssatz r. Dadur
h ist die Rendite

für das Portfolio des Holders hö
hstens so groÿ wie der risikolose

Zinssatz r,

dP = dV ��dS � r(V ��S) : (46)

Der günstigste Ausübungszeitpunkt für den Holder ist der Zeit-

punkt, an dem sein Verlust am niedrigsten ist. Da sein Verlust der

Gewinn des Writers ist muss er den Zeitpunkt �nden, an dem der

Writer seinen geringsten Gewinn erzielt. Solange der Optionspreis

gröÿer ist als die Auszahlungsfunktion erzielt der Writer einen Ge-

winn falls die Option vorzeitig ausgeübt wird. Denn der Wert des

Derivates reduziert si
h auf den Ausübungswert wodur
h si
h die

Verp�i
htung des Writers um den Zeitwert der Option verringert.

Der Holder sollte daher nur vorzeitig ausüben wenn der Options-

preis mit dem Ausübungspreis übereinstimmt. Der Aufsprungpunkt

markiert also die Grenze zwis
hen den Berei
hen, in denen ausgeübt

werden darf und in denen ni
ht ausgeübt werden soll.

Numeris
he Bedeutung des Aufsprungpunktes Die Lösungs�ä
he

der Bla
k-S
holes-Unglei
hung wird dur
h die Aufsprungpunkte in

zwei Berei
he unterteilt. In dem einen stimmt die Lösung mit der

Auszahlungsfunktion überein, in dem anderen nimmt sie gröÿere

Werte an.

Der deltahedgende Optionsinhaber wird mit Si
herheit von seinem

vorzeitigen Ausübungsre
ht keinen Gebrau
h ma
hen falls der Wri-

ter einen Gewinn dadur
h erzielt. Daher gilt in dem Berei
h, in dem

der Optionspreis gröÿer ist als der Wert der Auszahlungsfunktion,

die Bla
k-S
holes-Glei
hung,

V > G und L

BS

V = 0: (47)
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In dem Berei
h, in dem der Preis der Option mit dem Wert ih-

rer Auszahlungsfunktion übereinstimmt, gilt dementspre
hend die

Kleinerrelation,

V = G und L

BS

V < 0: (48)

Der Wert einer amerikanis
hen Option setzt si
h demna
h aus ih-

rer Auszahlungsfunktion und einer Funktion, die die Bla
k-S
holes-

Glei
hung erfüllt, zusammen (siehe Tabelle 15). Da der Aufsprung-

S � S

f

S > S

f

Put V

am

P

= K � S V

am

P

löst B-S-Glei
hung

Call V

am

C

löst B-S-Glei
hung V

am

C

= S �K

Tabelle 15: Der Aufsprungpunkt unterteilt die Lösungs�ä
he in einen Berei
h,

in dem die Bla
k-S
holes-Glei
hung gilt und einem Berei
h, in dem die Bla
k-

S
holes-Unglei
hung gilt

punkt S

f

für jeden Zeitpunkt unbekannt ist können amerikanis
he

Optionen ni
ht ohne weiteres mit der Bla
k-S
holes-Glei
hung be-

wertet werden. Der Rand, der den Berei
h, in dem die Bla
k-S
holes-

Glei
hung gilt, begrenzt, ergibt si
h erst mit der Lösung der Bla
k-

S
holes-Unglei
hung. Man spri
ht daher von einem freien Randwert-

problem. Die Abbildungen 26 und 27 zeigen den Verlauf des Auf-

sprungpunktes S

f

(t) und damit den freien Rand für Aktien mit den

Volatilitäten � = 0:2 und � = 0:4.
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Abbildung 26: Der Verlauf des Aufsprungpunktes bei der Volatilität � = 0:2
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Abbildung 27: Der Verlauf des Aufsprungpunktes bei der Volatilität � = 0:4

Sehr häu�g können freie Randwertprobleme als lineare Komple-

mentaritätsprobleme (verglei
he [36℄, [30℄) dargestellt und so bes-

ser iterativ gelöst werden. Au
h für das freie Randwertproblem der

amerikanis
hen Optionen ist das mögli
h. Für die Bewertung ame-
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rikanis
her Optionen auf dem Gebiet 
 = [0; S

max

℄ gilt das folgende

lineare Komplementaritätsproblem.

V (P )�G(P ) � 0

L

BS

V (P ) � 0 (49)

(V (P )�G(P ))(L

BS

V (P )) = 0

P 2 


Die End- und Randbedingungen sind von dem Optionstyp abhängig

und werden dur
h die Auszahlungsfunktion und die Put-Call-Parität

gegeben.

Kritis
he Anmerkung Das Ergebnis wurde aus einer theoretis
hen

Situation hergeleitet, da von einem deltahedgenden Optionsbesitzer

ausgegangen wurde. Warum sollte aber ein Investor ein Portfolio

konstruieren, dessen Wertentwi
klung im günstigsten Fall der risi-

kolosen Verzinsung entspri
ht? Realistis
her ist die Annahme, dass

Optionen gekauft werden, um ein Portfolio statis
h zu hedgen oder

um sie als spekulatives Instrument einzusetzen. In beiden Fällen

wird der Holder die Option dann ausüben, wenn es für ihn am bes-

ten ist, und bei seiner Ents
heidung ni
ht den Na
hteil für den Wri-

ter berü
ksi
htigen. Angenommen ein Investor spekuliert mit einem

Call auf den steigenden Kurs einer Aktie, bei der keine Dividenden

gezahlt werden. Aus theoretis
her Si
ht müsste er die Option bis zu

ihrem Verfallsdatum halten, da kein Aufsprungpunkt existiert. Ist

der Aktienkurs tatsä
hli
h gestiegen und die Marktsituation weist

deutli
h auf einen baldigen Kursabfall hin, dann wird der Investor

sein Re
ht anwenden und die Option sofort ausüben, um den erziel-

ten Gewinn zu si
hern.

Aus dieser Tatsa
he ergibt si
h das hohe Angebot und au
h die hohe

Na
hfrage an amerikanis
hen Optionen am Markt. Für den Holder

sind Optionen vom amerikanis
hen Typ interessant, da er spontan

auf die Marktsituation reagieren kann. Der Writer, der die Option

deltahedged, kann in keinem Fall Verluste aber dur
h die vorzeitige

Ausübung einen Gewinn erzielen.
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4 Optionen am Kapitalmarkt

Dass Optionen Chan
en auf hohe Gewinne aber au
h Risiken mit

si
h bringen wurde in den vorherigen Kapiteln angespro
hen. Nur

wer die Eigens
haften dieser Derivate kennt ist in der Lage si
h

gegen ihre Risiken abzusi
hern und so ihre Gewinnmögli
hkeiten

auszunutzen.

4.1 Beurteilung einer gehandelten Option

Der Wert einer Option hängt von einigen Ein�ussfaktoren ab, die

drei wi
htigsten davon sind:

� der Aktienkurs relativ zum Basispreis,

� die Restlaufzeit bis zum Verfallstermin,

� die Volatilität der Aktie.

Sowohl für den Holder wie au
h für den Writer von Optionen ist es

von groÿem Interesse zu wissen, wie sensibel der Optionswert auf

diese drei Faktoren reagiert. Diese Informationen sind zum Beispiel

wi
htig, wenn eine verkaufte Option abgesi
hert (siehe Abs
hnitt

4.2) oder die Option wegen ihres Hebele�ektes als spekulatives In-

strument eingesetzt werden soll. Die �Kürzel�, die verwendet werden,

um die Veränderungen der Optionsprämie, die aus den oben ange-

spro
henen Faktoren resultieren, zu bes
hreiben, werden allgemein

als die Grie
hen bezei
hnet, da grie
his
he Bu
hstaben dafür ver-

wendet werden. Neben den hier angespro
henen Grie
hen, dem Del-

ta und dem Gamma einer Option, gibt es weitere, die zum Beispiel

in [28℄ oder [7℄ na
hgelesen werden können. Für den weiteren Verlauf

rei
ht es aus, die beiden hier vorgestellten Grie
hen zu kennen.

Das Delta eine Option Mit dem Optionsdelta � wird die Sensiti-

vität des Optionswertes auf die Kursänderungen der Aktie quanti�-

ziert. Es entspri
ht der Steigung der Wertefunktion in Kursri
htung,

� = V

S

: (50)

Damit gibt das Delta einer Option den Betrag an, um den si
h

ihr Wert näherungsweise ändert, falls der Aktienkurs um einen Eu-

ro steigt oder fällt. Für das Optionsdelta wird das glei
he Zei
hen

verwendet, mit dem bei der Herleitung der Bla
k-S
holes-Glei
hung

53



die Anzahl der zum Hedgen benötigten Aktien angegeben wurde. Im

Folgenden wird si
h zeigen, dass der Aktienanteil eines risikolosen

Portfolios gerade dur
h das Optionsdelta bestimmt wird.

Mit dem Optionsdelta kann man Aktien und Optionen auf diese

Aktien verglei
hen. Diese Mögli
hkeit wird zum Beispiel bei dem

Portfoliomanagement ausgenutzt, um Portfolios aus Aktien und Op-

tionen zu beurteilen.

Beispiel 4.1 Ein Portfoliomanager soll zwei Portfolios bezügli
h

ihrer Sensitivität auf Kurss
hwankungen verglei
hen. Portfolio A be-

steht aus 750 Calloptionen auf die IBM Aktie und 200 IBM Aktien.

Portfolio B ist ein reines Aktienportfolio mit 800 IBM Aktien. Das

Delta der Calloptionen beträgt �

C

= 0:6 .

Der Wert einer Option reagiert weniger sensibel auf Kurss
hwan-

kungen als die Aktie selbst, wodur
h ein Verglei
h dur
h die Anteile

der Finanztitel ni
ht mögli
h ist. Die beiden Portfolios können aber

vergli
hen werden wenn man das Delta der Option verwendet. Bei

einem Delta von �

C

= 0:6 verhält si
h eine Option wie 0.6 Aktien.

Alle 750 Optionen verhalten si
h demna
h wie 750 � 0:6 = 450 Ak-

tien. Das Portfolio A besitzt damit eine Sensitivität, die der eines

Aktienportfolios mit 650 IBM Aktien entspri
ht. Portfolio A reagiert

also weniger sensibel auf Kurss
hwankungen als das Portfolio B.

Das Optionsdelta spielt eine tragende Rolle bei der Ents
heidungs-

�ndung im Optionshandel. Deswegen ist es sehr wi
htig den genauen

Deltawert zu kennen und zu wissen, wie si
h dieser Wert bei Än-

derungen des Aktienkurses verhält. Diese Informationen liefert das

Gamma der Option.

Das Gamma einer Option Das Gamma � einer Option bezieht si
h

ni
ht unmittelbar auf den Optionswert, sondern auf das Delta der

Option. Mit dem Gamma wird die Veränderung des Deltawertes

der Option für eine Kursänderung der zugrundeliegenden Aktie um

einen Euro bezei
hnet,

� = �

S

= V

SS

: (51)

Das Gamma einer Option wird vorwiegend dabei verwendet ein

Portfolio zu konstruieren, das unabhängig vom Aktienkurs sein soll.
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4.1.1 Die Optionselastizität

In dem Beispiel 4.1 wurden zwei Portfolios auf Grund ihrer Sensitivi-

tät bezügli
h der Kurss
hwankungen miteinander vergli
hen. Dabei

wurde keine Aussage über des Verhalten der jeweiligen Renditen ge-

tro�en. Besitzt das Portfolio A auf Grund der billigeren Optionen

einen niedrigeren Gesamtwert als Portfolio B, so können die gerin-

geren Wertänderungen trotzdem zu einer gröÿeren S
hwankung der

Rendite führen als es bei Portfolio B der Fall ist.

Bei der Beurteilung von Optionen rei
ht es ni
ht aus zu wissen in

wel
hem Ausmass der Wert des Derivates auf die Kurss
hwankun-

gen reagiert, man sollte au
h das Verhalten seiner Rendite kennen.

In ihr spiegelt si
h die Hebelwirkung der Option wieder (verglei
he

Abs
hnitt 2.2.2). Ein Maÿ für diesen Hebel ist die Optionselastizität,

die au
h theoretis
her Hebel genannt wird.

De�nition 4.1 (Optionselastizität) Die Optionselastizität gibt den

prozentualen We
hsel des Optionswertes bei prozentualem We
hsel

des Aktienkurses an.

prozentualer We
hsel im Optionswert

prozentualer We
hsel im Aktienkurs

=

V (S

0+Æt

)�V (S

0

)

V (S

0

)

S

0+Æt

�S

0

S

0

= V

S

S

0

V (S

0

)

(52)

Ein Investor, der für einen festen Betrag entweder nur Aktien oder

nur Optionen kaufen mö
hte erfährt dur
h den theoretis
hen Hebel,

um wel
hen Faktor die Wertänderung des Optionsportfolios gröÿer

ist als die des Aktienportfolios.

Beispiel 4.2 Ein Investor mö
hte 12000 ¿ anlegen. Für ihn stehen

zwei Alternativen zur Auswahl. Entweder er kauft IBM Aktien für

120 ¿ pro Aktie oder er investiert sein ganzes Kapital in Calloptio-

nen auf die IBM Aktie, die 5 ¿ kosten. Die Optionen haben einen

Ausübungspreis von 120 ¿ und ihr Delta beträgt �

C

= 0:6. Um eine

Ents
heidung tre�en zu können betra
htet der Investor die Options-

elastizität.

Steigt der Kurs der Aktie um einen Euro also 0.83%, so wä
hst der

Optionswert um 0.6 ¿, das entspri
ht einem Wertzuwa
hs von 12%.

Die Optionselastizität liegt damit bei

12%

0:83%

= 14:4 (53)
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Ents
heidet si
h der Investor für das Optionsportfolio so ist der Be-

trag, den er gewinnen kann 14.4, mal gröÿer als der, den ihm das

Aktienportfolio einbringen könnte. Leider verhält es si
h mit dem

Verlust ebenso.

Über den theoretis
hen Hebel von Optionen kann man si
h in Fi-

nanzzeits
hriften informieren.

4.2 Strategien mit dem Optionsdelta und ihre Gefahren

Das Optionsdelta kann als die Anzahl der Aktien interpretiert wer-

den, deren Wertänderung betragli
h der Änderung des Optionwertes

entspre
hen. Mit der Kenntnis von dem Deltawert einer Option ist

es daher einem Investor mögli
h die Wertänderung dieser Option

na
hzubilden.

4.2.1 Hedgestrategien mit dem Delta der Option

Dur
h die geeignete Kombination einer Option und der dur
h das

Optionsdelta angegebenen Anzahl von Aktien ist es mögli
h ein

Portfolio zu konstruieren, das unemp�ndli
h ist gegenüber Kurs-

änderungen. Bei diesem abgesi
herten oder au
h gehedgeten Port-

folio glei
hen si
h die Gewinne und Verluste der Option und des

Aktienanteils aus. Das Optionsdelta wird damit au
h als Hedgerate

bezei
hnet.

Der Optionswriter sollte Delta Hedgen Genauso wie der Aktien-

kurs beliebig steigen kann ist die Höhe des Verlustes für den Writer

eines Calls theoretis
h unbegrenzt. Bei einem verkauften Put ist der

maximale Verlust zwar begrenzt, kann aber trotzdem erhebli
h sein.

Der Writer einer Option geht mit dem Ges
häft ein hohes Risiko ein

und erhält dafür nur die Optionsprämie und einen mögli
hen Preis-

aufs
hlag. Um die Gefahr seines Ruins zu minimieren, sollte er die

verkaufte Option hedgen.

Beispiel 4.3 Eine Bank verkauft 100000 Calloptionen auf die Daim-

ler Aktie für 300000 ¿ unter den folgenden Voraussetzungen:

Aktienkurs: S

0

= 49 ¿

Ausübungspreis: K = 50 ¿

Aktienvolatilität: � = 0:2

risikofreier Zinssatz: r = 0:05
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Ausübungszeitpunkt: T = 20Wo
hen

Dividenden: keine

Der faire Preis der Option, der mit dem Bla
k-S
holes-Modell er-

mittelt wurde, liegt bei V

C

= 2:4 ¿. Die Bank erzielt also dur
h den

Verkauf der Optionen einen Gewinn von 60000 ¿. Dieser Betrag

rei
ht jedo
h ni
ht aus, um Verluste dur
h einen gröÿeren Kursan-

stieg auszuglei
hen. Steigt der Aktienkurs bis zum Ausübungszeit-

punkt auf S

T

= 60 ¿, dann beträgt die Höhe der Verp�i
htung der

Bank: 100000 � (60 ¿� 50 ¿) = 1000000 ¿. S
hon bei einem Kurs-

anstieg um 2 ¿ auf S = 51¿ rei
ht die Prämie ni
ht aus, um die

Verluste zu de
ken.

Statis
hes Deltahedgen Der Writer einer Option kann seine Ver-

luste eins
hränken indem er zusätzli
h Aktien kauft oder verkauft,

je na
h dem ob es si
h bei der Option um einen Call oder um einen

Put handelt. Die Anzahl der Aktien, die er benötigt, ist dur
h die

Hedgerate beziehungsweise das Delta der Option vorgegeben. Beim

statis
hen Deltahedgen bleibt der Aktienanteil im Portfolio bis zum

Ausübungszeitpunkt konstant oder wird nur in gröÿeren Abständen,

zum Beispiel wö
hentli
h, aktualisiert.

Beispiel 4.4 Das Optionsdelta liegt zum Zeitpunkt t

0

bei �

C

=

0:52.

Um den verkauften Call abzusi
hern kauft die Bank 52000 Daimler

Aktien für 2548000 ¿ und �nanziert dieses Ges
häft dur
h ein Dar-

lehen zum risikolosen Zinssatz r.

Na
h einer Wo
he ist der Aktienkurs auf S

1

20

= 52 ¿ gestiegen:

� Der Wert eines Calls steigt auf V

C

= 41:60 ¿. Damit sind

die Optionen 416000 ¿ wert und führen zu einem Verlust von

116000 ¿.

� Der Wert der 52000 Aktien beträgt 2704000 ¿.

� Die Verp�i
htungen aus dem geliehenen Kapital sind dur
h die

Verzinsung auf 2550392 ¿ angestiegen.

Der Gewinn der Bank aus dem Optionsges
häft liegt na
h einer Wo-


he und einem Kursanstieg auf S

1

20

= 52 ¿ bei 37608 ¿.
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Dynamis
hes Deltahedgen Der Optionswriter kann das Risiko

aus seinem Ges
häft vollkommen eliminieren, indem er die Anzahl

der Aktien in seinem Portfolio ständig dem Optionsdelta anglei
ht.

Man nennt diese Art des Hedgen daher au
h dynamis
hes Deltahed-

gen. Wenn er die Option etwas teurer verkauft als es der faire Preis

aus der Bla
k-S
holes-Analyse vorgibt, wird dieser Aufs
hlag dur
h

das dynamis
he Deltahedgen zu seinem si
heren Gewinn.

Das Anfangsportfolio ist aus den folgenden Positionen gegeben:

� eine Option mit dem Wert V short,

� den Betrag (SV

S

� V ) von der Bank geliehen,

� V

S

Aktien zum Preis S long.

Ständig wird die Anzahl der Aktien dem Delta der Option ange-

gli
hen, so dass in dem Portfolio immer V

S

Aktien vorhanden sind.

Gewinne dur
h den Verkauf der Aktien werden zum risikolosen Zins-

satz angelegt und das Geld, das zum Kauf von Aktien benötigt wird,

wird zum glei
hen Zins geliehen. Das Portfolio besteht aus den fol-

genden Anteilen:

� eine Option mit dem Wert V

t

short.

� V

S

Aktien zum Preis S

t

long.

� (V � SV

S

) Verp�i
htung oder Anlage bei der Bank.

Zu jedem Zeitpunkt kann das Portfolio aufgelöst und allen Verp�i
h-

tungen na
hgekommen werden. Insgesamt führt diese Strategie zu

einem Portfolio, das weder einen Verlust no
h einen Gewinn ein-

bringt, unabhängig vom Verlauf des Aktienkurses. Das ist aus Ar-

bitragegründen au
h nötig, da der Optionswriter kein eigenes Kapi-

tal bei dieser Strategie verwendet. Man nennt eine sol
he Strategie

selbst�nanzierend.

4.2.2 Synthetis
her Put

Dass ein Aktionär seine Aktien dur
h einen Put absi
hern kann

wurde s
hon anhand der Prote
tive-Put-Strategie (siehe Abs
hnitt

2.4.2) demonstriert. Die maximale Dauer dieser Absi
herung ist je-

do
h dur
h die Lebensdauer der Option, die in der Regel ni
ht län-

ger als ein Jahr ist, bes
hränkt. Um einen gröÿeren Zeitraum zu

überbrü
ken, könnte ein Investor immer wieder neue Put Optionen
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kaufen. Auf diese Weise führt er jedo
h ein weiteres Risiko ein, da

er die zukünftigen Preise der Optionen ni
ht kennt. Der Investor

hat jedo
h die Mögli
hkeit einen Put mit der gewüns
hten Lebens-

dauer synthetis
h zu konstruieren (verglei
he [5℄). Dazu bestimmt

er mit dem Bla
k-S
holes Modell das Delta der gewüns
hten Option

und erhält so die Anzahl der Aktien, die er verkaufen muss, um die

Wertänderung des Puts zu duplizieren. Wie bei dem dynamis
hen

Hedgen muss die Anzahl der Aktien ständig aktualisiert werden.

Beispiel 4.5 Ein Investor besitzt ein Aktienportfolio mit 10000 IBM

Aktien, deren Kurs bei 100 ¿ steht. Er mö
hte mit einem synthe-

tis
hen Put sein Portfolio absi
hern. Dazu bestimmt er mit dem

Bla
k-S
holes-Modell das Delta seiner gewüns
hten Option und er-

hält �

P

= �0:6. Zur Absi
herung seines Portfolios muss er also

60% seiner Aktien verkaufen und den Gewinn risikolos anlegen.

In Tabelle 16 ist der Verlust des Prote
tive-Put-Portfolios angegeben,

der bei einem Kursverlust der IBM Aktie um 2 ¿ entsteht. In Ta-

belle 17 ist der entspre
hende Verlust des synthetis
hen Prote
tive-

Put-Portfolios angegeben. Beide Portfolios führen natürli
h zu dem

glei
hen Verlust.

Verlust dur
h Aktien -(2 ¿*10000) -20000 ¿

+Gewinn dur
h Put 10000(0.6*2 ¿) 12000 ¿

= Nettoverlust -8000 ¿

Tabelle 16: Verlust des Prote
tive-Put-Portfolios

Verlust dur
h Aktien -(2 ¿)*4000 8000 ¿

+Verlust dur
h

risikolose Anlage 0 ¿ 0 ¿

= Nettoverlust -8000 ¿

Tabelle 17: Verlust des synthetis
hen Prote
tive-Put-Portfolios

Wenn der Aktienanteil immer dem Optionsdelta angepasst wird,

verhält si
h ein synthetis
her Put genauso wie eine gewöhnli
he Put-

option.

4.2.3 Die Gefahren des Delta Hedgen

Die Absi
herungsstrategie des Deltahedgen beinhaltet neben den

o�ensi
htli
hen Vorteilen au
h Unsi
herheiten und Risiken. Ein un-

lösbares Problem stellt die Bestimmung der ri
htigen Volatilität dar.
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Da die Volatilität nur aus vergangenen Werten abges
hätzt werden

kann und naturgemäÿ variiert sind Fehler der Prognosen ni
ht zu

vermeiden. Man kann nur versu
hen die Abwei
hung so gering wie

mögli
h zu halten. Als Folge der fehlerhaft einges
hätzten Volatili-

tät erhält man ungenaue Deltawerte und kann dadur
h sein Portfolio

ni
ht ri
htig hedgen. Auÿerdem wird der Strategie des dynamis
hen

Deltahedgen vorgeworfen, dass sie zur Marktvolatilität beiträgt (ver-

glei
he [5℄). Sowohl bei der Absi
herung eines verkauften Calls wie

au
h bei einem synthetis
hen Put werden Aktien verkauft falls der

Kurs der Aktie fällt beziehungsweise werden Aktien gekauft wenn

er steigt. Dadur
h wird die Kursbewegung verstärkt.

Im Falle einer hohen Marktvolatilität, die zum Teil von den Op-

tionen verursa
ht wird, ergibt si
h eine groÿe Gefahr, die von den

Optionen ausgeht: Ihre Absi
herung bri
ht gerade dann zusammen,

wenn der Aktienmarkt groÿen S
hwankungen unterworfen ist, sie

also am meisten gebrau
ht werden. Genau diese Situation trat am

19. Oktober 1987 ein, als der Markt an einem Tag einen Verlust

von 20% hinnehmen muÿte

4

. Die Markvolatilität war bei diesem


rash so ho
h wie nie zuvor. Dementspre
hend waren die Deltas der

Putoptionen zu klein und die Portfoliomanager behielten zu viele

Aktien. Die underhedgeten Portfolios führten zu groÿen Verlusten.

Um die ri
htige Hedgerate zu errei
hen wurden immer mehr Aktien

verkauft wodur
h der Fall des Aktienkurses weiter voran getrieben

wurde. Zum Teil variierten die Kurse so s
hnell, dass die Options-

preise und damit die Optionsdeltas ni
ht s
hnell genug hergeleitet

werden konnten und ein dynamis
hes Hedgen unmögli
h wurde. Die

immer no
h underhedgten Portfolios führten zu weiteren Verlusten.

Da sehr häu�g Futures anstelle von Aktien gehandelt werden nutzte

der Futuremarkt die Lage aus und senkte die Preise. Die Abbildung

28 zeigt, dass die Futurepreise teilweise sogar unter dem Aktienkurs

lagen, eine Situation, die der fairen Bewertung dieser Derivate wider-

spri
ht. Dadur
h wurden die Verluste der Anleger weiterhin erhöht.

Die Idee, mit dem Verkauf der Futures zu warten bis sie wieder ihren

alten Wert errei
ht haben war ni
ht sinnvoll, da das Portfolio weiter-

hin underhedget war und zu gröÿeren Verlusten führte. Kurzzeitig

wurde der Handel mit Futures sogar unterbro
hen.

Bemerkung 4.1 Bei der bisherigen Betra
htung wurden die Trans-

aktionskosten verna
hlässigt. Am realen Markt fallen mit dem Han-

4

Eine ausführli
here Bes
hreibung der Ereignisse können in [5℄ na
hgelesen werden
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Abbildung 28: Die Preisdi�erenz zwis
hen einem Future und der zugehörigen

S&P Aktie. Der Futurehandel setzte zwis
hen 12:15 und 1:05 aus (aus [5℄)

del von Aktien natürli
h Kosten an, die es ni
ht jedem Investor er-

mögli
hen sein Portfolio dynamis
h zu hedgen. Die Kosten können

aber reduziert werden indem Futures anstelle von Aktien gehandelt

werden. Gekaufte und verkaufte Futures heben si
h an dem Aus-

übungstermin zum Teil auf, so dass Transaktionskosten nur dur
h

die übriggebliebenen Verp�i
htungen entstehen.

Entgegen der Erwartung vieler Fa
hleute hat si
h das Delta Hedgen

wieder erholt und wird besonders von groÿen Firmen betrieben.

4.2.4 Die Spekulation auf fals
h bewertete Optionen

Die Bla
k-S
holes-Glei
hung und die von ihr abgeleiteten Modelle

für andere Optionstypen besitzen allgemein eine sehr groÿe Akzep-

tanz. Dadur
h ist es auf dem Optionsmarkt wesentli
h lei
hter die

Preise zu bestimmen als auf dem Wertpapiermarkt. Einen Unsi
her-

heitsfaktor stellt jedo
h die Volatilität der entspre
henden Aktien

dar, wie in Abs
hnitt 4.2.3 angespro
hen wurde. Es gibt vers
hie-

dene Mögli
hkeiten die Volatilität für die Zukunft zu bestimmen,

jedo
h sind alle Ergebnisse nur S
hätzungen. Dieser Unsi
herheits-

faktor bietet eine weitere Mögli
hkeit zur Spekulation.

Unters
hiedli
he Volatilitätseins
hätzungen S
hätzt man die Vola-

tilität einer Aktie anders ein als die, die bei der Bewertung einer

Option am Markt verwendet wurde, dann kann man auf diese mög-

li
he Fehleins
hätzung spekulieren. Falls die Volatilität korrigiert

wird ändert si
h der Marktpreis der Option. Der Spekulant muss die

Option kaufen wenn sie, na
h seinen Erwartungen, mit einer niedri-
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geren Volatilität unterbewertet wurde. Er sollte sie verkaufen wenn

er vermutet, dass bei der Bewertung eine zu hohe Volatilität verwen-

det wurde. Da man nur auf die fehlerhafte Bewertung der Option

spekulieren mö
hte muss das Risiko, das dur
h Kurss
hwankungen

entsteht, dur
h Deltahedgen eliminiert werden. Die Hedgerate wird

bezügli
h der erwarteten Volatilität bestimmt.

Beispiel 4.6 Ein Investor s
hätzt die Volatilität der IBM Aktie in

den nä
hsten Wo
hen mit � = 0:35 ein. Zum selben Zeitpunkt wird

auf dem Markt eine Putoption auf die Aktie gehandelt, deren Preis

mit einer Volatilität von � = 0:33 bestimmt wurde. Der Investor

mö
hte auf die Fehlbewertung spekulieren und kauft Put Optionen.

Da er keine Vermutung über die Entwi
klung des Aktienkurses hat

und diesen Risikofaktor auss
hlieÿen mö
hte wird er sein Portfolio

deltahedgen.

Die relevanten Marktwerte:

Ausübungszeitpunkt der Option: T = 60 Tage

Putpreis: V

P

�=0:33

= 4:495 ¿

Ausübungspreis: K = 90 ¿

Aktienkurs: S

0

= 90 ¿

Risikoloser Zinssatz: r=0.04

Dividende: keine

Erwarteter Preis der Option : V

P

�=0:35

= 4:785 ¿

Erwartete Hedgerate: �

P

�=0:35

= �0:453

Der Investor konstruiert si
h ein Portfolio aus 1000 Putoptionen

und hedget dieses mit 453 gekauften Aktien. Das Portfolio ist damit

45265 ¿ wert. Tabelle 18 zeigt die Wertentwi
klung des Portfolios

falls der Optionswert der erwarteten Volatilität angepasst wird.

Aktienkurs (¿) 89 90 91

V

P

�=0:35

(
) 5.254 4.785 4.347

Pro�t (Verlust) (¿) 0.759 0.290 (0.148)

Wert von 1000 Put Optionen (¿) 5254 4785 4347

Wert von 453 Aktien (¿) 40317 40770 41223

Portfoliowert (¿) 45571 45555 45570

Spekulationsgewinn (¿) 306 290 305

Tabelle 18: Der Gewinn des gehedgeten Putportfolios
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Wenn der Optionspreis der Volatilität von � = 0:35 angepasst wird

erzielt der Investor einen Gewinn, der nahezu unabhängig vom Akti-

enkurs ist. Die minimalen Abwei
hungen, die dur
h die Kurss
hwan-

kungen entstehen, sind dur
h das statis
he Deltahedgen zu erklären.

Mit dem Kurs ändert si
h au
h das Delta der Option und damit die

Hedgerate.

Cross-Option Spekulation Eine ähnli
he Strategie wie die oben be-

s
hriebene kann angewendet werden, wenn zum Beispiel zwei Callop-

tionen auf dieselbe Aktie mit dem glei
hen Ausübungszeitpunkt und

unters
hiedli
hen Ausübungspreisen mit vers
hiedenen Volatilitäten

bewertet wurden. Mindestens eine Option wurde in dieser Situation

fals
h bewertet. Um mit der fehlerhaften Bewertung zu spekulie-

ren wird die unterbewertete Option gekauft und die überbewerte-

te Option verkauft. Ist der Anteil der Optionen in dem Portfolio

glei
h groÿ, dann entspri
ht die Strategie der eines Bullish Spread,

mit dem man auf Kurss
hwankungen in einem bestimmten Berei
h

spekulieren kann (siehe Abs
hnitt 2.4). Da man aber nur auf die

Fehlbewertung spekulieren mö
hte muss der Anteil der Optionen in

einem Verhältnis gewählt werden, in dem das Portfolio kursunab-

hängig ist. Die Hedgerate wird aus den Deltawerten der Optionen

ermittelt. Um die Deltawerte zu bestimmen verwendet man die er-

wartete Volatilität.

Hedgerate : H =

Optionsdelta (Call long)

Optionsdelta (Call short)

(54)

Beispiel 4.7 Die relevanten Marktwerte:

OptionA OptionB

Optionspreis V

C

A

= 2:3735¿ V

C

B

= 3:6202¿

Ausübungszeitpunkt T = 45 Tage T = 45 Tage

Ausübungspreis K = 95¿ K = 90¿

Volatilität � = 0:33 � = 0:27

Erwartete Volatilität � = 0:3 � = 0:3

Optionsdelta �

C

A

= 0:3395 �

C

B

= 0:5396

Aktienkurs: S

0

= 90¿

Risikoloser Zinssatz: r = 0:04

Die Calloption, die mit der Volatilität � = 0:33 bewertet wurde,

muss bei dieser Strategie verkauft werden, da sie überbewertet ist.
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Die Option, bei deren Bewertung die Volatilität � = 0:27 zugrunde

gelegt wurde, wird gekauft. Die Anteile der beiden Optionstypen in

dem Portfolio wird dur
h die Hedgerate gegeben:

Hedgerate: H =

0:5396

0:3395

= 1:589

Für 1000 gekaufte Optionen vom Typ B müssen 1583 Optionen vom

Typ A verkauft werden. Das Portfolio führt dur
h seine Konstrukti-

on zu einem Gewinn von 151.30 ¿. Tabelle 19 zeigt die Wertentwi
k-

lung des Portfolios falls die Optionswerte der erwarteten Volatilität

angepasst werden.

Aktienkurs 89 90 91

V

C

K=90

(¿) 3.478 3.997 4.557

V

C

K=95

(¿) 1.703 2.023 2.382

Wert von 1000 Calls long (¿) 3478 3997 4557

- Wert von 1000 Calls short (¿) 2705 3214 3785

Spekulationsgewinn (¿) 773 782 772

Tabelle 19: Gewinn des deltaneutralen Optionsportfolios

Wenn die Volatilität angegli
hen wird reagiert das Portfolio nur mi-

nimal auf Kurss
hwankungen, da es deltaneutral ist. Es führt aber

zu einem Gewinn dur
h die Preisanpassung der Optionen. Die über-

bewerteten, verkauften Optionen werden billiger während die unter-

bewerteten, gekauften Optionen im Preis steigen. Einen zusätzli
hen

Gewinn erzielt die Strategie am Anfang dur
h die Konstruktion des

Portfolios.
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5 Asiatis
he Optionen und ihre Bewertung

Asiatis
he Optionen gehören zu der Familie der pfadabhängigen Op-

tionen. Das bedeutet, dass ihr Auszahlungswert von dem Wertever-

lauf ihres Underlyings abhängt. Bei den asiatis
hen Optionen wird

der Mittelwert des Basiswertes während der �Lebensdauer� der Op-

tion bestimmt, um daraus die Auszahlungsfunktion abzuleiten. Eine

Variante besteht darin, dass si
h der Ausübungspreis aus dem Mit-

telwert A(T ) ergibt. Da der Strikepreis in diesem Fall erst am Aus-

übungstermin feststeht und vorher ni
ht bekannt ist, heiÿen diese

Derivate �oating strike Optionen. In dem anderen Fall ist der Wert

des Underlyings dur
h den Mittelwert A(T ) bestimmt und der Stri-

kepreis fest vorgegeben. Diese Derivate werden �xed strike Optio-

nen genannt. Genauso wie die Standardoptionen können die asiati-

s
hen Optionen als europäis
he oder amerikanis
he Variante gehan-

delt werden. Die folgenden Auszahlungsfunktionen ergeben si
h für

die vers
hiedenen Typen asiatis
her Optionen.

� �oating strike 
all: G(S(T ); A(T ); T ) = max(S(T )� A(T ); 0)

� �oating strike put: G(S(T ); A(T ); T ) = max(A(T )� S(T ); 0)

� �xed strike 
all: G(S(T ); A(T ); T ) = max(A(T )�K; 0)

� �xed strike put: G(S(T ); A(T ); T ) = max(K � A(T ); 0)

Der Mittelwert der Aktien und damit der innere Wert einer asiati-

s
hen Option reagiert in der Anfangszeit des Derivates stärker auf

Kursänderungen als am Ende der Lebensdauer der Option. Dieses

Verhalten überträgt si
h auf den Preis der asiatis
hen Optionen. Ih-

re Wertentwi
klung wird stabiler je näher der Verfallstermin rü
kt.

Auf Grund ihrer Struktur eignen si
h asiatis
he Optionen dafür Zah-

lungsströme über einen gewissen Zeitraum abzusi
hern. Das folgen-

de Beispiel von asiatis
hen Optionen auf We
hselkurse zeigt einen

typis
hen Einsatzberei
h dieser Derivate.

Beispiel 5.1 Ein deuts
hes Unternehmen mö
hte in den USA ein

Projekt dur
hführen, das am 1.1.2001 beginnen soll. Das Projekt

dauert ein Jahr und erfordert laufende Kosten in Höhe von 1 Mio.

US-Dollar in jedem Quartal. Mit Abs
hluss des Projektes erhält

das Unternehmen na
h einem Jahr 5 Mio. US-Dollar. Der aktu-

elle We
hselkurs liegt bei w = 1:09

¿

$

, ein Dollar ist demna
h 1.09 ¿
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wert. Das Währungsrisiko des deuts
hen Unternehmens besteht dar-

in, dass der Kurs fällt bevor die vereinbarten 5 Mio US-Dollar aus-

gezahlt und na
hdem die laufenden Kosten begli
hen wurden. In Ta-

belle 20 sind die Zahlungsströme des Projektes für einen mögli
hen

We
hselkursverlauf bes
hrieben. Liegt der We
hselkurs am 31.12.01

Datum We
hselkurs Zahlung Zahlungswert

(

¿

$

) ($) (¿)

1.1. 1.09 1000000 1090000

1.4. 1.12 1000000 1120000

1.7. 1.13 1000000 1130000

1.11. 1.10 1000000 1100000

Total 1.11 4000000 4440000

Tabelle 20: Zahlungs�üsse des Projektes

unter dem We
hselkurs, mit dem im Dur
hs
hnitt die laufenden Kos-

ten gede
kt wurden, so hat der Verlauf des We
hselkurses den Ge-

winn des Unternehmens reduziert. Das Unternehmen hat die Mög-

li
hkeit si
h gegen diese Verluste abzusi
hern, indem es 5 Millionen

�oating strike Put Optionen auf den US-Dollar kauft. Der Strike-

preis der Optionen muss aus dem Mittelwert der We
hselkurse be-

stimmt werden, die bei den Überweisungen der laufenden Kosten

zum Tragen kommen. Bei dem oben bes
hriebenen We
hselkursver-

lauf gilt für den Wert einer Option

V = max(1:11�We
hselkurs am 31.12.01; 0): (55)

Der Gewinn des Unternehmens, der si
h für mögli
he We
hselkurse

am 31.12.01 ergibt ist in Tabelle 21 dargestellt. Liegt der We
hsel-

We
hselkurs Einnahmen Gewinn ohne Wert der Total

31.12. (

¿

$

) (¿) Optionen (¿) Optionen (¿) (¿)

1.09 5450000 1010000 100000 1110000

1.10 5500000 1060000 50000 1110000

1.11 5550000 1110000 0 1110000

1.12 5600000 1160000 0 1160000

Tabelle 21: We
hselkursvarianten und ihre �nanziellen Folgen

kurs bei w = 1:09

¿

$

, dann steht einem Gewinn aus dem Projekt von

1 Mio. US-Dollar ein e�ektiver Betrag von 1010000 ¿ gegenüber.

Dieser Betrag würde si
h bei einem We
hselkurs von w = 1:01

¿

$

ergeben. Dur
h die Optionen kann der mögli
he We
hselkursverlust

ausgegli
hen und glei
hzeitig die Chan
e auf einen We
hselkursge-

winn gewahrt werden.
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Normalerweise müsste das Unternehmen die Optionen no
h bezah-

len, wodur
h si
h der Gewinn reduziert. Dafür erhält es aber einen

si
heren Mindestgewinn aus dem Projekt.

Mit den bisher behandelten Standardoptionen ist diese Absi
herung

ni
ht na
hzubilden, da si
h der Dur
hs
hnittswert des We
hselkur-

ses erst am Ende des Projektes ergibt, der Strikepreis der Standar-

doption aber am Beginn der Laufzeit festgelegt werden muss. Eine

Mögli
hkeit liegt darin, bei jeder Überweisung 1.25 Mio Putoptionen

mit dem aktuellen We
hselkurs als Strikepreis zu kaufen, um keinen

Verlust zu erzielen. Als Unsi
herheit kommen dann aber die unsi-


heren zukünftigen Optionspreise hinzu. Auÿerdem erzielt man auf

diese Weise keine optimale Hedgestrategie. Au
h wenn der We
h-

selkurs am 31.12.01 dem dur
hs
hnittli
hen We
hselkurs entspri
ht

führen die Optionen zu einem Gewinn, wie in Tabelle 22 dargestellt

ist. Diese Mögli
hkeit wirkt si
h auf die Optionspreise aus. Da das

Unternehmen ni
ht spekulieren, sondern si
h nur gegen die Wäh-

rungsverluste absi
hern mö
hte, wählt es die billigeren asiatis
hen

Optionen, die auÿerdem nur eine Transaktion erfordern.

We
hselkurs am Ausübungspreis Optionswert Optionsgewinn

31.12: w = 1:10

¿

$

(

¿

$

) (¿) (¿)

1.Option(1.1.) 1.09 0.02 25000

2.Option(1.4.) 1.12 0 0

3.Option(1.7.) 1.13 0 0

4.Option(1.10.) 1.10 0.01 12500

Total 37500

Tabelle 22: Absi
herung des Projektes mit Standardoptionen

In dem Beispiel wird der Mittlewert des We
hselkurses aus den Wer-

ten an diskreten Zeitpunkten ermittelt. In diesem Fall spri
ht man

von diskreten asiatis
hen Optionen. Eine weitere Mögli
hkeit be-

steht darin, den Mittelwert A(t) kontinuierli
h zu bestimmen, dies

ges
hieht bei den kontinuierli
hen asiatis
hen Optionen.

5.1 Diskrete asiatis
he Optionen

Bei diskreten asiatis
hen Optionen werden die Kurswerte an diskre-

ten Zeitpunkten, zum Beispiel tägli
h um 12 Uhr, verwendet, um den

Dur
hs
hnittswert des Aktienkurses zu bestimmen. Diese Termine

werden Beoba
htungszeitpunkte genannt. Für den Dur
hs
hnittswert
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A

k

, der an dem k-ten Beoba
htungstermin ermittelt wird; gilt:

A

k

=

P

k

i=0

S(t

i

)

k + 1

(56)

Die diskreten Zeitpunkte t

i

geben dabei die Beoba
htungszeitpunk-

te an.

Bei der Bewertung diskreter asiatis
her Optionen muss man die Be-

oba
htungszeitpunkte und die Zeiträume dazwis
hen getrennt be-

tra
hten. Diese Aufteilung ergibt si
h dadur
h, dass an den diskreten

Beoba
htungszeitpunkten nur der Mittelwert aktualisiert wird und

der Aktienkurs unverändert bleibt während zwis
hen diesen Ter-

minen der Mittelwert konstant bleibt und si
h nur der Aktienkurs

ändern kann.

5.1.1 Die Optionswertentwi
klung zwis
hen den Beoba
htungszeitpunkten

Der Dur
hs
hnittswert A(t) wird nur an den Beoba
htungszeitpunk-

ten k

i

(i = 0; :::; n) aktualisiert und ist ansonsten konstant:

A(t) = A

k

mit t

k

� t < t

k+1

; k = 0; ::; n� 1 (57)

A(t) = A

n

mit t

n

� t � T (58)

Da si
h der Wert der Option zwis
hen den Beoba
htungszeitpunk-

ten nur mit dem Aktienkurs und der Zeit ändert, genügt in diesem

Zeitraum der Optionswert der Bla
k-S
holes Glei
hung,

V

t

+

�

2

S

2

2

V

SS

+ rSV

S

� rV = 0: (59)

5.1.2 Die Optionswertentwi
klung an den Beoba
htungszeitpunkten

An den diskreten Beoba
htungszeitpunkten wird der Mittelwert des

Aktienkurses aktualisiert während der Kurs der Aktie unverändert

bleibt. Den neuen Dur
hs
hnittswert ermittelt man aus dem aktuel-

len Aktienkurs und dem alten Dur
hs
hnittswert mit der Bedingung:

A

k

= A

k�1

+

S(t

k

)� A

k�1

k + 1

(60)

Der Mittelwert A

k

kann s
hon kurz vor der Aktualisierung bestimmt

werden. Dazu betra
htet man den Zeitpunkt t

k�

, der so nahe an dem

Beoba
htungszeitpunkt t

k

liegt, dass si
h der Aktienkurs in dieser

kurzen Zeitspanne ni
ht mehr ändert, S(t

k�

) = S(t

k

). Aus dem Ak-

tienkurs und dem alten Mittelwert kann der zukünftige Mittelwert
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bestimmt werden. Man kennt daher unmittelbar vor dem Beoba
h-

tungszeitpunkt alle für den neuen Optionspreis relevanten Werte.

Würde die Option teurer werden, könnte man sie vor der Aktua-

lisierung kaufen und einen si
heren Gewinn erzielen. Würde si
h

der Preis der Option am Beoba
htungszeitpunkt verringern, müÿte

man sie kurz vorher verkaufen, um zu einem si
heren Gewinn zu

kommen. Aus Arbitragegründen darf die Option ihren Wert dur
h

die Aktualisierung also ni
ht mehr ändern. Diese Tatsa
he wird mit

der Stetigkeitsbedingung gefordert:

V (S(t

k�

); A

k�1

; t

k�

) = V (S(t

k+

); A

k

; t

k+

) (61)

Die Bedingungen (60) und (61) werden als Sprungbedingung bezei
h-

net (verglei
he [36℄, [37℄, [11℄). Sie sorgen dafür, dass si
h in ei-

nem sehr kleinen Zeitintervall, das den Beoba
htungszeitpunkt um-

s
hlieÿt, der Optionswert dur
h die Aktualisierung des Mittelwertes

ni
ht ändert.

5.1.3 Die Bewertung diskreter asiatis
her Optionen

Der Wert einer asiatis
hen Option an einem festen Zeitpunkt t hängt

sowohl von dem aktuellen wie au
h von dem mittleren Kurs der Ak-

tie ab. Damit ergibt si
h für die Wertfunktion ni
ht wie bei den

Standardoptionen eine Lösungskurve sondern eine zweidimensiona-

le Lösungs�ä
he über der S-A-Ebene. Da keine unendli
h groÿen

Aktienkurse oder Mittelwerte zu erwarten sind, wird die Lösung auf

den Berei
h 0 � S � S

max

und 0 � A � A

max

einges
hränkt wobei

S

max

und A

max

so gewählt werden, dass der dur
h die Eins
hrän-

kung resultierende Fehler mögli
hst klein bleibt.

Die Bewertung diskreter asiatis
her Optionen erfolgt dur
h die Lö-

sung von aufeinander folgenden Endwertproblemen. Die erste End-

wertaufgabe besitzt als Endbedingung die Auszahlungsfunktion der

Option. Die Aufgabe wird bis zu dem nä
hsten Beoba
htungszeit-

punkt gelöst. Mit der Sprungbedingung (62), (63) können dann die

Optionswerte für den Zeitpunkt t

k�

kurz vor dem Beoba
htungster-

min t

k

bestimmt werden.

A(t

k�

) = A

k�1

= A

k

+

A

k

� S(t

k

)

k

(62)

V (S(t

k�

); A

k�1

; t

k�

) = V (S(t

k

); A

k

; t

k

) (63)
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Da si
h der Aktienkurs ni
ht ändert und nur der Mittelwert neu

bestimmt wird, vers
hiebt die Sprungbedingung (63) die Options-

werte parallel zur A-A
hse von der Diagonalen aus na
h auÿen (sie-

he Abb. 29). Die neuen Optionswerte stellen die Endbedingung der

Abbildung 29: Die Sprungbedingung bewirkt, dass die Optionswerte von der

Diagonalen aus parallel zur A-A
hse na
h auÿen vers
hoben werden

nä
hsten Endwertaufgabe dar. Diese wird wiederum bis zum vorhe-

rigen Beoba
htungstermin gelöst und liefert die Endbedingung für

die na
hfolgende Endwertaufgabe.

� Die erste Endbedingung ist dur
h die Auszahlungsfunktion ge-

geben

V (S(T ); A(T ); T ) = G(S(T ); A(T ); T ) (64)

� Die übrigen Endbedingungen ergeben si
h mit der Sprungbe-

dingung aus den Optionswerten an den Beoba
htungszeitpunkt

t

k

(k = n; :::; 1)

V (S(t

k�

); A(t

k�

); t

k�

) = V (S(t

k

); A

k

; t

k

)

mit S(t

k�

) = S(t

k

) ; A(t

k�

) = A

k�1

(65)

Auÿerhalb der Beoba
htungstermine bleibt der Mittelwert der Aktie

konstant und der Optionswert erfüllt die Bla
k-S
holes-Glei
hung.

Da für jeden mögli
hen Mittelwert A 2 [0; A

max

℄ diese partielle Dif-

ferentialglei
hung gelöst werden muss, besteht jedes Endwertpro-

blem aus einem System von unabhängigen Bla
k-S
holes Glei
hun-
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gen,

V

A

t

+

1

2

�

2

S

2

V

A

SS

+ rSV

A

S

� rV

A

= 0 (66)

A 2 [0; A

max

℄ :

Randbedingungen werden nur für den Fall S = 0 und S = S

max

benötigt, da zwis
hen den Beoba
htungszeitpunkten in A-Ri
htung

keine Informationen �ieÿen. Die Endrandbedingungen ergeben si
h

jeweils aus den Endbedingungen und damit aus den mit der Sprung-

bedingung ermittelten Werten.

� Zum Zeitpunkt t = T gilt für

� S = 0:

V (0; A(T ); T ) = G(0; A(T ); T ) (67)

A(T ) 2 [0; A

max

℄

� S = S

max

:

V (S

max

; A(T ); T ) = G(S

max

; A(T ); T ) (68)

A(T ) 2 [0; A

max

℄

� Aus den Beoba
htungszeitpunkten t = t

k

; k = n; ::; 1 ergibt

si
h für

� S = 0:

V (0; A(t

k�

); t

k�

) = V (0; A

k

; t

k

) (69)

A(t

k�

) 2 [0; A

max

℄

� S = S

max

:

V (S

max

; A(t

k�

); t

k�

) = V (S

max

; A

k

; t

k

) (70)

A(t

k�

) 2 [0; A

max

℄

Für S = 0 reduziert si
h die Bla
k-S
holes-Glei
hung zu der

Di�erentialglei
hung

V

t

= �rV : (71)

Mit dieser Di�erentialglei
hung werden zwis
hen den Be-

oba
htungszeitpunkten die Randwerte für S = 0 bestimmt. Über das
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Verhalten des Randes bei S = S

max

gibt es keine genauen Informa-

tionen (verglei
he [37℄), daher lässt man ihn zunä
hst unverändert

und aktualisiert die Werte erst an den Beoba
htungsterminen mit

der Sprungbedingung. Um die Ungenauigkeit, die dadur
h entsteht,

auszuglei
hen muss S

max

ausrei
hend groÿ gewählt werden. Der 2-

bis 3-fa
he Wert des betra
hteten Aktienkurses S

0

beziehungsweise

des Ausübungspreises rei
ht na
h [37℄ und [38℄ aus. Über die auf-

einanderfolgenden Endwertaufgaben erhält man den aktuellen Op-

tionswert V (S

0

; A

0

; 0).

5.2 Kontinuierli
he asiatis
he Optionen

Bei den kontinuierli
hen asiatis
hen Optionen wird der Mittelwert

der Aktie A(t) kontinuierli
h ermittelt. Dafür kann entweder das

arithmetis
he oder das geometris
he Mittel verwendet werden. Im

Folgenden wird mit dem arithmetis
hen Dur
hs
hnittswert des Ak-

tienkurses A(t) gearbeitet:

A

t

=

R

t

0

S(�)d�

t

(72)

Für das Änderungsverhalten des Mittelwertes gilt:

dA(t)

dt

=

S(t)t�

R

t

0

S(�)d�

t

2

=

(S(t)� A(t))

t

(73)

Da si
h der Mittelwert der Aktie kontinuierli
h ändert und ständig

Ein�uss auf den Wert der Option nimmt, muss au
h die Sprung-

bedingung kontinuierli
h erfüllt werden. Das bedeutet, dass in sehr

kleinen Zeitintervallen dt, in denen si
h der Aktienkurs ni
ht ändert

(74), der Mittelwert aber aktualisiert wird (75), der Optionswert

unverändert bleibt (76).

dS(t)

dt

= 0 (74)

A

neu

= A

alt

+

(S(t)� A

alt

)

t

(75)

DV (S(t); A(t); t)

Dt

= 0 (76)

Für die Änderung des Optionswertes in der Zeit gilt:

DV (S(t); A(t); t)

Dt

=

dV

dS

dS

dt

+

dV

dA

dA

dt

+

dV

dt

(77)
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wegen (74) und (76) gilt:

dV

dt

+

dV

dA

dA

dt

= 0 (78)

Mit (73) ergibt si
h für die Sprungbedingung im kontinuierli
hen

Fall:

dV

dt

+

dV

dA

(S � A)

t

= 0 (79)

Für die Bewertung asiatis
her Optionen, die von dem Aktienkurs

S und dem Mittelwert A kontinuierli
h abhängen, erhält man die

zweidimensionale partielle Di�erentialglei
hung

V

t

+

1

2

�

2

S

2

V

SS

+ rSV

S

+

S � A

t

V

A

� rV = 0: (80)

Die partielle Di�erentialglei
hung (80) setzt si
h aus der Bla
k-

S
holes-Glei
hung und dem Konvektionsterm

S�A

t

V

A

in die A-Ri
h-

tung zusammen. Der Konvektionsterm sorgt dafür, dass die Sprung-

bedingung kontinuierli
h erfüllt wird.

Wie bei den Standardoptionen wird diese Di�erentialglei
hung zu

einer Unglei
hung,

V

t

+

1

2

�

2

S

2

V

SS

+ rSV

S

+

S � A

t

V

A

� rV � 0 ; (81)

wenn man asiatis
he Optionen vom amerikanis
hen Typ betra
htet.

Für �oating strike Optionen vom europäis
hen und amerikanis
hen

Typ und für �xed strike Optionen vom europäis
hen Typ existieren

neben der zweidimensionalen partiellen Di�erentialglei
hung (80)

zusätzli
h no
h eindimensionale partielle Di�erentialglei
hungen (sie-

he [39℄). Diese können mit relativ wenig Re
henaufwand gelöst wer-

den. Um jedo
h �xed strike Optionen vom amerikanis
hen Typ be-

werten zu können muss man mit der zweidimensionalen partiellen

Di�erentialglei
hung (81) arbeiten.

Da alle vier Typen der asiatis
hen Optionen als europäis
he und

amerikanis
he Variante bewertet werden sollen, wird in dieser Ar-

beit das zweidimensionale Problem behandelt.

Da für die Bla
k-S
holes-Glei
hung eine analytis
he Lösung exis-

tiert, bietet es si
h an mit der numeris
hen Lösung dieser partiellen

Di�erentialglei
hung zu beginnen. Die analytis
he Lösung kann als

Verglei
hsgrundlage verwendet werden, um die passenden Diskreti-

sierungen für den Zeit-, den Konvektions- und den Di�usionsterm

zu �nden.
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Na
h der Behandlung der europäis
hen Standardoptionen wird die

amerikanis
he Variante betra
htet. Bei der numeris
hen Lösung der

Bla
k-S
holes-Unglei
hung für diesen Optionstyp entsteht ein freies

Randwertproblem, das als lineares Komplementaritätsproblem mit

dem Projektionsalgorithmus von Cryer gelöst werden kann. Au
h

dieser S
hritt dient als Vorbereitung für die Bewertung asiatis
her

Optionen, da bei den asiatis
hen Optionen vom amerikanis
hen Typ

ebenfalls ein ein End-Randwertproblem mit einem freien Rand ent-

steht.

Mit einem Mehrgitterverfahren wird dann ein s
hnelles Lösungs-

verfahren angewendet, um die Bla
k-S
holes-Glei
hung und Unglei-


hung zu lösen.

Die gewonnen Erkenntnisse werden abs
hlieÿend auf die zweidimen-

sionale partielle Di�erentialglei
hung und Di�erentialunglei
hung über-

tragen, um die asiatis
hen Optionen vom europäis
hen und ameri-

kanis
hen Typ lösen zu können.
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6 Numeris
he Bewertung der Standardoptionen

In Abs
hnitt 3.3.3 wurde die End-Randwertaufgabe bes
hrieben,

mit der europäis
her Optionen bewertet werden können. Der Zeit-

parameter t läuft bei dieser Problemstellung von dem Ausübungs-

zeitpunkt t = T zum Anfangszeitpunkt t = 0 (t : [T; 0℄). Dur
h die

Einführung eines neuen Zeitparameters t

�

= T � t kann die Bla
k-

S
holes-Glei
hung in eine vorwärts geri
htete partielle Di�erential-

glei
hung übergeführt werden (t

�

: [0; T ℄). Damit wird die Auszah-

lungsfunktion zur Anfangsbedingung und man erhält die folgende

Anfangs-Randwertaufgabe (verglei
he [39℄):

partielle Di�erentialglei
hung

V

t

*

=

1

2

�

2

S

2

V

SS

+ rSV

S

� rV (82)

Die Anfangsbedingung für einen

Call: V

C

(0) = max(S(0)�K; 0) (83)

Put: V

P

(0) = max(K � S(0); 0) (84)

Die Randbedingungen für einen

Call: V

C

(0; t

*

) = 0 (85)

lim

S!1

V

C

(S; t

*

) = (S �K exp (�rt

*

)) (86)

Die Randbedingungen für einen

Put: V

P

(0; t

*

) = K exp (�rt*) (87)

lim

S!1

V

P

(S; t

*

) = 0 (88)

Im Folgenden wird der neue Zeitparameter t

�

mit t bezei
hnet.

6.1 Die Diskretisierung der Bla
k-S
holes-Glei
hung

Bei der Bla
k-S
holes-Glei
hung (89) handelt es si
h um eine Kon-

vektions-Di�usions-Glei
hung. Der Di�usionsterm wird dur
h den

Faktor

1

2

�

2

S

2

bestimmt. Damit ist die Glei
hung konvektionsdo-

minant, wenn die Volatilität � der betra
hteten Aktie sehr kleine

Werte annimmt. Der Konvektionsterm ist dur
h den Faktor ��rS�
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bestimmt. Dieser Term gibt die �Ges
hwindigkeit� an, mit der die

Informationen verbreitet werden. Da sowohl der risikolose Zinssatz

r wie au
h der Aktienkurs S nie negativ sind, �ieÿen die Informa-

tionen von dem re
hten Rand S

max

in den zu bere
hnenden Berei
h

hinein.

V

t

=

1

2

�

2

S

2

V

SS

� (�rS)V

S

� rV (89)

Die partielle Di�erentialglei
hung für kontinuierli
he asiatis
he Op-

tionen (90) besitzt in die A-Ri
htung keinen Di�usionsterm, ist also

konvektionsdominant in diese Ri
htung.

V

t

+

1

2

�

2

S

2

V

SS

+ rSV

S

+

S � A

t

V

A

� rV = 0 (90)

Dadur
h können bei der numeris
hen Lösung S
hwierigkeiten ent-

stehen. Um auf dieses Problem vorbereitet zu sein wird s
hon bei der

Behandlung der europäis
hen Optionen eine Volatilität gewählt, bei

der die Bla
k-S
holes-Glei
hung konvektionsdominant ist. Die Vola-

tilität � = 0:01 erfüllt diesen Zwe
k.

Die Bla
k-S
holes-Glei
hung besteht aus einem Zeitterm (T(V,t)),

einem Di�usions- (D(V,t)) und Konvektionsterm (K(V,t)) und ei-

nem Reaktionsterm (R(V,t)):

T (V; t) = D(V; t) +K(V; t)� R(V; t) (91)

Diese partielle Di�erentialglei
hung kann mit einem �nite Volumen-,

einem �nite Elemente- oder einem �nite Di�erenzenansatz diskreti-

siert werden. Im Folgenden wird mit der �nite Volumen-Diskretisierung

gearbeitet.

6.1.1 Die Zeitdiskretisierung

Das implizite BDF2-Verfahren Bei Di�erentialglei
hungen mit ei-

nem Di�usionsterm eignet si
h für die Zeitdiskretisierung das impli-

zite BDF2-Verfahren (92). Es besitzt eine starke innere Dämpfung

und ist für Di�usionsprobleme A-Stabil (verglei
he [22℄).

3

2

V

n

� 2V

n�1

+

1

2

V

n�2

= �D(t

n

; V

n

) + �K(t

n

; V

n

)� �R(t

n

; V

n

) (92)

n � 2

Für Konvektionsprobleme weist das implizite BDF2-Verfahren je-

do
h Na
hteile auf. Hundsdorfer hat in [22℄ gezeigt, dass diese impli-

ziten Verfahren ungünstige Monotonieeigens
haften in Form einer
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kleinen CFL-Bedingung besitzen. In der Abbildung 30 kann man

erkennen, dass die Monotoniebedingung des Verfahrens dur
h die

gewählten S
hrittweiten verletzt wurde. Die approximierte Lösung

s
hieÿt in der Nähe des Ausübungswertes etwas über die analyti-

s
he Lösung hinaus. Dadur
h entsteht die �kleine� Spitze in der Del-

tafunktion, die si
h in den negativen Werten der Gammafunktion

widerspiegelt. Es sei daran erinnert, dass mit der ersten Ableitung

das Optionsdelta und mit der zweiten Ableitung das Gamma der

Option angegeben wird und das die Genauigkeit dieser Werte eine

groÿe Bedeutung in der Praxis besitzt.

Die S
hrittweite für den Aktienkurs wurde mit ÆS = 0:0125 sehr

klein gewählt, um eine mögli
hst genaue Approximation der Lösung

zu erhalten und nur den Ein�uÿ der CFL-Bedingung betra
hten zu

können.

Das Explizite BDF2-Verfahren Bei dem expliziten BDF2-Verfahren

wird mit Werten gearbeitet, die aus den beiden vorherigen Zeit-

s
hritten extrapoliert werden.

V

n

= 2V

n�1

� V

n�2

(93)

Na
h Hundsdorfer (siehe [22℄) eignet si
h dieses Verfahren für die Be-

handlung von Konvektionsproblemen. Da si
h für Di�usionsproble-

me die implizite Behandlung besser eignet, werden bei dem hier be-

tra
hteten expliziten BDF2-Verfahrens (94) die extrapolierten Wer-

te nur bei dem Konvektionsterm verwendet. Der Di�usionsterm und

der Reaktionsterm werden implizit behandelt.

3

2

V

n

� 2V

n�1

+

1

2

V

n�2

= �D(t

n

; V

n

) + �K(t

n

; V

n

)� �R(t

n

; V

n

) (94)

V

n

= 2V

n�1

� V

n�2

n � 2

Die Stabilität des expliziten Verfahrens ist dur
h eine CFL-Bedingung

einges
hränkt. Löst man das Anfangs-Randwertproblem mit dem

expliziten Verfahren, dann erhält man eine instabile Lösung wenn

die CFL-Bedingung verletzt ist. Dieser Fall tritt bei den S
hrittwei-

ten ein, die in dem vorherigen Beispiel verwendet wurden, wie in

Abbildung 31 gezeigt wird.
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Abbildung 30: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion für einen

europäis
hen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausübungspreis K = 10 ¿,

der Volatilität � = 0:01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0:1. Für die Bewertung

wurde das implizite BDF2-Verfahren mit ÆS = 0:0125 und Æt = 0:02 verwendet.
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Abbildung 31: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion für einen

europäis
hen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausübungspreis K = 10 ¿,

der Volatilität � = 0:01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0:1. Für die Bewertung

wurde das explizite BDF2-Verfahren mit ÆS = 0:0125 und Æt = 0:02 verwendet.
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Das �-BDF2-Verfahren Bessere Stabilität und gute Monotonieei-

gens
haften �ndet man in dem �-BDF2-Verfahren

3

2

V

n

� 2V

n�1

+

1

2

V

n�2

= �D(t

n

; V

n

) + �K(t

n

; �V

n

+ (1� �)V

n

)

��R(t

n

; V

n

) (95)

V

n

= 2V

n�1

� V

n�2

; n � 2

Der Parameter � bestimmt dabei die Gewi
htung der impliziten und

der expliziten Teile des Konvektionsterm. Der Di�usions- und der

Reaktionsterm werden implizit behandelt.

Na
h Hundsdorfer (siehe [22℄, [21℄) besitzt das Verfahren bei der

Wahl von � = 0:75 die gröÿte CFL-Bedingung bezügli
h der Mo-

notonie, falls der Konvektionsterm mit einer �-Diskretisierung dis-

kretisiert wird (siehe [25℄). Experimentell konnte er dieses Ergeb-

nis für den Fall bestätigen, in dem zusätzli
h der van Leer Limi-

ter (siehe [18℄) verwendet wurde. Auÿerdem ist für Konvektions-

Di�usionsprobleme das �-BDF2-Verfahren uneinges
hränkt stabil

wenn � � 0:75 gewählt wird.

Das explizite-BDF2-Verfahren benötigt den geringsten Re
henauf-

wand und ist damit bei der Behandlung der Bla
k-S
holes-Glei
hung

zu bevorzugen, wenn seine Stabilität gewährleistet ist. Ist das ni
ht

der Fall, so lassen die Ergebnisse von Hundsdorfer vermuten, daÿ

das implizit-explizite BDF2 S
hema mit � = 0:75 die geeignete Wahl

ist.

Diese Vermutung wird dur
h die Ergebnisse, die in Abbildung 32

dargestellt sind, bestätigt.

Wählt man das �-BDF2-S
hema mit � = 0:75, so �s
hieÿt� die

Approximation, auf Grund des monotonen Verhaltens des Lösungs-

verfahrens, weder über die Lösung hinaus no
h besitzt sie Oszilla-

tionen, da das Verfahren stabil ist. Dieses Ergebnis wird besonders

deutli
h, wenn man die Gammafunktion betra
htet, die keine Oszil-

lationen mehr besitzt.

Eigens
haften des �-BDF2 Verfahrens:

� A-stabil für � � 0:75 (keine CFL-Bedingung)

� Für � = 0:75 beste Monotonieeigens
haften (gröÿte CFL-Bedingung)

� Ordnung 2 für beliebige �
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Abbildung 32: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion für einen

europäis
hen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausübungspreis K = 10 ¿,

der Volatilität � = 0:01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0:1. Für die Bewertung

wurde das �-BDF-Verfahren mit � = 0:75 und ÆS = 0:0125 und Æt = 0:02

verwendet.
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6.1.2 Die Raumdiskretisierung

Während bei den Standardoptionen der Raum nur dur
h den Ak-

tienkurs bestimmt ist betra
htet man bei den asiatis
hen Optio-

nen einen zweidimensionalen Raum, der zusätzli
h den Mittelwert

des Kurses berü
ksi
htigt. Die Lösungsberei
he werden dur
h einen

maximalen Aktienkurs S

max

beziehungsweise dur
h einen maxima-

len Mittelwert A

max

begrenzt, wobei für die asiatis
hen Optionen

ein quadratis
her Lösungsberei
h mit S

max

= A

max

gewählt wird.

Dur
h die Diskretisierung wird dieser Lösungsberei
h 
 in ein Gitter




h

(96) übergeführt, das in dem hier betra
hteten Fall äquidistante

Intervalllängen in alle Raumri
htungen besitzt. Die Intervalllänge

h des Gitters in eine Raumri
htung ergibt si
h aus der Anzahl n

der Intervalle in diese Ri
htung (97). Auf dem Gitter 


h

liefert die

Gitterfunktion V

h

die diskrete Lösung der kontinuierli
hen Aufgabe.




h

= f(x; y)jx = i � h; y = j � h i; j 2 Zg (96)

h =

(S

max

� S

0

)

n

=

(A

max

� A

0

)

n

(97)

Sten
il Notation Für die De�nition der Diskretisierungsopera-

toren wird im weiteren Verlauf häu�g die Sten
ilnotation (verglei-


he [33℄) verwendet, die sehr übersi
htli
h die Beziehungen der be-

na
hbarten Gitterwerte angibt. Da es für diese Arbeit ausrei
ht wird

nur der zweidimensionale Fall betra
htet.

Ein allgemeiner Sten
il [s

k

1

k

2

℄

h

für ein unendli
hes Gitter 


h

wird

folgendermaÿen dargestellt:

[s

k

1

k

2

℄

h

=

2

6

6

6

6

6

6

4

.

.

.

.

.

.

.

.

.

: : : s

�1;1

s

0;1

s

1;1

: : :

: : : s

�1;0

s

0;0

s

1;0

: : :

: : : s

�1;�1

s

0;�1

s

1;�1

: : :

.

.

.

.

.

.

.

.

.

3

7

7

7

7

7

7

5

h

(98)

Dieser Sten
il de�niert einen Operator für die Gitterfunktion V

h

dur
h:

[s

k

1

k

2

℄

h

V (x; y) =

X

k

1

; k

2

s

k

1

; k

2

V (x + k

1

h

x

; y + k

2

h

y

) (99)

In der Regel kann man davon ausgehen, dass nur endli
h viele der

Koe�zienten s

k

1

; k

2

ni
ht Null sind und es ausrei
ht nur diese anzu-
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geben. In dieser Arbeit wird auf Grund der gewählten Diskretisie-

rungen in dem eindimensionalen Fall mit dem 3-Punkt-Sten
il und

in dem zweidimensionalen Fall mit dem 5-Punkt-Sten
il gearbeitet.

h

s

�1;0

s

0;0

s

1;0

i

h

;

2

4

s

0;1

s

�1;0

s

0;0

s

1;0

s

0;�1

3

5

h

(100)

Di�usionsterm Für den Di�usionsterm wird eine Diskretisierung

zweiter Ordnung gewählt,

V

SS

=

V

i�1

� 2V

i

+ V

i+1

h

2

(

1

h

2

[1 �2 1℄

h

V

h

): (101)

Konvektionsterm In Abs
hnitt 4.2.3 wurden die Probleme ange-

spro
hen, die auftreten können, wenn beimDeltahedgen fals
he Wer-

te verwendet werden. Es ist daher sehr wi
htig eine Diskretisierung

zu �nden, die zu einer guten Approximation für die Lösung der

Bla
k-S
holes-Glei
hung führt und so au
h die erste und zweite Ab-

leitung mögli
hst genau widerspiegelt. Der folgende Verglei
h zeigt,

dass die Diskretisierung des Konvektionsterms mit der upwind-Dis-

kretisierung-zweiter-Ordnung und der Verwendung des van Leer Li-

miters zu geeigneten Ergebnissen führt.

Zentrale-Di�erenzen-Diskretisierung Die Diskretisierung des Kon-

vektionsterms mit �zentralen-Di�erenzen�,

V

S

=

V

i+1

� V

i�1

2h

(

1

2h

[�1 0 1℄

h

V

h

) (102)

besitzt die gewüns
hte Ordnung zwei. Diese Diskretisierung eignet

si
h aber ni
ht für konvektionsdominante Probleme. In [39℄ wurde

gezeigt, dass in dem hier betra
hteten Fall dur
h die Pé
let Bedin-

gung (103) eine sehr kleine Raums
hrittweite gefordert wird, um

Oszillationen zu vermeiden.

Pé
let Bedingung: 1 >

rh

S

�

2

S

(103)

Die Abbildung 33 zeigt die Probleme, die auftreten, wenn die Pé
let

Bedingung ni
ht eingehalten wird. Die Approximation gibt den Preis

des Calls no
h relativ gut wieder, besitzt jedo
h geringe Oszillatio-

nen. Diese zeigen si
h besonders deutli
h in der ersten und zweiten

Ableitung, wodur
h diese Werte zum Deltahedgen unbrau
hbar sind.
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Erste-Ordnung-Upwind-Diskretisierung Der risikolose Zinssatz r und

der Aktienkurs S sind nie kleiner als Null, wodur
h die Fluÿri
htung

des Konvektionsterms ��rS� immer negativ ist.

Im weiteren Verlauf wird die Flussges
hwindigkeit mit a = �rS < 0

abgekürzt. Für die Upwind-Diskretisierung erster Ordnung gilt:

aV

S

= a

V

i+1

� V

i

h

(

a

h

[0 �1 1℄

h

V

h

) (104)

Diese Diskretisierung führt zu einer oszillationsfreien Lösung, wie

die Abbildung 34 zeigt. Sie besitzt aber nur die Ordnung Eins und

das Ergebnis ist genauso wenig zufriedenstellend wie das vorherige,

das mit der zentralen Diskretisierung errei
ht wurde. Die Upwind-

Diskretisierung erster Ordnung ist zu di�usiv, wodur
h die Lösung

�auss
hmiert� und zu unbrau
hbaren Ergebnissen führt. Dieses Re-

sultat wird besonders deutli
h, wenn man die Delta- und die Gam-

mafunktion betra
htet.

Die Upwind-Diskretisierung erster Ordnung kann als eine Kombi-

nation aus einem zentralen Di�erenzenterm und einem künstli
hen

Di�usionsterm betra
htet werden (verglei
he [33℄).

a

h

[0 �1 1℄

h

V

h

=

a

2h

[�1 0 1℄

h

V

h

�

a

2h

[�1 2 � 1℄

h

V

h

(105)

Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung mit van Leer Limiter Ei-

ne Diskretisierung höherer Ordnung, die weder Oszillationen liefert

no
h auss
hmiert, erhält man mit der Zweiten-Ordnung-Upwind-

Diskretisierung mit der Verwendung des van Leer Limiters (sie-

he [18℄).

Die herkömmli
he Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung (106) pro-

duziert ähnli
h wie die zentrale Diskretisierung ungewüns
hte Os-

zillationen für a < 0. Die Oszillationen sieht man in Abbildung 35.

aV

S

=

a

h

S

(�

3

2

V

i

+2V

i+1

�

1

2

V

i+2

) (

a

h

S

[0 �

3

2

2 �

1

2

℄

h

V

h

) (106)

Dur
h die Hinzunahme des van Leer Limiters erhält man ein S
hema

(107), dass in der Kombination mit der entspre
henden Zeitdiskre-

tisierung die TVD (total variation diminishing) Eigens
haft besitzt.
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Abbildung 33: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion für einen

europäis
hen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausübungspreis K = 10 ¿,

der Volatilität � = 0:01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0:1. Für die Bewertung

wurde die Zentrale-Di�erenzen-Diskretisierung und ÆS = 0:05 und Æt = 0:005

gewählt.
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Abbildung 34: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion für einen

europäis
hen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausübungspreis K = 10 ¿,

der Volatilität � = 0:01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0:1. Für die Bewertung

wurde die Upwind-Diskretisierung erster Ordnung und ÆS = 0:05 und Æt = 0:005

gewählt.
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Abbildung 35: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion für einen

europäis
hen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausübungspreis K = 10

¿, der Volatilität � = 0:01 und dem risikolosen Zinssatz r = 0:1. Für die

Bewertung wurde die Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung und ÆS = 0:05

und Æt = 0:005 gewählt.
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Diese garantiert, dass beim iterativen Lösen keine Oszillationen ent-

stehen (verglei
he [33℄, [39℄).

Die Diskretisierung sieht wie folgt aus:

aV

S

=

a

h

S

(V

i+1

� V i) +

a

2h

S

(V

i+1

� V

i

) (q

i+

1

2

)

�

a

2h

S

(V

i+2

� V

i+1

) (q

i+

3

2

) (107)

Mit  (q) wird der van Leer Limiter bezei
hnet:

 (q) =

j q j +q

1 + q

(108)

q

i+

1

2

=

(V

i

� V

i�1

)

(V

i+1

� V

i

)

; q

i+

3

2

=

(V

i+1

� V

i

)

(V

i+2

� V

i+1

)

(109)

Bemerkung 6.1 Ein S
hema besitzt die TVD Eigens
haft, wenn

gilt

TV (V

n+1

) � TV (V

n

) (110)

wobei die Totalvariation der Lösung folgendermaÿen de�niert ist

TV (V

n

) =

X

i

jV

n

i+1

� V

n

i

j (111)

Dur
h den Limiter wird die Diskretisierung dem Verhalten der Lö-

sung angepasst und in Berei
hen, in denen die Lösung steile Gra-

dienten besitzt, numeris
he Di�usion hinzugefügt. Treten zum Bei-

spiel Oszillationen auf, wodur
h die Di�erenzen bena
hbarter Punk-

te unters
hiedli
he Vorzei
hen erhalten, dann nimmt der Limiter

den Wert Null an und reduziert das S
hema zum Ersten-Ordnung-

Upwinds
hema. Auÿerhalb der lokalen Extremstellen besitzt das

S
hema Zweite-Ordnung Genauigkeit.

Die Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung mit dem van Leer Li-

miter liefert zufriedenstellende Ergebnisse. Die Abbildung 36 zeigt,

dass keine Oszillationen auftreten und au
h die Werte der ersten

und zweiten Ableitung sehr gute Approximationen für die analyti-

s
hen Werte liefern. Der Einsatz des van Leer Limiters hat jedo
h

einen Na
hteil. Da er ni
ht linear ist, wird au
h die Diskretisierung

des linearen Problems ni
ht linear.
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Abbildung 36: Der Wert V, die Deltafunktion und die Gammafunktion für einen

europäis
hen Call mit der Laufzeit T=1 Jahr, dem Ausübungspreis K = 10 ¿,

der Volatilität � = 0:01 und dem risikolose Zinssatz r = 0:1. Für die Bewertung

wurde die Zweite-Ordnung-Upwind-Diskretisierung mit dem van Leer Limiter

und ÆS = 0:05 und Æt = 0:005 verwendet.
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Höhere-Ordnung-Defektkorrektur Mit dem S
hema der Höheren-

Ordnung-Defektkorrektur kann man aus dem oben angespro
henen

ni
ht linearen Problem ein lineares gestalten. Die Idee läÿt si
h an

einer Glei
hung mit einem Konvektionsterm (K(V )) demonstrieren:

K(V ) = f (112)

Zwei Diskretisierungen unters
hiedli
her Ordnung werden für die

Behandlung dieser Di�erentialglei
hung betra
htet, wobei der Ope-

rator mit der niedrigeren Ordnung linear ist.

~

K

h

Operator höherer Ordnung (z.B. 2 - Ordnung - upwind

mit Limiter)

K

h

Operator niedriger Ordnung (z.B. 1-Ordnung-upwind)

Verwendet man den Operator niedriger Ordnung, dann gilt in dem

m-ten Iterationss
hritt:

K

h

(V

m

h

� V

m�1

h

) = f

h

�K

h

V

m�1

h

(113)

Die beiden Diskretisierungsoperatoren können in der Glei
hung mit-

einander kombiniert werden, indem der Operator mit der niedrigeren

Ordnung in der re
hten Seite dur
h den Operator höherer Ordnung

ersetzt wird,

K

h

(V

m

h

� V

m�1

h

) = f

h

�

~

K

h

V

m�1

h

, K

h

V

m

h

= f

h

�

~

K

h

V

m�1

h

+K

h

V

m�1

h

: (114)

Die Lösung der Iteration (114) konvergiert gegen die Lösung, die

man mit dem Operator höherer Ordnung erhalten würde, falls sie

konvergiert (�(I � (K

h

)

�1

~

K

h

) < 1) (verglei
he [33℄).

Da der ni
htlineare Operator höherer Ordnung mit dem alten Ite-

rationswert (V

m�1

h

) in die re
hte Seite eingeht erhält man in jedem

Iterationss
hritt ein lineares Problem, löst aber mit der gesamten

Iteration ein ni
ht lineares Problem.

Aus den beiden Operatoren

K

h

V

m�1

h

=

a

h

[0 �1 1℄

h

V

m�1

h

~

K

h

V

m�1

h

=

a

h

[0 �1 1℄

h

V

m�1

h

+

a

2h

[0 �1 1℄

h

V

m�1

h

 (q

i+

1

2

)�

a

2h

[0 0 � 1 1℄

h

V

m�1

h

 (q

i+

3

2

)
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erhält man für die diskretisierte Glei
hung (112) in Sten
il-S
hreibweise:

a

h

[0 �1 1℄

h

V

m

h

=

f

h

�

a

2h

[0 �1 1℄

h

V

m�1

h

 (q

i+

1

2

) +

a

2h

[0 0 � 1 1℄

h

V

m�1

h

 (q

i+

3

2

)

| {z }

N

~

K

(V

m�1

)

(115)

beziehungsweise:

K

h

V

m

h

= f

h

�N

~

K

(V

m�1

) (116)

6.1.3 Die Matrixglei
hung

Die oben bes
hriebenen Diskretisierungen werden nun verwendet,

um die Bla
k-S
holes-Glei
hung als Matrixglei
hung darzustellen.

Für den Zeitterm (T) wird das �-BDF2-Verfahren (siehe Abs
hnitt

6.1.1), für den Konvektionsterm (K) das Zweite-Ordnung-Upwind-

S
hema mit dem van Leer Limiter (siehe Abs
hnitt 6.1.2) und für

den Di�usionsterm (D) die Diskretisierung (101) verwendet. Der

Reaktionsterm wird mit �T� bezei
hnet. Dur
h die Diskretisierung

erhält man die Iterationsvors
hrift:

T

k

h

V

k;m

h

� �K

h

V

k;m

h

�D

h

V

k;m

h
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V

k;m
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=
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k�1
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� T
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+ (1� �)K
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V

k;m
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V

k;m�1
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(117)

mit

~

V

k;m�1

h

= �V

k;m�1

h

+ (1� �)(2V

k�1

h

� V

k�2

h

)

V

k;m

h

= 2V

k�1

h

� V

k�2

h

Zeitindex k ; Iterationsindex m

In Sten
il S
hreibweise lautet diese Vors
hrift:
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Aus (118) läÿt si
h ein lineares Glei
hungssystem herleiten, mit dem

die Werte für die Option im k-ten Zeits
hritt iterativ bestimmt wer-

den können. Na
h der Elimination der Randbedingungen erhält man

die Matrixglei
hung

AV

k;m

h

= B

k;m�1

h

: (119)
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i = 1; : : : ; N � 1
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Dur
h die Elimination der Randbedingungen gilt zusätzli
h

b

k;m�1;el. Rand

1

= b

k;m�1

1

+

�

2

S

2

1

2h
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b
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Dur
h das Defektkorrekturs
hema erhält man für die diskretisier-

te Bla
k-S
holes-Glei
hung in jedem Zeits
hritt k die Iterationsvor-

s
hrift

A

h

V

k;m

h

= B

k;m�1

h

; (127)

wobei mit k der Zeitindex und mit m der Iterationsindex im k-ten

Zeits
hritt bezei
hnet wird. Na
h jedem Iterationss
hritt muss die

re
hte Seite neu bestimmt werden.

Das Glei
hungssystem (127) könnte auf Grund seiner Form, die Ma-

trix A

h

ist eine Tridiagonalmatrix, am besten direkt gelöst werden.

Die Betra
htung der europäis
hen Optionen dient aber nur zur Vor-

bereitung auf die Bewertung der asiatis
hen Optionen. Da die par-

tielle Di�erentialglei
hung für die asiatis
hen Optionen ein höher

dimensionales Problem darstellt, erhält man weiter Nebendiagona-

len in der Matrix A

h

. Dadur
h kann das Glei
hungssystem, das bei

diesen Optionstypen entsteht, nur mit sehr viel Re
henaufwand di-

rekt gelöst werden. Es ist daher sinnvoll s
hon jetzt ein iteratives

Lösungsverfahren zu verwenden. Jeder Zeits
hritt besteht dadur
h

aus einer �äuÿeren� und einer �inneren� Iteration. Die �äuÿere� Ite-

ration entsteht dur
h die Defektkorrektur und ergibt die Glei
hung

(127). Mit der �inneren� Iteration wird die Approximation V

k;m

für

die Glei
hung (127) bestimmt.

Der gröÿte Anteil bei der Bewertung der Optionen liegt daher in

der Lösung von Matrixglei
hungen. Da im Folgenden die iterati-

ve Lösung der Matrixglei
hung (127) betra
htet wird, werden zur

Vereinfa
hung der S
hreibweise die Bezei
hnungen

~

V

h

= V

k;m

h

und

~

B

h

= B

k;m�1

h

eingeführt, so dass die Matrixglei
hung (127) in der

Form

A

h

~

V

h

=

~

B

h

(128)

ges
hrieben wird. Die Approximation der Lösung

~

V

h

im m-ten Ite-

rationss
hritt wird mit

~

V

m

h

bezei
hnet.

6.2 Numeris
he Lösung der Bla
k-S
holes-Glei
hung

Im Folgenden werden europäis
he Standardoptionen mit der Anfangs-

Randwertaufgabe (82) bis (88) bewerten. Dabei wird die Bla
k-
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S
holes-Glei
hung mit den oben bes
hriebenen Diskretisierungen dis-

kretisiert. Für den Zeitterm wird das �-BDF2-Verfahren mit � =

0:75 und für den Konvektionsterm das Zweite-Ordnung-Upwind-

S
hema mit dem van Leer Limiter gewählt. Die Matrixglei
hung

(128), die dabei entsteht, wird mit dem Gauÿ-Seidel-Verfahren

~

V

m

j

=

~

b

j

�

P

j�1

i=1

a

j;i

~

V

m

i

�
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N�1

i=j+1

a

j;i

~

V

m�1

i

a

j;j

(129)

j = 1; : : : ; N � 1

iterativ gelöst. Die Ergebnisse in Beispiel 6.1 zeigen, dass bei der

iterativen Lösung mit dem Gauÿ-Seidel-Verfahren sehr viele Itera-

tionen benötigt werden, wenn die Volatilität � der Aktie groÿe Werte

annimmt.

Beispiel 6.1 Es werden die Werte für europäis
he Call- und Put-

optionen bestimmt. Die Optionen haben die Laufzeit T = 1 Jahr und

den Ausübungspreis K = 10 ¿. Die Kurse der Aktien, auf die si
h

die Derivate beziehen, stehen zum Zeitpunkt t = 0 bei S

0

= 10 ¿ und

der risikolose Zinssatz beträgt r = 0:1. In Tabelle 23 beziehungsweise

in Tabelle 24 sind die Werte für die Calloptionen beziehungsweise

die Putoptionen auf diese Aktien mit vers
hiedenen Volatilitäten an-

gegeben.

Der Lösungsberei
h ist mit S

max

= 25 ¿ begrenzt und für die Raum-

s
hrittweite wird ÆS = 0:1 und für die Zeits
hrittweite Æt = 0:01

gewählt.

Neben den Optionswerten V

GS

, die man mit dem Gauÿ-Seidel-Ver-

fahren als Lösungsverfahren erhält, wird die dur
hs
hnittli
he An-

zahl der inneren Iterationen (siehe Abs
hnitt 6.1.3), die das Ver-

fahren benötigt, angegeben. Die inneren Iterationen werden so lange

dur
hgeführt, bis das Residuum der entspre
henden Startlösung um

den Faktor 10

�4

zu reduzieren wurde. Als Verglei
hswerte dienen die

Ergebnisse der analytis
hen Lösung V

an

.

Die Bewertungen werden auf einem PC mit einem Pentium 3 Pro-

zessor mit 700 Mhz dur
hgeführt. Der Code des C-Programmes, der

dafür verwendet wurde, ist in Anhang A dargestellt.
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� V

an

V

GS

innere

Iterationen

0.01 0.95 0.95 3

0.1 1.03 1.03 21

0.2 1.32 1.32 57

0.3 1.67 1.67 105

0.4 2.03 2.03 162

Tabelle 23: Die Werte für einen europäis
hen Call auf Aktien mit vers
hiedenen

Volatilitäten

� V

analytis
h

V

GS

innere

Iterationen

0.1 0.07 0.07 6

0.2 0.37 0.37 18

0.3 0.72 0.72 53

0.4 1.08 1.08 132

Tabelle 24: Die Werte für einen europäis
hen Put auf Aktien mit vers
hiedenen

Volatilitäten

Die Ergebnisse zeigen, dass die numeris
h bestimmten Werte mit

den analytis
hen Werten übereinstimmen. Die Anzahl der Iteratio-

nen und damit die benötigte Re
henzeit des oben bes
hriebenen Ver-

fahrens nimmt mit der Volatilität der Aktien überproportional zu.

6.3 Numeris
he Lösung der Bla
k-S
holes-Unglei
hung

Im Fall der amerikanis
hen Standardoptionen ergibt si
h aus der

Bla
k-S
holes-Glei
hung eine Unglei
hung (130), mit der die Opti-

onswerte bestimmt werden können. Dur
h die Einführung des neuen

Zeitparameters erhält man die Unglei
hung:

L

BS

V = V

t

�

�

2

S

2

2

V

SS

� rSV

S

+ rV � 0 (130)

Das resultierende freie Randwertproblem kann dur
h folgendes li-

neare Komplementaritätsproblem gelöÿt werden,

V (P )�G(P ) � 0

L

BS

V (P ) � 0 (131)

(V (P )�G(P ))(L

BS

V (P )) = 0

P 2 
 :

Die End- und Randbedingungen sind dur
h den betra
hteten Opti-

onstyp bestimmt (siehe Abs
hnitt 3.4).
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Da die einzelnen Terme der partiellen Di�erentialunglei
hung (130)

denen der Bla
k-S
holes-Glei
hung entspre
hen werden die glei
hen

Diskretisierungen verwendet. Auf Grund der Wahl der Diskretisie-

rung für den Konvektionsterm

5

wird, wie bei den europäis
hen Op-

tionen, in jedem Zeits
hritt k die Lösung für den Optionswert V

k

iterativ bestimmt. In jedem Iterationss
hritt muss das lineare Kom-

plementaritätsproblem

V

k;m

h

�G

h

� 0

A

h

V

k;m

h

� B

k;m�1

h

� 0 (132)

(V

k;m

h

�G

h

)(A

h

V

k;m

h

� B

k;m�1

h

) = 0

gelöst werden. Die Matrix A

h

und der Vektor B

k;m�1

h

wurden bei

der Behandlung der europäis
hen Optionen in Abs
hnitt 6.1.3 her-

geleitet.

Da im Folgenden die iterative Lösung des linearen Komplementa-

ritätsproblems (132) gezeigt wird, werden zur Vereinfa
hung der

S
hreibweise wieder die Bezei
hnungen

~

V

h

= V

k;m

h

und

~

B

h

= B

k;m�1

h

eingeführt. In jedem Zeits
hritt ergibt si
h demna
h für jeden Ite-

rationss
hritt ein lineares Komplementaritätsproblem der Form

~

V

h

�G

h

� 0

A

h

~

V

h

�

~

B

h

� 0 (133)

(

~

V

h

�G

h

)(A

h

~

V

h

�

~

B

h

) = 0 :

Um dieses lineare Komplementaritätsproblem zu lösen kann man

na
h dem Projektions-Gauÿ-Seidel-Algorithmus von Cryer verfah-

ren.

6.3.1 Der Projektions-Gauÿ-Seidel-Algorithmus

Die Idee des Projektions-Gauÿ-Seidel-Verfahrens liegt darin, wäh-

rend der punktweisen, iterativen Lösung des Glei
hungssystem A

h

~

V

h

=

~

B

h

dafür zu sorgen, dass die Nebenbedingung

~

V

h

� G

h

� 0 erfüllt

wird (siehe [6℄ und [30℄). Die Approximation im m-ten Iterations-

s
hritt wird mit V

m

bezei
hnet.

Das Prinzip des Projektions-Gauÿ-Seidel-Verfahrens:

� Bestimmen der einzelnen Komponenten des Lösungsvektors mit

5

Zweite-Ordnung-Upwinddiskretisierung mit dem van Leer Limiter
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dem Gauÿ-Seidel-Verfahren

~

V

m�

1

2

j

=

~

b

j

�

P

j�1

i=1

a

j;i

~

V

m�

1

2

i

�

P

N�1

i=j+1

a

j;i

~

V

m�1

i

a

j;j

j = 1; : : : ; N � 1 (134)

� unter komponentenweiser Berü
ksi
htigung der Nebenbedin-

gung

~

V

m

h

� G

h

~

V

m

j

= max(

~

V

m�

1

2

j

; G

j

)

j = 1; : : : ; N � 1 (135)

(Projektion der Lösung)

In Beispiel 6.2 wird gezeigt, dass au
h bei dem iterativen Lösen mit

dem Projektions-Gauÿ-Seidel-Verfahren sehr viele Iterationen benö-

tigt werden, um eine Approximation mit geeigneter Genauigkeit be-

stimmen zu können, falls die betra
htete Aktie eine hohe Volatilität

� besitzt.

Beispiel 6.2 Es werden nur amerikanis
he Putoptionen bewertet,

da Aktien ohne Dividendenzahlung betra
htet werden. Die Optionen

haben die Laufzeit T = 1 Jahr und den Ausübungspreis K = 10 ¿.

Zum Zeitpunkt t = 0 steht der Kurs der Aktien bei S

0

= 10 ¿ und

der risikolose Zinssatz beträgt r = 0:1. In Tabelle 25 sind die Werte

für die Putoptionen auf die Aktien mit vers
hiedenen Volatilitäten

angegeben.

Der Lösungsberei
h ist mit S

max

= 25 ¿ begrenzt und für die Raum-

s
hrittweite wird ÆS = 0:1 und für die Zeits
hrittweite Æt = 0:01

gewählt.

Neben den Optionswerten V

PGS

, die man mit dem Projektions-Gauÿ-

Seidel-Verfahren als Lösungsverfahren erhält, wird die dur
hs
hnitt-

li
he Anzahl der inneren Iterationen (siehe Abs
hnitt 6.1.3), die das

Verfahren benötigt, angegeben. Die inneren Iterationen werden so

lange dur
hgeführt, bis das Residuum der entspre
henden Startlö-

sung um den Faktor 10

�4

zu reduzieren wurde. Als Verglei
hswerte

dienen die Ergebnisse V

trans

, die die transformierte Bla
k-S
holes-

Glei
hung (siehe Bemerkung 6.2) liefert.

Die Bewertungen werden auf einem PC mit einem Pentium 3 Pro-

zessor mit 700 Mhz dur
hgeführt. Der Code des C-Programmes, der
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dafür verwendet wurde, ist in Anhang A dargestellt.

� V

trans

V

GS

innere

Iterationen

0.1 0.16 0.16 7

0.2 0.48 0.48 18

0.3 0.83 0.83 40

0.4 1.19 1.19 84

Tabelle 25: Die Werte für einen amerikanis
hen Put auf Aktien mit vers
hiede-

nen Volatilitäten

Die Ergebnisse, die man dur
h die Lösung des linearen Komple-

mentaritätsproblems (131) erhält, stimmen mit denen, die die trans-

formierte Bla
k-S
holes-Glei
hung liefert überein. Ausserden zeigt

si
h, dass die Anzahl der Iterationen und damit die benötigte Re-


henzeit mit der Volatilität der Aktie überproportional zunimmt.

Bemerkung 6.2 Die Bla
k-S
holes-Glei
hung ist äquivalent zu der

partielle Di�erentialglei
hung

y

t

= y

xx

: (136)

Die Transformation und das Verhalten der Anfangs- und Randbe-

dingungen können zum Beispiel in [30℄ na
hgelesen werden.
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7 Anwendung eines Mehrgitterverfahrens

Die Bewertung der europäis
hen und amerikanis
hen Optionen er-

folgt über die Lösung von Glei
hungssystemen der Form A

h

~

V

h

=

~

B

h

,

wobei in dem Fall der amerikanis
hen Optionen zusätzli
h die Pro-

jektion der Lösung berü
ksi
htigt werden muss. Um sol
he Glei-


hungssysteme s
hnell lösen zu können, sind Mehrgitteralgorithmen

e�ziente Verfahren.

Zuerst werden die Grundlagen von Mehrgitteralgorithmen für eine

lineare partielle Di�erentialglei
hung bes
hrieben und auf den Fall

der europäis
hen Optionen angewendet. Dana
h wird der ni
ht linea-

re Fall betra
htet, um die amerikanis
hen Optionen zu behandeln.

7.1 Mehrgitter für lineare partielle Di�erentialglei
hun-

gen

Das Gauÿ-Seidel-Verfahren besitzt einen Konvergenzfaktor von �(GS) =

1�O(h

2

) und ist damit kein besonders s
hnelles iteratives Lösungs-

verfahren. Statt dessen besitzt dieses Verfahren gute Glättungsei-

gens
haften, die bei der Anwendung von Mehrgitteralgorithmen von

groÿer Bedeutung sind. Dur
h das mehrmalige Anwenden des Gauÿ-

Seidel-Verfahrens wird der Fehler der Startlösung geglättet und kann

dadur
h auf einem gröberen Gitter dargestellt und mit weniger Re-


henaufwand bestimmt werden.

Die Glättungseigens
haft des Gauÿ-Seidel-Verfahrens kann man si
h

bei seiner Anwendung auf die zweidimensionale Poissonglei
hung für

eine beliebige Funktion u,

Lu = �u

xx

� u

yy

= f (
) (137)

u = f (�
) (138)

verdeutli
hen. In der diskreten Darstellung der Poissonglei
hung er-

hält man für Gitterpunkte (x; y) 2 


h

, die keine Randpunkt von 


h

sind, in Sten
ils
hreibweise die Glei
hung

L

h

u

h

(x; y) =

1

h

2

2

4

�1

�1 4 �1

�1

3

5

h

u

h

(x; y) = f

h

(x; y) : (139)
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Dur
h die Anwendung des klassis
hen Gauÿ-Seidel-Verfahren wer-

den die inneren Punkte (x

i

; y

j

) von 


h

mit der Glei
hung

u

m+1

h

(x

i

; y

j

) =

1

4

[h

2

f

h

(x

i

; y

j

) + u

m+1

h

(x

i�1

; y

j

) + u

m

h

(x

i+1

; y

j

)

+u

m+1

h

(x

i

; y

j�1

) + u

m

h

(x

i

; y

j+1

)℄ (140)

bestimmt, wobei mit m der Iterationsindex bezei
hnet wird. Um

den Ein�uss des Gauÿ-Seidel-Verfahrens auf den Fehler betra
hten

zu können, muss man die Approximation u

m

h

dur
h die Lösung u

h

selbst und den Fehler e

m

h

ersetzen,

u

m

h

(x

i

; y

j

) = u

h

(x

i

; y

j

)� e

m

h

(x

i

; y

j

) : (141)

Dadur
h erhält man für den Fehler die Glei
hung

e

m+1

h

(x

i

; y

j

) =

1

4

[e

m+1

h

(x

i�1

; y

j

) + e

m

h

(x

i+1

; y

j

)

+e

m+1

h

(x

i

; y

j�1

) + e

m

h

(x

i

; y

j+1

)℄ : (142)

Mit einer Gauÿ-Seidel-Iteration wird für jeden Gitterpunkt ein Wert

bestimmt, dessen Fehler dem gemittelten Wert aus den Fehlern der

Na
hbarpunkte entspri
ht. Dur
h die mehrmalige Anwendung des

Gauÿ-Seidel-Verfahrens erhält man eine Approximation u

m

h

der Lö-

sung u

h

, deren Fehler e

m

h

= u

h

�u

m

h

glatt ist (siehe Abb. 37). Da das

Gauÿ-Seidel-Verfahren in erster Linie als Glättungsverfahren und

ni
ht als Lösungsverfahren eingesetzt wird, wird der Iterationsindex

beibehalten und die geglättete Approximation im m-ten Iterations-

s
hritt dur
h einen Balken mit u

m

h

gekennzei
hnet.

Abbildung 37: Der Ein�uss der Gauÿ-Seidel-Iterationen auf den Fehler im Fall

der Poissonglei
hung (aus [33℄)

Der Fehler e

m

h

dieser Approximation erfüllt die Glei
hung

A

h

e

m

h

= f

h

� A

h

u

m

h

= d

m

h

: (143)
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Auf Grund des glatten Verlaufes des Fehlers e

m

h

kann dieser auf ei-

nem gröberen Gitter mit weniger Gitterpunkten ohne einen bedeu-

tenden Informationsverlust dargestellt werden. Es gibt vers
hiedene

Mögli
hkeiten dieses gröbere Gitter zu konstruieren. Häu�g wird die

Standardvergröberung verwendet (siehe Abb. 38), bei der die Inter-

valllängen verdoppelt werden (H = 2h).

Abbildung 38: Zwei Standardvergröberungen von h =

1

8

ausgehend

Auf dem gröberen Gitter 


H

wird der Fehler dur
h die Matrix-

glei
hung

A

H

e

m

H

= d

m

H

: (144)

approximiert. Die Glei
hung (144) kann mit weniger Re
henaufwand

als die Glei
hung (143) entweder direkt oder iterativ gelöst werden,

man erhält den Fehler ê

m

H

. Dieser Fehler ê

m

H

muss auf das feinere Git-

ter interpoliert (ê

m

h

) und zu der dortigen Approximation u

m

h

addiert

werden, um diese zu verbessern.

u

m+1

h

= u

m

h

+ ê

m

h

(145)

Die Übertragung der Gitterfunktion von dem feinen Gitter, mit der

S
hrittweite h, auf das gröbere Gitter, mit der S
hrittweite H, be-

zei
hnet man mitRestriktion und wird mit dem Restriktionsoperator

I

H

h

dur
hgeführt. Den umgekehrten Vorgang nennt man Interpola-

tion und verwendet dafür den Interpolationoperator I

h

H

.

d

m

H

= I

H

h

d

m

h

(146)

ê

m

h

= I

h

H

ê

m

H

(147)

Im weiteren Verlauf wird als Restriktionsoperator der Injektionsope-

rator (siehe Abb. 39) verwendet, bei dem die Grobgitterwerte und

Feingitterwerte eines Gitterpunktes einander entspre
hen:

d

m

H

(P ) = I

H

h

d

m

h

(P ) = d

m

h

(P ) P 2 


H

� 


h

(148)
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Abbildung 39: Übertragung der Gitterfunktion mit dem Injektionsoperator bei

der Standardvergröberung (aus [33℄)

Die Interpolation wird mit der bilinearen Interpolation

I

h

H

ê

m

H

(P

i

) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

ê

m

H

(P

i

) 1 � i � 4;

1

2

(ê

m

H

(P

1

) + ê

m

H

(P

2

)) i = 5;

1

2

(ê

m

H

(P

1

) + ê

m

H

(P

4

)) i = 6;

1

4

(

P

4

j=1

ê

m

H

(P

j

)) i = 7

(149)

dur
hgeführt. Mit P

1

, P

2

, P

3

und P

4

werden die E
kpunkte eines

quadratis
hen Intervalls des gröberen Gitters bezei
hnet, wie in Ab-

bildung 40 dargestellt ist. Die Punkte P

5

, P

6

und P

7

stehen stell-

vertretend für die Gitterpunkte, die si
h zusätzli
h auf dem feineren

Gitter be�nden (siehe Abb. 40).

Abbildung 40: Die Grobgitterpunkte P

1

, P

2

, P

3

und P

4

mit den Feingitterpunk-

ten P

5

, P

6

und P

7

in einem quadratis
hen Intervall (aus [6℄)

Das bisher bes
hriebene Verfahren arbeitet mit zwei vers
hiede-

nen Gittern, einem feinen und einem groben, und wird daher Zwei-

gitterverfahren (41) genannt.
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Abbildung 41: Das Zweigitterverfahren (aus [33℄). In dieser Darstellung wird der

Fehler mit v und ni
ht mit e bezei
hnet.

Es basiert auf den folgenden beiden Grundprinzipien (verglei-


he [33℄):

Glättungsprinzip: Dur
h iterative Lösungsverfahren, wie das Gauÿ-

Seidel-Verfahren, kann der Fehler einer Approximation geglät-

tet werden.

Grobgitterkorrektur : Ein glatter Fehler kann auf einem gröberen

Gitter angenähert werden, wobei der Re
henaufwand wesent-

li
h geringer ist als auf dem feinen Gitter.

Bemerkung 7.1 Dur
h die Einführung eines zusätzli
hen Relaxa-

tionsparameters !, kann das Konvergenzverhalten des Gauÿ-Seidel-

Verfahrens verbessert werden.

z

m+1

h

(x

i

; y

j

) =

1

4

(h

2

f

h

(x

i

; y

j

) + u

m+1

h

(x

i

� h; y

j

) + u

m

h

(x

i

+ h; y

j

)

+u

m+1

h

(x

i

; y

j

� h) + u

m

h

(x

i

; y

j

+ h)) (150)

u

m+1

h

= u

m

h

+ !(z

m+1

h

� u

m

h

) (151)

Mit der geeigneten Wahl von !* erhält man den Konvergenzfaktor

�(!*�GS) = 1�O(h). Bei der Anwendung von Mehrgitterverfahren

ist jedo
h ni
ht der Konvergenzfaktor des Gauÿ-Seidel-Verfahrens

ents
heidend, sondern seine Glättungseigens
haften. Diese sind am

besten für einen Relaxationsparameter, der sehr nahe an ! = 1 liegt

(verglei
he [33℄). Dur
h die Einführung des Relaxationsparameters

kann man nur eine geringfügige Verbesserung der Glättungseigen-

s
haften des Verfahrens erzielen. Dieser Gewinn lohnt si
h aber

ni
ht, wenn man den zusätzli
hen Re
henaufwand betra
htet. In je-

dem Glättungss
hritt kommen für jeden Punkt zwei Operationen hin-

zu. Deswegen wird im Folgenden mit dem klassis
hen Gauÿ-Seidel

Verfahren (129) gearbeitet.

Die Grobgitterglei
hung (144) muss ni
ht unbedingt exakt gelöst

werden, wenn man über ein gut konvergierendes Zweigitterverfahren
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verfügt. Man kann ohne grossen Verlust der Konvergenzges
hwindig-

keit die exakte Lösung dur
h eine geeignete Approximation ersetzen.

Diese Approximation kann man wiederum mit der Zweigitterme-

thode bestimmen, wodur
h man s
hliessli
h auf einem dritten, no
h

gröberen Gitter arbeitet. Man kann dieses Vorgehen so lange weiter-

führen bis man auf einem Gitter angelangt ist, auf dem die Resi-

duumsglei
hung ohne grossen Re
henaufwand entweder direkt oder

iterativ gelöst werden kann. Na
hdem die Lösung auf dem gröbs-

ten Gitter bestimmt wurde, werden alle angefangenen Zweigitterzy-

klen na
heinander beendet. Vor jeder Interpolation muss die Lösung

no
heinmal geglättet werden.

Dur
h die Vers
ha
htelung mehrerer Zweigitterzyklen na
h der oben

bes
hriebenen Methode erhält man einen speziellen Mehrgitterzy-

klus, den sogenannten V-Zyklus.

Da in dieser Mehrgittervariante auf den groben Gittern mit Korrek-

turen für die Feingitterapproximation gearbeitet wird, nennt man

das lineare Mehrgitterverfahren au
h Korrekturs
hema.

7.1.1 Anisotrope Probleme

Das Gauÿ-Seidel-Verfahren, mit dem die Fehler punktweise geglättet

werden, und die Standardvergröberung können ni
ht immer in einem

Mehrgitteralgorithmus erfolgrei
h miteinander kombiniert werden,

wie an dem Beispiel des anisotropen Problems

Lu = ��u

xx

� u

yy

= f(x; y) (x; y) 2 
 (152)

mit 0 < � << 1

gezeigt wird. Für die diskrete Darstellung des anisotropen Problems

erhält man für Gitterpunkte (x; y) 2 


h

, die keine Randpunkte von




h

sind, in Sten
ils
hreibweise die Glei
hung

L

h

u

h

(x; y) =

1

h

2

2

4

�1

�� 2(1 + �) ��

�1

3

5

h

u

h

(x; y) = f

h

: (153)

Bei der Anwendung des Gauÿ-Seidel-Verfahrens ergibt si
h für den

Fehler in dem Gitterpunkt (x

i

; y

j

):

e

m+1

h

(x

i

; y

j

) =

1

2(�+ 1)

[�e

m+1

h

(x

i�1

; y

j

) + e

m+1

h

(x

i

; y

j�1

)

+�e

m

h

(x

i+1

; y

j

) + e

m

h

(x

i

; y

j+1

)℄ (154)
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Für sehr kleine �-Werte �ndet ledigli
h eine Mittellung und damit

eine Glättung des Fehlers in die y-Ri
htung statt, wie in Abbildung

42 dargestellt ist. Dadur
h ist eine Vergröberung des Gitters in die

x-Ri
htung ni
ht sinnvoll.

Abbildung 42: Ein�uss der Gauÿ-Seidel-Iterationen auf den Fehler bei dem ani-

sotropen Problem (152) (aus [33℄)

Semivergröberung und Punkt-Glätter Ein naheliegendes Vorgehen

liegt darin, wie bisher mit dem Gauÿ-Seidel-Verfahren die Fehler an

den einzelnen Gitterpunkten na
heinander zu glätten und das Gitter

nur in die Ri
htung zu vergröbern, in die der Fehler glatt ist. In dem

hier bespro
henen Fall darf nur in die y-Ri
htung vergröbert wer-

den, H

x

= h und H

y

= 2h. Man nennt diese Art der Vergröberung

Semivergröberung in y-Ri
htung (siehe Abb. 43).

Abbildung 43: Zwei Semivergröberungen in die y-Ri
htung von h

x

=

1

8

und

h

y

=

1

8

ausgehend (aus [33℄)

Im Folgenden besteht jeder Glättungss
hritt aus vier Teils
hrit-

ten. In jedem Teils
hritt wird in einer anderen �E
ke� des Gitters

mit der Glättung begonnen, um dann alle Unbekannten zu bestim-

men. In der Abbildung (44) sind für die vier Teilglättungss
hritte

die Reihenfolgen, in denen die Unbekannten mit dem Gauÿ-Seidel-

Verfahren bestimmt werden, s
hematis
h dargestellt.
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(a) 13 14 15 16 (b) 4 3 2 1

9 10 11 12 8 7 6 5

5 6 7 8 12 11 10 9

1 2 3 4 16 15 14 13

(
) 16 15 14 13 (d) 1 2 3 4

12 11 10 9 5 6 7 8

8 7 6 5 9 10 11 12

4 3 2 1 13 14 15 16

Abbildung 44: Die s
hematis
he Darstellung der vier Teils
hritte eines Glät-

tungss
hrittes

Linienglätter und Standardvergröberung Eine Mögli
hkeit die Stan-

dardvergröberung beizubehalten liegt in der Verwendung von Lini-

englättern. Bei diesen Glättern werden alle Werte, die auf einer Linie

liegen, simultan bere
hnet. Die Standardvergröberung kann bei die-

sem Vorgehen beibehalten werden, da na
h [33℄ der Fehler in die

Ri
htung glatt wird, in der die unbekannten Werte glei
hzeitig be-

re
hnet werden. Wird die Re
henvors
hrift dur
h das Gauÿ-Seidel-

Verfahren gegeben und dieWerte zu den Gitterpunkten, die auf einer

Parallelen zur x-A
hse verlaufen, simultan bere
hnet, so spri
ht man

von dem x-Linien-Gauÿ-Seidel-Verfahren. Entspre
hend werden bei

dem y-Linien-Gauÿ-Seidel-Verfahren die Werte, die auf einer Par-

allelen zur y-A
hse verlaufen, glei
hzeitig bere
hnet

Bei der Lösung der Bla
k-S
holes-Glei
hung und der Bla
k-S
holes-

Unglei
hung besitzt man nur ein eindimensionales Gitter in jedem

Zeits
hritt und wendet darauf die Standardvergröberung an. Bei der

partiellen Di�erentialglei
hung für asiatis
he Optionen erhält man

ein zweidimensionales Gitter, das bei der amerikanis
hen Options-

variante mit der Semivergröberung vergröbert werden muss.

7.1.2 Ergebnisse für europäis
he Optionen

In Abs
hnitt 6.2 wurde bei der Bewertung der europäis
hen Op-

tionen die Matrixglei
hung (128) mit dem Gauÿ-Seidel-Verfahren

iterativ gelöst. Im Folgenden wird bei der iterativen Lösung der

Matrixglei
hung (128) der Mehrgitteralgorithmus mit dem Gauÿ-

Seidel-Verfahren als Glätter verwendet.
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Beispiel 7.1 Es werden die europäis
hen Call- und Putoptionen

aus Beispiel 6.1 bewertet, wobei diesmal der Mehrgitteralgorithmus

verwendet wird. Ansonsten stimmen die Bedingungen mit denen aus

Beispiel 6.1 überein. Die Werte V

MG

für die Optionen sind in der

Tabelle 26 und in der Tabelle 27 angegeben.

� V

an

V

GS

Iterationen V

MG

Iterationen

pro Zeits
hritt pro Zeits
hritt

0.01 0.95 0.95 3 0.95 1

0.1 1.03 1.03 21 1.03 3

0.2 1.32 1.32 57 1.32 3

0.3 1.67 1.67 105 1.67 3

0.4 2.03 2.03 162 2.03 3

Tabelle 26: Die Werte für einen europäis
hen Call auf Aktien mit vers
hiedenen

Volatilitäten

� V

an

V

GS

Iterationen V

MG

innere

pro Zeits
hritt Iterationen

0.1 0.07 0.07 6 0.07 1

0.2 0.37 0.37 18 0.37 2

0.3 0.72 0.72 53 0.72 3

0.4 1.08 1.08 132 1.08 3

Tabelle 27: Die Werte für einen europäis
hen Put auf Aktien mit vers
hiedenen

Volatilitäten

Die Ergebnisse zeigen, dass die Konvergenzges
hwindigkeit des

Lösungsverfahrens dur
h den Mehrgitteralgorithmus bes
hleunigt wird.

Selbst bei Aktien mit einer grösseren Volatilität nimmt die Anzahl

der Iterationen nur minimal zu.

7.2 Mehrgitter für ni
ht lineare partielle Di�erentialglei-


hungen

Im Folgenden wird der Fall einer ni
ht linearen partiellen Di�eren-

tialglei
hung für eine beliebige Funktion u,

N

h

u

h

= f

h

(
) (155)

u

h

= f

h

(�
) (156)

betra
htet. Bei der iterativen Lösung dieser ni
ht linearen Di�e-

rentialglei
hung wird als Mehrgittermethode das Full Approximati-

on S
heme (FAS) verwendet. Die Idee dieses S
hemas wird zuerst

wieder anhand der Zweigittermethode bes
hrieben und kann dann
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entspre
hend dem linearen Fall zum Mehrgitterverfahren erweitert

werden (verglei
he [6℄, [33℄).

In dem ni
ht linearen Fall erhält man für den geglätteten Fehler e

m

h

na
h dem m-ten Iterationss
hritt auf dem feinen Gitter die Glei-


hung

N

h

(u

m

h

+ e

m

h

)�N

h

u

m

h

= f

h

�N

h

u

m

h

= d

m

h

: (157)

Auf dem gröberen Gitter 


H

wird diese Glei
hung dur
h

N

H

(u

m

H

+ e

m

H

)�N

H

u

m

H

= d

m

H

(158)

approximiert. Für die Grobgitterglei
hung gilt daher

N

H

u

H

= F

H

; (159)

wobei die re
hte Seite F

H

dur
h

F

H

= I

H

h

(f

h

�N

h

u

m

h

) +N

H

I

H

h

u

m

h

(160)

gegeben ist und mit u

H

die volle Approximation auf dem gröberen

Gitter angedeutet wird.

Na
hdem û

m

H

als Approximation oder exakte Lösung von u

H

auf

dem groben Gitter ermittelt wurde, kann der Fehler ê

m

H

= û

m

H

�

I

H

h

u

m

h

bestimmt, auf das feine Gitter interpoliert und zu der dortigen

Approximation addiert werden, um die verbesserte Approximation

u

m+1

h

= u

m

h

+ I

h

H

ê

m

H

zu erhalten. Das FAS-Zweigitters
hema ist in

Abbildung (45) dargestellt.

Abbildung 45: Die FAS Zweigittermethode (aus [33℄). In dieser Darstellung wird

der Fehler mit v und ni
ht mit e bezei
hnet.

Für die Restriktion wird wieder die Injektion und für die Inter-

polation die bilineare Interpolation verwendet.

Wie im linearen Fall ergibt si
h das FAS-Mehrgitters
hema rekursiv

aus dem FAS-Zweigitters
hema.

108



7.2.1 Anwendung des PFAS auf das lineare Komplementaritätspro-

blem

Bei der Behandlung des linearen Komplementaritätsproblems (133)

wird dur
h einige Iterationen mit dem Projektions-Gauÿ-Seidel-Ver-

fahren der Fehler der Approximation geglättet. Im m-ten Iterati-

onss
hritt besitzt die geglättete Approximation V

m

h

den Fehler e

m

h

.

Dieser glatte Fehler erfüllt das lineare Komplementaritätsproblem

e

m

h

+ V

m

h

�G

h

� 0

A

h

e

m

h

� d

m

h

� 0 (161)

(A

h

e

m

h

� d

m

h

)(e

m

h

+ V

m

h

�G

h

) = 0

mit d

m

h

= B

m�1

h

� A

h

V

m

h

:

Auf einem Gitter mit der S
hrittweite H wird der Fehler e

m

h

dur
h

den Fehler e

m

H

approximiert. Dieser Fehler erfüllt das lineare Kom-

plementaritätsproblem

e

m

H

+ I

H

h

V

m

h

� I

H

h

G

h

� 0

A

H

e

m

H

� I

H

h

d

m

h

� 0 (162)

(A

H

e

m

H

� I

H

h

d

m

h

)(e

m

H

+ I

H

h

V

m

h

� I

H

h

G

h

) = 0 :

Da es si
h bei dem linearen Komplementaritätsproblem um eine

ni
ht lineare Aufgabestellung handelt, ist es vorteilhaft mit dem Full

Approximation S
heme zu arbeiten. Dazu muss auf dem gröberen

Gitter das lineare Komplementaritätsproblem (163) gelöst werden.

~

V

H

�G

H

� 0

A

H

~

V

H

� B

m

H

� 0 (163)

(

~

V

H

�G

H

)(A

H

~

V

H

� B

m

H

) = 0

mit B

m

H

= I

H

h

d

m

h

+ A

H

I

H

h

V

m

h

Die Lösung

~

V

H

des linearen Komplementaritätsproblems (163) auf

dem groben Gitter setzt si
h aus der Restriktion der Approximation

von dem feinen Gitter und dem Fehleranteil zusammen,

~

V

H

= e

m

H

+

I

H

h

V

m

h

. Na
hdem

^

V

m

H

als Approximation oder exakte Lösung von

~

V

H

bestimmt wurde kann der Fehler ê

m

H

=

~

V

m

H

� I

H

h

V

m

h

bestimmt, auf

das feine Gitter interpoliert und zu der dort approximierten Lösung

addiert werden, um diese zu verbessern, V

m+1

h

= I

h

H

ê

m

H

+ V

m

h

.
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7.2.2 Ergebnisse für amerikanis
he Optionen

Mit dem PFAS-Verfahren wird bei der Bewertung der amerikani-

s
hen Optionen ein Mehrgitteralgorithmus angewendet.

Beispiel 7.2 Es werden die amerikanis
hen Putoptionen aus Bei-

spiel 6.2 bewertet. Diesmal wird jedo
h der Mehrgitteralgorithmus

verwendet. Ansonsten stimmen die Bedingungen mit denen aus Bei-

spiel 6.2 überein. Die Werte V

MG

für die Optionen sind in der Ta-

belle 28 angegeben.

� V

trans

V

GS

Iterationen V

MG

innere

pro Zeits
hritt Iterationen

0.1 0.16 0.16 7 0.16 2

0.2 0.48 0.48 18 0.48 2

0.3 0.83 0.83 40 0.83 2

0.4 1.19 1.19 84 1.19 3

Tabelle 28: Die Werte für einen amerikanis
hen Put auf Aktien mit vers
hiede-

nen Volatilitäten

Die Werte bestätigen die Ergebnisse aus Beispiel 7.1. Der Mehr-

gitteralgorithmus verbessert deutli
h die Konvergenzges
hwindigkeit

des Lösungsverfahrens. Die Anzahl der Iterationen nimmt nur ge-

ring zu, wenn die Volatilität der Aktie grösser wird.
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8 Numeris
he Lösung der partiellen Di�erential-

glei
hung und -unglei
hung für asiatis
he Op-

tionen

Die vorherigen Abs
hnitte dienten als Vorbereitung für die Bewer-

tung der asiatis
hen Optionen. Es wurde gezeigt, dass si
h für die

Diskretisierung des Konvektionsterms das Upwind-S
hema-zweiter-

Ordnung mit dem van Leer Limiter am besten eignet. Wählt man

zusätzli
h für die Zeitdiskretisierung das �-BDF2-S
hema mit � =

0:75, so liefert das Verfahren eine stabile Lösung und besitzt eine

CFL-Bedingung für die Monotonie, die gröÿer ist, als die des implizi-

ten BDF2-Verfahrens. Weiterhin wurde gezeigt, dass das freie Rand-

wertproblem, das bei der Behandlung der amerikanis
hen Options-

varianten entsteht, mit dem Projektions-Gauÿ-Seidel-Algorithmus

e�zient gelöst werden kann. Auÿerdem wurde demonstriert, dass ein

Mehrgitteralgorithmus das Lösungsverfahren wesentli
h bes
hleu-

nigt. Die gewonnen Erkenntnisse werden in diesem Abs
hnitt ver-

wendet, um die zweidimensionale partielle Di�erentialglei
hung und

Di�erentialunglei
hung für kontinuierli
he asiatis
he Optionen lösen

zu können.

Entspre
hend dem bisherigen Vorgehen werden zuerst die asiati-

s
hen Optionen vom europäis
hen Typ und dann die amerikanis
he

Variante behandelt.

8.1 Asiatis
he Optionen vom europäis
hen Typ

Führt man die glei
he Transformation für den Zeitparameter dur
h

wie in Kapitel 6, so erhält man für die kontinuierli
hen asiatis
hen

Optionen die vorwärtsgeri
htete partielle Di�erentialglei
hung:

V

t

=

1

2

�

2

S

2

V

SS

+ rSV

S

�

A� S

(T � t)

V

A

� rV (164)

Die partielle Di�erentialglei
hung (164) unters
heidet si
h von der

Bla
k-S
holes-Glei
hung dur
h den Konvektionsterm in die A-Ri
htung

A�S

(T�t)

V

A

. Dieser Term sorgt dafür, dass die Sprungbedingung konti-

nuierli
h erfüllt wird.

Zum Zeitpunkt t = T besitzt der Konvektionsterm eine Singularität.

Das ist aber ni
ht problematis
h, da es si
h bei diesem Zeitpunkt

um den �Geburtstermin� der Option handelt, der Aktienkurs und

der aktuelle Dur
hs
hnittswert für den Kurs daher glei
h gross sind.
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Da der Konvektionsterm an diesem Zeitpunkt vers
hwindet, muss

nur die Bla
k-S
holes-Glei
hung entlang der Diagonalen S = A ge-

löst werden.

8.1.1 Die Diskretisierung des Konvektionsterms

Bei der partiellen Di�erentialglei
hung für asiatis
he Optionen han-

delt es si
h um eine zweidimensionale Konvektions-Di�usions-Glei-


hung. Da in A-Ri
htung kein Di�usionsterm existiert, ist die Dif-

ferentialglei
hung in dieser Ri
htung konvektionsdominant. Die Un-

tersu
hungen in Abs
hnitt 6.1.2 haben gezeigt, dass bei konvekti-

onsdominanten Problemen der Konvektionsterm mit der Upwind-

Diskretisierung zweiter Ordnung und der Verwendung des van Leer

Limiters  (q) (siehe in Abs
hnitt 6.1.2 (108)) diskretisiert werden

sollte. In diesem Fall erhält man zufriedenstellende Ergebnisse be-

zügli
h der Genauigkeit.

Der Informations�uss in A-Ri
htung wird dur
h den Konvektions-

term

A�S

(T�t)

V

A

bestimmt. Für ihn bestehen drei Mögli
hkeiten:

� S = A:

Es �ndet kein Informations�uss in A-Ri
htung statt

� S > A:

Es �ndet ein Informations�uss in negativer A-Ri
htung statt

� S < A:

Es �ndet ein Informations�uss in positiver A-Ri
htung statt

In jedem Zeits
hritt �ieÿen die Informationen von der Diagonalen

S = A in positiver beziehungsweise negativer A-Ri
htung na
h au-

ÿen. Die unters
hiedli
hen Flussri
htungen müssen bei der Upwind-

Diskretisierung berü
ksi
htigt werden. Im Folgenden wird der Kon-

vektionsfaktor dur
h b =

(A�S)

(T�t)

ersetzt.

� S = A) b = 0
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� S > A) b < 0 :

bV

A

=

b

h

(V

i;j+1

� V

i;j

) +

b

2h

(V

i;j+1

� V

i;j

) (q

i;j+

1

2

)

�

b

2h

(V

i;j+2

� V

i+1

) (q

i;j+

3

2

) (165)

q

i;j+

1

2

=

(V

i;j

� V

i;j�1

)

(V

i;j+1

� V

i;j

)

; q

i;j+

3

2

=

(V

i;j+1

� V

i;j

)

(V

i;j+2

� V

i;j+1

)

� S < A) b > 0 :

bV

A

=

a

h

(V

i;j

� V

i;j�1

) +

b

2h

(V

i;j

� V

i;j�1

) (q

i;j�

1

2

)

�

b

2h

(V

i;j�1

� V

i�2

) (q

i;j�

3

2

) (166)

q

i;j�

1

2

=

(V

i;j+1

� V

i;j

)

(V

i;j

� V

i;j�1

)

; q

i;j�

3

2

=

(V

i;j

� V

i;j�1

)

(V

i;j�1

� V

i;j�2

)

8.1.2 Die Anfangs- und Randbedingungen

Da weder der Aktienkurs no
h sein Mittelwert unendli
h groÿe Wer-

te annehmen, wird das Gebiet in der S-A-Ebene, über dem die Lö-

sungs�ä
he bestimmt werden soll, in den Berei
h 
 = [0; S

max

℄ �

[0; A

max

℄ eingegrenzt. Um den Fehler, der dur
h diese Eins
hränkung

entsteht, zu reduzieren müssen A

max

und S

max

ausrei
hend gross ge-

wählt werden. Die Grenzen sollten mindestes zwei bis drei mal so

gross sein wie der Ausübungswert der Option oder der betra
htete

Aktienkurs S

0

.

Wie bei den Standardoptionen ist die Anfangsbedingung der Anfangs-

Randwertaufgabe dur
h die Auszahlungsfunktion der betra
hteten

Option (siehe Kapitel 5) gegeben. Aus der Anfangsbedingung ergibt

si
h au
h die Anfangsrandbedingung. Zum Zeitpunkt t = 0 gilt für

� S = 0 :

V (0; A; 0) = G(0; A; 0) (167)

A 2 [0; A

max

℄

� S = S

max

:

V (S

max

; A; 0) = G(S

max

; A; 0) (168)

A 2 [0; A

max

℄
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� A = 0 :

V (S; 0; 0) = G(S; 0; 0) (169)

S 2 [0; S

max

℄

� A = A

max

:

V (S;A

max

; 0) = G(S;A

max

; 0) (170)

S 2 [0; S

max

℄

Die Randwerte bei S = 0 und S = S

max

für t > 0 ergeben si
h aus

der Sprungbedingung. Für den Fall S = 0 erhält man aus der parti-

ellen Di�erentialglei
hung (164) die reduzierte Di�erentialglei
hung

V

t

= �

A

(T � t)

V

A

� rV : (171)

In der Literatur gibt es keine Aussage über eine anerkannte Regel

für das Verhalten des Optionswertes am Rand S = S

max

. Daher ist

es wi
htig, diesen Rand weit genug entfernt vom betra
hteten Akti-

enkurs zu wählen. Da die Sprungbedingung an dem Rand auf jeden

Fall erfüllt sein muss, kann dieser mit der partiellen Di�erentialglei-


hung

V

t

= �

A� S

max

(T � t)

V

A

(172)

in jedem Zeits
hritt aktualisiert werden.

Bei der Betra
htung des Konvektionsterms

A�S

(T�t)

V

A

hat si
h ge-

zeigt, dass die Informationen von der Diagonalen S = A aus in

die A-Ri
htung na
h auÿen �ieÿen. Wählt man ein quadratis
hes

Gebiet (A

max

= S

max

), dann ergeben si
h die Randwerte bei A = 0

und A = A

max

aus der Lösung der partiellen Di�erentialglei
hung

(164). Die Aufgabe der Randbedingung übernimmt in diesem Fall

die Hauptdiagonale S = A. Von ihr �ieÿen alle Informatonen in die

positive und negative A-Ri
htung na
h aussen weg. An den Rändern

A = 0 und A = A

max

kann jedo
h ni
ht ohne weiteres die Upwind-

Diskretisierung-zweiter-Ordnung verwendet werden da Werte, die

ausserhalb des Gitters liegen, benötigt würden. Man kann statt des-

sen die Randwerte mit einem Extrapolationsverfahren der entspre-


henden Ordnung aus den inneren Werten extrapolieren.

8.1.3 Anwendung des Mehrgitterverfahrens

Die partielle Di�erentialglei
hung für die asiatis
hen Optionen löst

man auf einem zweidimensionalen Gitter. Da dieses Problem einen

114



Di�usionsterm nur in die S-Ri
htung besitzt, bieten si
h für die

Glättung und die Vergröberung die zwei Kombinationen an, die in

Abs
hnitt 7.1.1 angespro
hen wurden. Entweder verwendet man das

Punktweise-Gauÿ-Seidel-Verfahren zusammen mit der Semivergrö-

berung in S-Ri
htung oder man kombiniert das Linien-Gauÿ-Seidel-

Verfahren mit der Standardvergröberung.

Die zweite Alternative besitzt den Vorteil, das der Fehler in bei-

de Ri
htungen geglättet wird und dur
h die Standardvergröberung

weniger Werte auf den gröberen Gittern zu bestimmen sind. Auf

Grund der Wahl der Diskretisierungen muss bei der Anwendung des

Linienglätters für jeden Blo
k ein Glei
hungssystem mit Hilfe einer

Tridiagonalmatrix gelöst werden. Die exakte Lösung eines Tridia-

gonalsystems erfordert relativ wenig Re
henaufwand. Im Fall des

A-Linien-Gauÿ-Seidel-Verfahren verringert si
h auÿerdem die An-

zahl der Re
henoperationen. Zur Verdeutli
hung muss man dafür

die Gitterwerte betra
hten, die bei der Bere
hnung des Wertes an

der Stelle (S

i

; A

j

) Ein�uss nehmen. Dazu wird ein Sten
il verwendet,

in dem die Ein�uss nehmenden Gitterwerte mit einem X gekenn-

zei
hnet sind.

Da die partielle Di�erentialglei
hung für die kontinuierli
hen asiati-

s
hen Optionen in die A-Ri
htung nur einen Konvektionsterm be-

sitzt, erhält man für die Gitterpunkte oberhalb der Diagonalen S =

A Glei
hungen der Form (173) und für die Punkte unterhalb der

Diagonalen Glei
hungen der Form (174) und für die Diagonalgitter-

punkte Glei
hungen der Form (175).

2
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0

X X X

X

3

5

h

V

h

(S

i

; A

j

) = f

h

(S

i

; A

j

) (i<j) (173)
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h
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h

(S

i
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j

) = f

h

(S

i

; A

j

) (i>j) (174)
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h

V

h

(S

i

; A

j

) = f

h

(S

i

; A

j

) (i=j) (175)

Betra
htet man die Sten
ilformen (173),(174) und (175), dann er-

gibt si
h für jeden Blo
k von Gitterwerten, die simultan bestimmt
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werden sollen, ein Glei
hungssystem in Bidiagonalform. Auf Grund

dieser Struktur kann das Glei
hungssystem mit wenig Re
henauf-

wand direkt gelöst werden.

8.1.4 Ergebnisse

Im Folgenden werden asiatis
he Optionen vom europäis
hen Typ

bewertet. Dafür wird die partielle Di�erentialglei
hung

V

t

=

1

2

�

2

S

2

V

SS

+ rSV

S

�

A� S

(T � t)

V

A

� rV (176)

mit den in Kapittel 6 und Abs
hnitt 8.1.1 bespro
hen Diskretisie-

rungen diskretisiert. Für den Zeitterm wird das �-BDF2-S
hema

mit � = 0:75 gewählt und die beiden Konvektionsterme werden

mit dem Zweite-Ordnung-Upwind-S
hema diskretisiert und dabei

der van Leer Limiter verwendet.

Die Bewertungen wurden auf einem PC mit einem Pentium 3 Pro-

zessor mit 700 Mhz dur
hgeführt. Der Code des C-Programmes, der

dafür verwendet wurde, ist in Anhang A dargestellt.

Die Marktwerte Die �oating strike und �xed strike Optionen vom

europäis
hen Typ, deren Werte in Tabelle 29 bis Tabelle 36 ange-

geben werden, beziehen si
h auf Aktien mit dem aktuellen Kurs

S

0

= 100 ¿. Die Aktien besitzen die Volatilität � = 0:1 beziehungs-

weise � = 0:2. Alle betra
hteten Optionen haben ihren Ausübungs-

zeitpunkt in T = 1 Jahr und der risikolose Zinssatz beträgt r = 0:1.

Der Ausübungspreis der �xed strike Optionen liegt bei K = 100 ¿.

Der Lösungsberei
h und die S
hrittweiten Der Lösungsberei
h ist

dur
h S

max

= A

max

= 250 ¿ einges
hränkt. Damit liegen die Gren-

zen bei dem 2.5-fa
hen Wert des aktuellen Aktienkurses beziehungs-

weise des Ausübungspreises der Optionen und sind für die betra
hte-

ten Volatilitäten ausrei
hend groÿ gewählt. Die Raums
hrittweiten

wurden mit ÆS = ÆA = 1 festgelegt. Für die Zeits
hrittweite wurde

Æt = 0:01 gewählt, die Bewertung erfolgt also in 100 Zeits
hritten.

Die Verglei
hskriterien Es werden der Mehrgitteralgorithmus mit

dem punktweisen Gauÿ-Seidel-Verfahren als Glätter und der Se-

mivergröberung MG

PGS

(siehe Abs
hnitt 7.1), der Mehrgitteralgo-

rithmus mit dem Linien-Gauÿ-Seidel-Verfahren als Glätter und der
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Standerdvergröberung MG

LGS

(siehe Abs
hnitt 7.1) und der Single-

gridalgorithmusmit dem Gauÿ-Seidel-Verfahren als Löser SG

GS

mit-

einander vergli
hen. In dem Mehrgitteralgorithmus mit der punkt-

weisen Glättung wird der Vier-Ri
htungs-Glätter angewendet (sie-

he Abs
hnitt 7.1.1), wodur
h jeder Glättungss
hritt aus vier Gauÿ-

Seidel-Iterationen besteht. Da bei dem Singlegridalgorithmus das

Gauÿ-Seidel-Verfahren ni
ht als Glätter sondern als iterativers Lö-

sungsverfahren verwendet wird, besteht jede innere Iteration aus nur

einer Gauÿ-Seidel-Iteration.

Der Verglei
h der Verfahren bezieht si
h zum Einen auf die Anzahl

der inneren Iterationen (siehe Abs
hnitt 6.1.3), die diese Verfahren

im Dur
hs
hnitt benötigen, um das Residuum der entspre
henden

Startlösung um den Faktor 10

�4

zu reduzieren. Zum anderen wird

die Zeit, in der die Verfahren die Optionen bewerten, betra
htet.

Die CPU-Zeit wird in Sekunden (Sek) angegeben.

Die Referenzen Als Referenzwerte werden die Ergebnisse von Zvan,

Forsyth und Vetzal aus [39℄ (angedeutet mit Z/F/V) und die Ergeb-

nisse von Barraquand und Pudet aus [3℄ (B/P) angegeben. Z/F/V

wenden ein Verfahren an, dass dem hier angewandten bezügli
h der

Raumdiskretisierung ähnelt. Für die Zeitdiskretisierung verwenden

sie das Crank-Ni
olson-Verfahren und die iterative Lösung erfolgt

mit dem präkonditionierten Verfahren der konjugierten Gradienten

(PCG) mit der ILU Vorkonditionierung. B/P benutzen in [3℄ die

sogenannte �Forward Shooting Method�.

Beispiel 8.1 Europäis
he �oating strike Putoptionen:

MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

0.59 0.59 0.59 0.61 0.59

innere Iterationen 1 1 28.5

CPU-Zeit (Sek) 238 233 466

Tabelle 29: Die Werte einer europäis
hen �oating strike Putoption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:1

MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

2.44 2.44 2.44 2.49 2.42

innere Iterationen 1.56 1 65.8

CPU-Zeit (Sek) 321 251 872

Tabelle 30: Die Werte einer europäis
hen �oating strike Putoption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:2
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Beispiel 8.2 Europäis
he �oating strike Calloptionen:

MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P

V

0

5.42 5.42 5.42 5.38

innere Iterationen 2 1 55.1

CPU-Zeit (Sek) 389 221 763

Tabelle 31: Die Werte einer europäis
hen �oating strike Calloption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:1

MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P

V

0

7.28 7.28 7.28 7.26

innere Iterationen 2 1 85.3

CPU-Zeit (Sek) 391 233 547

Tabelle 32: Die Werte einer europäis
hen �oating strike Calloption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:2

Beispiel 8.3 Europäis
he �xed strike Putoptionen:

MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P

V

0

0.57 0.57 0.57 0.57

innere Iterationen 1.5 1 33.2

CPU-Zeit (Sek) 369 253 592

Tabelle 33: Die Werte einer europäis
hen �xed strike Putoption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:1

MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P

V

0

2.36 2.36 2.36 2.37

innere Iterationen 1.6 1 56

CPU-Zeit (Sek) 337 236 762

Tabelle 34: Die Werte einer europäis
hen �xed strike Putoption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:2

Beispiel 8.4 Europäis
he �xed strike Calloptionen:

MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

5.25 5.25 5.25 5.28 5.26

innere Iterationen 2 1 53.9

CPU-Zeit (Sek) 386 235 727

Tabelle 35: Die Werte einer europäis
hen �xed strike Calloption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:1
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MG

PGS

MG

LGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

7.04 7.04 7.04 7.08 7.04

innere Iterationen 2 1 84.1

CPU-Zeit (Sek) 396 228 1058

Tabelle 36: Die Werte einer europäis
hen �xed strike Calloption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:2

Die Ergebnisse für die Optionswerte in den Beispielen 8.1 bis 8.4

stimmen sehr gut mit den Referenzwerten aus [3℄ und [39℄ überein.

Bei dem Verglei
h der Anzahl der benötigten inneren Iterationen

und der gesamten Re
henzeit der Verfahren zeigt si
h, dass der Ein-

satz des Mehrgitteralgorithmus zu einer s
hnelleren Konvergenz und

damit zu einer kürzeren Re
henzeit führt als der Singlegridalgorith-

mus. Dabei ist der Linienglätter kombiniert mit der Standardver-

gröberung bei dem Mehrgitterverfahren zu bevorzugen.

Das Verhalten der Lösungs�ä
he für eine europäis
hen �oating stri-

ke Putoption im Laufe der Zeit wird in den Abbildungen 46 bis 50

dargestellt. Für den letzten Zeits
hritt t = 100 erhält man eine ein-

dimensionale Lösungskurve entlang der Diagonalen S = A, die mit

der Bla
k-S
holes-Glei
hung gelöst wird, da in diesem Zeitpunkt der

Konvektionsterm in die A-Ri
htung wegfällt.

Die Abbildungen zeigen das typis
he Verhalten des Preises von asia-

tis
hen Optionen. In ihrer Anfangsphase �nden die gröÿten Ände-

rungen des Optionspreises statt während zum Ende ihrer Lebens-

dauer ihr Preis relativ stabil bleibt, da si
h die Kurss
hwankungen

dann nur no
h minimal auf den Mittelwert auswirken. Einen be-

deutenden Ein�uss hat dabei die Sprungbedingung. Bei der Lösung

der Anfangs-Randwertaufgabe läuft der Zeitparameter von t = 0

bis t = T , wobei t = 0 den Verfallstermin der Option angibt und

t = T den Geburtstermin

6

. Für gröÿer werdende t-Werte wä
hst

der Konvektionsterm

A�S

(T�t)

V

A

und damit sein Ein�uss auf die Lö-

sung an. Besonders in dem letzten Viertel der Laufzeit, also in der

Anfangsphase der Option, verringert si
h dabei die CFL-Bedingung

und man muss auf die geeigneten Raum- und Zeits
hrittweiten a
h-

ten, um eine gute Approximation der Lösung zu erhalten.

6

Mit t wird der transformierte Zeitparameter bezei
hnet. Verglei
he dazu Kapitel 6
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Abbildung 46: Die Anfangsbedingung für eine europäis
hen �oating strike Put-

option
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Abbildung 47: Die Lösungs�ä
he für eine europäis
hen �oating strike Putoption

na
h 25 Zeits
hritten
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Abbildung 48: Die Lösungs�ä
he für eine europäis
hen �oating strike Putoption

na
h 50 Zeits
hritten
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Abbildung 49: Die Lösungs�ä
he für eine europäis
hen �oating strike Putoption

na
h 75 Zeits
hritten
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t = 0.99
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Abbildung 50: Die Lösungs�ä
he für eine europäis
hen �oating strike Putoption

na
h 99 Zeits
hritten

8.2 Asiatis
he Optionen vom amerikanis
hen Typ

Genauso wie bei den amerikanis
hen Standardoptionen aus der Bla
k-

S
holes-Glei
hung eine Unglei
hung wird, erhält man für die asia-

tis
hen Optionen vom amerikanis
hen Typ aus der partiellen Di�e-

rentialglei
hung (164) die partielle Di�erentialunglei
hung

L

A

V = V

t

�

1

2

�

2

S

2

V

SS

� rSV

S

+

A� S

(T � t)

V

A

+ rV � 0 : (177)

Au
h diese Unglei
hung kann als lineares Komplementaritätspro-

blem in der Form

V (P )�G(P ) � 0

L

A

V (P ) � 0 (178)

(V (P )�G(P ))(L

A

V (P )) = 0

P 2 


dargestellt und mit dem Projektions-Gauÿ-Seidel-Algorithmus (sie-

he Abs
hnitt 6.3.1) beziehungsweise mit dem PFAS (siehe Abs
hnitt

7.2.1) gelöst werden.

Während der Anwendung dieser Verfahren muss die punktweise Pro-

jektion der bere
hneten Werte dur
hgeführt werden. Dies führt zu
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Problemen, falls in demMehrgitteralgorithmus ein Linienglätter ver-

wendet wird. Das Verfahren divergiert in diesem Fall. Man sollte

einen Detektionsme
hanismus einsetzen um zuerst den freien Rand

zu bestimmen und na
hher eine Linienrelaxation bis zu diesem Rand

ausführen (siehe [8℄).

Für die numeris
he Lösung des linearen Komplementaritätspro-

blems (178) wird daher das Punktweise Gauÿ-Seidel-Verfahren mit

der Semivergröberung kombiniert.

8.2.1 Ergebnisse

Im Folgenden werden asiatis
he Optionen vom amerikanis
hen Typ

bewertet. Dafür wird das lineare Komplementaritätsproblem (178)

mit den in Abs
hnitt 8.1.4 verwendeten Diskretisierungen diskreti-

siert. Au
h die Marktwerte, der Lösungsberei
h, die S
hrittweiten

und die Referenzen entspre
hen denen aus Abs
hnitt 8.1.4. Die Op-

tionswerte sind in Tabelle 37 bis Tabelle 44 angegeben.

Es werden das PFAS-Verfahren (siehe Abs
hnitt 7.2) mit dem punkt-

weisen Projektions-Gauÿ-Seidel-Verfahren als Glätter und der Semi-

vergröberung MG

PGS

und der Singlegridalgorithmus mit dem Pro-

jektions-Gauÿ-Seidel-Verfahren (siehe Abs
hnitt 6.3.1) als Löser SG

GS

miteinander vergli
hen. Der Verglei
h bezieht si
h wieder auf die An-

zahl der inneren Iterationen und die Zeit, in der die Verfahren die

Optionen bewerten. Die CPU-Zeit wird in Sekunden (Sek) angege-

ben.

Beispiel 8.5 Amerikanis
he �oating strike Putoptionen:

MG

PGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

1.93 1.93 1.8 1.95

innere Iterationen 1 32.4

CPU-Zeit (Sek) 282 553

Tabelle 37: Die Werte einer amerikanis
hen �oating strike Putoption auf eine

Aktie mit der Volatilität � = 0:1

MG

PGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

4.98 4.98 4.81 4.93

innere Iterationen 1.4 75.5

CPU-Zeit (Sek) 324 1012

Tabelle 38: Die Werte einer amerikanis
hen �oating strike Putoption auf eine

Aktie mit der Volatilität � = 0:2
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Beispiel 8.6 Amerikanis
he �oating strike Calloptionen:

MG

PGS

SG

GS

B/P

V

0

5.77 5.77 5.67

innere Iterationen 1 18.6

CPU-Zeit (Sek) 281 351

Tabelle 39: Die Werte einer amerikanis
hen �oating strike Calloption auf eine

Aktie mit der Volatilität � = 0:1

MG

PGS

SG

GS

B/P

V

0

8.56 8.56 8.46

innere Iterationen 1.2 57

CPU-Zeit (Sek) 312 786

Tabelle 40: Die Werte einer amerikanis
hen �oating strike Calloption auf eine

Aktie mit der Volatilität � = 0:2

Beispiel 8.7 Amerikanis
he �xed strike Putoptionen:

MG

PGS

SG

GS

B/P

V

0

1.11 1.11 1.08

innere Iterationen 1 19.4

CPU-Zeit (Sek) 270 370

Tabelle 41: Die Werte einer amerikanis
hen �xed strike Putoption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:1

MG

PGS

SG

GS

B/P

V

0

3.20 3.20 3.18

innere Iterationen 1 51

CPU-Zeit (Sek) 255 732

Tabelle 42: Die Werte einer amerikanis
hen �xed strike Putoption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:2

Beispiel 8.8 Amerikanis
he �xed strike Calloptionen:

MG

PGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

5.39 5.39 5.40 5.39

innere Iterationen 2 49

CPU-Zeit (Sek) 440 703

Tabelle 43: Die Werte einer amerikanis
hen �xed strike Calloption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:1
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MG

PGS

SG

GS

B/P Z/V/F

V

0

7.55 7.55 7.52 7.55

innere Iterationen 2 94

CPU-Zeit (Sek) 467 1189

Tabelle 44: Die Werte einer amerikanis
hen �xed strike Calloption auf eine Aktie

mit der Volatilität � = 0:2

Die Ergebnisse für die amerikanis
hen Optionen in den Beispielen

8.5 bis 8.8 stimmen sehr gut mit den Referenzwerten aus [39℄ und [3℄

überein. Wie in Abs
hnitt 8.1.4 zeigt si
h bei dem Verglei
h der An-

zahl der benötigten inneren Iterationen und der gesamten Re
hen-

zeit, dass der Mehrgitteralgorithmus zu einer s
hnelleren Konver-

genz und damit zu einer kürzeren Re
henzeit führt als der Single-

gridalgorithmus.

In den Abbildungen 51 bis 55 wird das Verhalten der Lösungs�ä-


he für eine amerikanis
he �xed strike Calloption im Laufe der Zeit

dargestellt. Wie in der Abbildungsfolge 46 bis 50 ist deutli
h zu er-

kennen, dass der Optionspreis in seiner Anfangsphase

7

den gröÿten

S
hwankungen unterworfen ist und stabiler wird, um so näher der

Ausübungstermin rü
kt (verglei
he Abs
hnitt 8.1.4).
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Abbildung 51: Die Anfangsbedingung für eine amerikanis
he �xed strike Call-

option

7

Die Anfangsphase der Optionslebensdauer entspri
ht der Endphase der numeris
hen Lö-

sung (siehe Abs
hnitt 8.1.4)
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0
50

100
150

200
250

300
S 0

50
100

150
200

250
300

A

-20
0

20
40
60
80

100
120
140
160

V

Abbildung 52: Die Lösungs�ä
he für eine amerikanis
he �xed strike Calloption

na
h 25 Zeits
hritten
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Abbildung 53: Die Lösungs�ä
he für eine amerikanis
he �xed strike Calloption

na
h 50 Zeits
hritten
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Abbildung 54: Die Lösungs�ä
he für eine amerikanis
he �xed strike Calloption

na
h 75 Zeits
hritten
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Abbildung 55: Die Lösungs�ä
he für eine amerikanis
he �xed strike Calloption

na
h 99 Zeits
hritten
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9 S
hlussbetra
htung und Ausbli
k

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren bes
hrieben, mit dem asiati-

s
he Optionen bewertet werden können. Die Bewertung der asiati-

s
hen Optionen vom europäis
hen Typ erfolgt über die Lösung der

partiellen Di�erentialglei
hung

V

t

=

1

2

�

2

S

2

V

SS

+ rSV

S

�

A� S

(T � t)

V

A

� rV : (179)

Der Zeitterm dieser partiellen Di�erentialglei
hung wird mit dem

�-BDF2-S
hema diskretisiert. Mit dieser Wahl besitzt man eine �e-

xible Zeitdiskretisierung zweiter Ordnung, die dur
h den Parameter

� den impliziten und expliziten Anteil des Konvektionsterms gewi
h-

tet. Wenn es die CFL-Bedingung zulässt, kann mit dem expliziten

Verfahren eine s
hnelle Variante bestimmt werden. Die Wahl von

� = 0:75 führt zu einem Verfahren, das für beliebige S
hrittwei-

ten eine stabile Lösung liefert und dessen CFL-Bedingung für die

Monotonie gröÿere Werte annimmt als die des impliziten BDF2-

Verfahrens.

Für die beiden Konvektionsterme wird die Zweite-Ordnung-Upwind-

Diskretisierung mit dem van Leer Limiter verwendet. Damit werden

Oszillationen, die bei der Lösung kovektionsdominanter Di�erential-

glei
hungen entstehen können, vermieden. Dur
h die Anwendung des

Defektkorrektur-Verfahrens geht der ni
ht lineare Anteil der diskre-

tisierten Glei
hung, der dur
h den Limiter entsteht, mit dem alten

Iterationswert in die re
hte Seite ein, wodur
h ein linearer Operator

�invertiert� werden muss.

Die Bewertung der asiatis
hen Optionen vom amerikanis
hen Typ

erfolgt dur
h die Lösung der partiellen Di�erentialunglei
hung

L

A

V = V

t

�

1

2

�

2

S

2

V

SS

� rSV

S

+

A� S

(T � t)

V

A

+ rV � 0 : (180)

Diese partielle Di�erentialunglei
hung wird in Form des linearen

Komplementaritätsproblems

V (P )�G(P ) � 0

L

A

V (P ) � 0 (181)

(V (P )�G(P ))(L

A

V (P )) = 0

P 2 


mit dem Projektions-Gauÿ-Seidel-Algorithmus gelöst.

Die numeris
he Bewertung der europäis
hen und amerikanis
hen
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Standardoptionen erfordert viele Iterationss
hritte, wenn die Vola-

tilität der Aktie groÿe Werte annimmt. Mit einem Mehrgitteralgo-

rithmus wird die Anzahl der benötigten Iterationen reduziert und

damit die Lösungszeit deutli
h verringert. Bei der Mehrgitteranwen-

dung kann entweder das Punktweise-Gauÿ-Seidel-Verfahren mit der

Semivergröberung kombiniert werden oder es wird ein Linienglätter

mit der Standardvergröberung verwendet. Im Fall der amerikani-

s
hen Variante kann nur die erste Kombination erfolgrei
h ange-

wendet werden.

Als Resultat erhält man ein Verfahren, mit dem alle Varianten asiati-

s
her Optionen vom amerikanis
hen und europäis
hen Typ in kurzer

Re
henzeit auf einem PC mit geeigneter Genauigkeit bewert werden

können.

Für Optionshändler ist es von groÿem Interesse diese Derivate so

s
hnell und so genau wie mögli
h bewerten zu können. Das bespro-


hene Verfahren bietet diesbezügli
h no
h einige Erweiterungsmög-

li
hkeiten.

Eine weitere Bes
hleunigung der Re
henzeit kann dur
h die Ver-

wendung lokaler Verfeinerungen im Raum und in der Zeit erzielt

werden. Bei der lokalen Verfeinerung im Raum müssen die Berei
he,

in denen si
h die Option am Geld be�ndet, berü
ksi
htigt werden.

Für die lokale Verfeinerung in der Zeit kommt der Zeitraum unmit-

telbar na
h der �Geburt� der Option in Frage. Die CFL-Bedingung

der vorwärtsgeri
hteten partiellen Di�erentialglei
hung ist in dieser

Zeitspanne am kleinsten, da der Quotienten

1

T�t

und damit der Kon-

vektionsterm in die A-Ri
htung seine gröÿten Werte annimmt

8

. Je

weiter der betra
htete Zeitpunkt von dem Geburtstermin der Opti-

on entfernt liegt, desto kleiner wird der Quotient, wodur
h der Wert

der CFL-Bedingung ansteigt und gröÿere Zeits
hrittweiten zulässt.

Verwendet man bei dem Mehrgitteralgorithmus die Semivergröbe-

rung mit dem Vier-Ri
htungs-Glätter, dann werden in jedem Glät-

tungss
hritt vier Gauÿ-Seidel-Iterationen dur
hgeführt. Dieser Glät-

ter ist sehr robust aber au
h sehr zeitaufwendig und kann daher

dur
h s
hnellere Glätter ersetzt werden. Bei Aktien mit einer nied-

rigen Volatilität rei
ht es unter Umständen aus mit nur zwei oder

drei Gauÿ-Seidel-Iterationen in jedem Glättungss
hritt zu glätten.

8

Der Zeitparameter t läuft auf Grund der Transformation vom Verfallstermin der Option

t = 0 bis zu ihrem Geburtstermin t = T
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