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Kurzfassung

Bioinformatik spielt heutzutage sowohl in der Forschung als auch in der
Industrie eine immer gréfiere Rolle. Fin wichtiges Teilgebiet, das hohe An-
forderungen an die Soft- und Hardware stellt, ist die Molekulardynamik
und darin besonders die Kraftfeldrechnung. Fiir die dort auftretenden (bis
zu) dreidimensionalen Poissongleichungen mit periodischen Randbedingun-
gen sind in der vorliegenden Diplomarbeit geometrische Mehrgitterverfahren
entwickelt worden, die genauso eflizient wie die schon bekannten schnellen
Mehrgitterverfahren fiir die Poissongleichung mit anderen Randbedingun-
gen sind. Insbesondere weisen sie eine Komplexitdt (Rechenaufwand) von
O(N) auf und sind parallelisierbar. In der Arbeit sind aber auch besonders
die Unterschiede und Besonderheiten in der Auswahl geeigneter Kompo-
nenten gegeniiber anderen Randbedingungen eingehend untersucht worden.
Die entwickelten Algorithmen wurden in ein neues Verfahren von Takumi
Washio zur Kraftfeldrechnung eingebracht, welches dank der Effizienz der
neuen Mehrgitterverfahren eine Komplexitdt aufweist, die im Gegensatz zu
vielen anderen Verfahren im wesentlichen nur von der Anzahl der Teilchen
der Basiszelle abhingt. Da es auflerdem Werte mit sehr hoher Genauigkeit
liefern kann und fiir Systeme mit Millionen von Teilchen geeignet ist, stellt
es vor allem fiir die Zukunft eine sehr gute Alternative zu den heutzutage
eingesetzten FFT- bzw. Multipole-Verfahren dar.

Schlagworte: Molekulardynamik, Kraftfeldrechnung, Poissongleichung, pe-
riodische Randbedingungen, geometrisches Mehrgitter

Abstract

Bioinformatics is playing a significant role in both research and industry.
An important part in this area is molecular dynamics which requires po-
werful soft- and hardware, especially for force field calculations. To solve
the occurring three-dimensional Poisson equations with periodic boundary
conditions, new geometric multigrid approaches are developed in this di-
ploma thesis. They are as efficient as already known multigrid approaches
for the Poisson equation with other boundary conditions. For instance, they
reach a complexity (computational work) of O(N) and can be parallelized.
Particularly special features and differences to other boundary conditions,
regarding the choice of multigrid components, are investigated in this thesis.
The developed algorithms are built in a new approach proposed by Takumi
Washio for computing force fields. Because of the usage of efficient multigrid
approaches its complexity is esentially proportional only to the number of
particles in the basic cell in contrast to most of the other known approaches.
It yields results with high accuracy and can be applied to systems with mil-
lions of particles. Therefore it is a promising alternative to nowadays used
FEFT- and Multipole approaches especially for the next generation of force
field calculation software.

Key words: molecular dynamics, force field calculation, Poisson equation,
periodic boundary conditions, geometric multigrid






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Problemstellung und Voriiberlegungen

1.1 Problemstellung. . . . . . . . ... ...
1.1.1  Theoretische Betrachtung . . . . . ... . ... ... .. ...
1.1.2  Zur numerischen Lésung . . . . . . . .. . ... ... .. ...

1.2  Eindimensionales Modellproblem . . . . . . ... ... ... .....
1.2.1  Exakte Losbarkeit . . . . . . ... 0oL oo
1.2.2  Diskretisierungsmoglichkeiten . . . . . . . .. ...
1.2.3  Zur ersten Diskretisierungsmoglichkeit . . . . . . . ... ..
1.2.4  Zur zweiten Diskretisierungsmoglichkeit . . . . . . . . .. ..
1.2.5  Zur dritten Diskretisierungsmoglichkeit . . . . ... .. ...
1.2.6  Numerische Ergebnisse . . . . . .. ... . .. ..

Zweidimensionales Modellproblem

2.1 Verschiedene Mehrgitter-Verfahren . . . . . . . .. ... ... ...
2.1.1 Diskretisierung . . . . . .. ...
2.1.2 Mehrgitter-Komponenten . . . . . ... .. ... ... ... .
2.1.3  Loésbarkeit der Gleichungssysteme . . . . . .. ... .. ...
2.1.4 Anpassung . . ... ...

2.2 Numerische Ergebnisse . . . . . . . .. .. ... .
2.2.1 Konvergenzordnung und -raten . . . . . .. .. ... ... ..
2.2.2  Test der FMG-Verfahren. . . . . . ... ... ... ..
2.2.3 Anpassung . . ...
224 Fazit . . . ..o

Dreidimensionales Modellproblem

3.1 Diskretisierung und Mehrgitter-Verfahren . . . . . .. ... ...
3.1.1 Diskretisierung . . . . . ... L oL
3.1.2  Mehrgitter-Verfahren . . . . . . .. ..o

3.2 Numerische Ergebnisse . . . . . .. . ... oL oo
3.2.1 Konvergenzordnung und -raten . . . .. .. ..o
3.2.2 Test der FMG-Verfahren. . . . . . ... ... ... ...
3.23 Anpassung . . ...
324 Fazit . . . ..o

Berechnung elektrostatischer Grofien

4.1 Einleitung . . . . . . ..

4.2 Die Ewald-Summation (ES) . . .. .. .. ... ... ... . ...
421 EwaldslIdee . . . . . . ...
4.2.2 Eine physikalische Interpretation . . . . . ... ... .. ...
4.2.3 Numerische Berechnung . . . . .. ... ... ... ... ..

4.3 Standard-ES-Methoden . . . . . . . . .. . ... ... ... ... ..

12
13
13
13
15
19
20
21

27
27
27
28
33
35
36
38
42
44
45

49
49
49
51
53
53
55
56
57



INHALTSVERZEICHNIS

4.3.1 Verbesserte ES . . . . ...
4.3.2 Truncation . . . . .. .. ...
4.3.3  Vernachlassigung des reziproken Raumes. . . . . . . . .. ..
4.3.4 Tabulationsmethoden . . . . . .. ... ... .. ... .. ..
4.3.5 Polynom-Approximations-Methoden . . . . . . . ... .. ..
4.3.6 Ein O(\%)-Algorithmus . . . . ... ... ... ... .. ...
4.3.7 Zusammenfassung . . . ... 0oL
4.4  Auf FFT basierende ES-Methoden . . . . . . ... ... ... .. ..
4.4.1 Particle-Particle Particle-Mesh (P3M) . . . .. .. ... ...
4.4.2 Particle-Mesh Ewald (PME) . .. .. ... ... .......
4.4.3 Fast Fourier Poisson (FFP) . . .. .. ... ... ... ....
4.4.4 Zusammenfassung . . .. .. ... oL
4.5 Auf Multipole basierende Methoden . . . . . . . ... ... ... ..
45.1 Fast-Multipole-Algorithmus (FMA) . .. ... .. ... ...
452 Reduced-Cell-Multipole-Methode (RCMM) . . .. ... ...
4.5.3 Particle®>-Mesh/Multipole-Expansion (P*M/MPE) . . . . . .
454  Macroscopic-Multipole-Methode (MMM) . . . .. ... ...
4.5.5  Zusammenfassung . . . ... ..o
4.6 Weitere Verfahren . . . . . . . . . ... 0oL

4.7 Zusammenfassung . . . ... L.

Ein neues Verfahren
5.1 Einleitung . . . . . ..o
5.2 Aufspaltung der Greenschen Funktion . . . . .. ... ... ... ..
5.2.1 Definition von p und Aufspaltung von G . . . . .. .. . ...
5.2.2 Berechnung von U . . . . .. .. ... L.
5.2.3 Berechnung von V. . . . . .. ..o oo
5.2.4 Berechnung von Fund F; . . . .. ... ... ... ...
5.3 Diskrete Losung . . . . .. Lo
5.3.1 Ein Algorithmus zur Berechnung von F'und F; . . .. . . ..
5.3.2 Rechenaufwand . . . . ... ... oL
5.3.3  Fehlerabschitzungen . . . . . ... ... ..o
5.4 Numerische Ergebnisse . . . . . . . . ... oo
5.4.1 Das Verhalten des verwendeten Mehrgitter-Verfahrens . . . .
5.4.2 Das Fehlerverhalten von Fp und £, . . . . .. . ... . ...
5.4.3 Der Einflul der Ladungsverteilung auf die Genauigkeit . . . .
5.4.4 Beispielsysteme . . . . ... Lo
5.4.5 Zusammenfassung . . . ... ..o
5.5 Fazit und Ausblick . . . .. ... oo
5.6 Tabellen und Abbildungen . . . . . . . .. ... oo

Erginzungen
A.1 Beweis der Behauptung (1.32) . . . . . ... ... ...
A.2 Beweis der Gleichungen (5.4) . . . . ... .. ... ... . ...

Literaturverzeichnis



Einleitung

Die Simulation von Systemen biologisch wichtiger Molekiile wie Enzyme,
Proteine, DNA-Strange und Membranen besonders in der Gegenwart eines
Losungsmittels stellt nach wie vor eine grofle Herausforderung an die Mole-
kulardynamik dar. Die entsprechenden Systeme bestehen aus etwa tausend
bis hin zu vielen Millionen Teilchen. Heutzutage sind zum Beispiel in der
Kraftfeldrechnung aber maximal wenige Millionen Partikel simulierbar.

In den Modellen zur Beschreibung des Verhaltens der Systeme treten
eine Reihe von partiellen Differentialgleichungen auf. Beispielsweise stoft
man auf Poisson- oder Poisson-dhnliche Gleichungen, wenn Gréflen wie die
elektrostatische Energie und das Kraftfeld betrachtet werden. Oft wird die
Annahme gemacht, dafl ein periodisches System von Teilchen vorliegt, wes-
halb man an effizienten Lésungsverfahren fiir die dreidimensionale Poisson-
gleichung mit periodischen Randbedingungen interessiert ist.

In den heutzutage eingesetzten Softwarepaketen fiir die Kraftfeldrech-
nung finden sich meist Algorithmen, die hinsichtlich der Anzahl A der Teil-
chen etwa bei FFT-basierten Verfahren eine Komplexitdt O(Alog(A)) und
bei hierarchischen Multipole-Verfahren eine Komplexitit zwischen O()) und
O(Alog (X)) erreichen. Hinsichtlich der Anzahl N der Gitterpunkte erreichen
FFT-Verfahren fiir die Poissongleichung mit periodischen Randbedingungen
ebenfalls die Komplexitdt O(N log (N)). Diese Verfahren weisen aber noch
Miéngel in Bezug auf die Genauigkeit, die Parallelisierbarkeit (FFT) und den
Rechenaufwand auf.

Da bekanntermaflen fiir die Poissongleichung beispielsweise mit Dirichlet-
oder Neumannschen Randbedingungen sehr effiziente, gut parallelisierbare
Mehrgitter-Verfahren der Komplexitat O(N) existieren, macht es Sinn, auch
hier die Einsetzbarkeit dieser Methoden zu untersuchen.

Der erste Teil der vorliegenden Diplomarbeit - Kapitel 1 bis 3 - beschéftigt
sich mit der systematischen Entwicklung entsprechender Algorithmen fiir pe-
riodische Randbedingungen. Dazu werden eingehende Untersuchungen der
ein-, zwei- und dreidimensionalen Aufgabe vorgenommen.

Im ersten Kapitel finden sich zuerst die Problemstellung und Angaben
iiber Existenz und Eindeutigkeit von Lo&sungen, insbesondere die ,analyti-
schen Kompatibilititsbedingungen®. Dann wird anhand des entsprechenden
eindimensionalen Modellproblems untersucht, wie insbesondere die Randbe-
dingungen geeignet diskretisiert werden kénnen. Drei verschiedene Moglich-
keiten und ihre jeweiligen Figenschaften werden diskutiert und miteinan-
der verglichen. Die durch die Diskretisierung des Gesamtproblems entste-
henden Gleichungssysteme sind erwartungsgemdfl singuldr und liefern fiir
ihre Losbarkeit diskrete Kompatibilititsbedingungen, die eine Anpassung
der rechten Seiten erforderlich machen. Die Auswirkungen auf die numeri-
sche Losung der Systeme werden mit einem direkten und einem iterativen
Losungsverfahren untersucht.



Schon im ersten Kapitel stellt sich heraus, dal man das gegebene peri-
odische Problem am giinstigsten auf einem Torus betrachtet. Auch bei der
Entwicklung von Mehrgitter-Verfahren fiir den zwei- und dreidimensionalen
Fall in den nichsten Kapiteln wird diese Struktur konsequent ausgenutzt.

Verdnderungen der rechten Seiten, die Wahl der Mehrgitter-Komponen-
ten und eine Anpassung von berechneten Vektoren werden in Kapitel 2 ein-
gehend fiir das zweidimensionale Modellproblem untersucht, besonders im
Zusammenhang mit der Losbarkeit der Gleichungssysteme auf allen betrach-
teten Gittern. Hinzu kommen numerische Tests der entwickelten Program-
me, sowohl fiir die CS- als auch die FMG-Versionen. Thre Effizienz im Ver-
gleich untereinander und zu anderen Verfahren wird diskutiert. Das dritte
Kapitel stellt dann das Analogon zum zweiten Kapitel fiir das dreidimensio-
nale Modellproblem dar. Die Ergebnisse zeigen deutlich, dafl die entwickelten
Algorithmen bei geeigneter Komponentenwahl hinsichtlich der Konvergenz-
raten und des Rechenaufwandes den schnellen Mehrgitter-Verfahren fiir die
Poissongleichung mit Dirichlet-Randbedingungen entsprechen.

Im zweiten Teil der Diplomarbeit, d.h. in den Kapiteln 4 und 5, wird ei-
ne Anwendung der entwickelten effizienten Algorithmen im Rahmen einer
neuen Methode zur Berechnung der elektrostatischen Energie und des Kraft-
feldes periodischer Teilchensysteme vorgestellt.

In Kapitel 4 werden zuerst die zu betrachtenden Systeme und elektrosta-
tischen Gréflen definiert und das wichtige Konzept der Ewald-Summation
erklart. Um ein neues Verfahren in den Kontext der bereits zur Simulation
solcher Systeme existierenden einordnen zu kénnen, erfolgt ebenfalls noch
in Kapitel 4 eine Vorstellung der wichtigsten klassischen und neueren Ver-
fahren, insbesondere der FFT- und hierarchischen Multipole-Ansétze.

Die Herleitung der neuen Methode, die von Takumi Washio entwickelt
wurde, findet sich zu Beginn des fiinften Kapitels. Dargestellt wird da-
bei besonders eine Aufteilung der zu berechnenden Summe, die von der
Idee her Ahnlichkeiten mit der Ewald-Summation aufweist. Die Diskretisie-
rung des Verfahrens, die Parameterwahl und der Ablauf des Algorithmus
werden beschrieben, und anschliefend gezeigt, dafi es sich um ein O(A)-
Verfahren handelt. In Untersuchungen zur Genauigkeit der berechneten Wer-
tein Abhingigkeit der Parameter zeigt sich nochmals die Effizienz des einge-
setzten Mehrgitter-Verfahrens. Schliefilich wird in einem Ausblick kurz auf
weitere notige und mogliche Arbeiten zur Verbesserung des Verfahrens und
zu seiner Ausdehnung auf realistischere Systeme eingegangen.

Herzlich bedanken mdochte ich mich bei Prof. Dr. Ulrich Trottenberg, der
diese Arbeit am Institut SCAI der GMD - Forschungszentrum Informations-
technik GmbH erméglichte. Mein Dank gilt ebenfalls Horst Schwichtenberg
und Priv. Doz. Dr. Kees Oosterlee fiir die ausgezeichnete Betreuung und
auch vielen anderen Mitarbeitern von SCAI fiir die interessanten Diskussio-
nen und Anregungen.

Bemerkung: Aus Platzgriinden sind die erstellten FORTRAN-Program-
me nicht in dieser Arbeit abgedruckt (siche aber Abschnitt 5.5, Bemerkung).
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Kapitel 1

Problemstellung und
Voriiberlegungen

1.1 Problemstellung

1.1.1 Theoretische Betrachtung

Betrachtet wird im Gebiet Q = R? die dreidimensionale Poissongleichung
(1.1) —Upp — Uyy — Uzy = [ in Q.

Hier wird zu vorgegebener Funktion f méglichst eine Losung u € C#(R? R)
gesucht, wobei fiir n € Ny und ¢t € Ry definiert wird:

CHR*R)={u e C"(R*R)|Va,y,2 €R : u(-y,2), u(z,-, 2)
und wu(z,y,-) t-periodisch } .

Dabei soll eine Funktion t-periodisch heiflen, wenn sie eine Periode der
Linge t besitzt. Funktionen aus C7(R3 R) werden im folgenden ebenfalls
t-periodisch genannt. Notwendige Bedingungen fiir die Existenz von Lésun-
gen gibt der folgende Satz an:

Satz 1 (dreidimensionale Kompatibilitatsbedingungen) . Falls es Ld-
sungen u € C}(R3 R) des Problems (1.1) gibt, so miissen folgende Bedin-
gungen erfillt sein:

(1.2) fe CPRR),

(1.3) (r)d\*(r)=0.

(0,2

Beweis': Wegen u € C? (R R) gilt insbesondere wy;, u,,, u.. € CP (R R).
Daraus erhélt man (1.2) als eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von

'Die Beweisidee fiir (1.3) findet sich in [5]. Sie ist im Beweis eines speziellen Theorems
von Green fiir periodische Funktionen enthalten. A bezeichnet das tibliche Langenmaf fiir
R. Im folgenden wird statt d)\d(r) oft einfach dr geschrieben.

9



10 KAPITEL 1. PROBLEMSTELLUNG UND VORUBERLEGUNGEN

Losungen der gestellten Aufgabe. Sei nun v € CZ(R? R) und K = [0,]°.
Definiere dann folgende Funktion:
g: K xR*> 3R
(r,7) —o(r+r7).

Dann gilt also
VreK :g(r,-) e C{HR*R).

Da auBlerdem K kompakt ist, kann man den Satz iiber die differenzierbare
Abhingigkeit eines Integrals von einem Parameter (vergleiche [16]) zweimal
auf die Funktion

I:R*°5 R
P [ og(r, 7)) dN*(r) = / v(r +7) dA3(r)
K K
anwenden und erhilt so
VieR?: (Lpy + Lyy + 12)(7) = / (Vg + Uyy + V22 ) (r +T) d/\?’(r) .
K

Weil aber offensichtlich I konstant ist, ergibt sich

Ixx‘|‘lyy‘|‘lzz =0

und somit
VieR?: / (Vg + Uyy + V22 ) (r + 7) d/\?’(r) =0.
K

Insbesondere fiir 7 = (0,0, 0) gilt dann

/ (Uxx ‘|’ Uyy —I_ UZZ)(r) dAS(T‘) = 0 °
K
Wi&hlt man nun v = —u, so erhilt man die Bedingung (1.3). O

Offensichtlich sind mit einem w auch alle u+ const. Losungen des Problems.
Der folgende Satz 2 (vergleiche [6]) gibt nun an, daf} dies dann alle Lésun-
gen sein miissen, d.h. die Losung - falls sie existiert - bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt ist. AuBlerdem liefert er notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz zumindest ,schwacher® Ldsungen (fiir ihre
Definition vergleiche z.B. [6, 3]):

Satz 2 . Sei (M, g) eine orientierbare kompakte Riemannsche C*-Man-
nigfaltigkeit der Dimension d mit Riemannscher C°°-Metrik g, die in einer
lokalen Karte die Funktionen g;; = ¢;;(§) als Koeffizienten besitzt. Weiterhin
ist dann in dieser lokalen Karte

= (9i5)7",

(") :
Vg = det (g5;) .



1.1. PROBLEMSTELLUNG 11

Dann bezeichne H*'(M) den Sobolevraum mit p = 2 und m = 1 und
C™t (M) den Hélderraum (0 < o < 1) (siehe zur Definition von Sobolev-
rdumen und Hélderrdumen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten [6]). Ge-
nau dann existiert eine schwache Lésungu € H*Y(M) des Laplace-Beltrami-
Operators (vergleiche [40])

‘_Z o6 (fz kaafk) -

mit f € L*(M), wenn [ f(x)dV = 0 gilt. Die Losung u ist dabei bis auf
eine Konstante eindeutig bestimmt. Falls zusdtzlich f € C"T*(M) mit n €
No U {oo} ist, so ist u € C" T2+ (M) .

Bemerkung: In einer anderen Karte miissen die g;; die Transformationsfor-
mel (vergleiche [40])

85’“ 851
1.4 gz !]kl
(14) ) =255,

fiir den Kartenwechsel (& — (§)) erfiillen. Hat man einen Atlas fiir M
und C*°-Funktionen g;; fiir die Karten gegeben, so daf die Bedingung (1.4)
erfiillt ist, so definieren die entsprechenden g¢;;(£) dann eine Riemannsche
Metrik auf M, wenn die Matrizen (g;;(£)); ; symmetrisch positiv definit sind.

Der Satz ist auf Problem (1.1) anwendbar. Die 1-periodischen Funktionen
kénnen (kanonisch) als Funktionen auf dem Torus 77 := R?/Z? identifiziert
werden, weil sie genau diejenigen Funktionen sind, die durch die Operation
von Z? auf R? invariant gelassen werden. Als Quotient aus einer Liegruppe
(R3) und einer abgeschlossenen Untergruppe (Z?>) dieser Liegruppe besitzt
T2 die Struktur einer C°°-Mannigfaltigkeit (der Dimension d=3) (siehe [61]).
Die Topologie auf T2 ist die Identifizierungstopologie [52], d.h. die feinste
Topologie von T3, so daf die surjektive Abbildung II : R® — T3, & — £ + 73
stetig ist.? Lokale Karten um [2¢] € T werden in natiirlicher Weise gegeben

durch
(1.5) Do)t U=1(0,1)° = T°, & [ag+¢].

Da [0,1]? kompakt, die Abbildung 7 := Il|j ;)2 stetig und 7 ([0, 1]°) = 7 ist,
ist auch T kompakt. Definiert man in einer lokalen Karte die Koeffizienten
der Riemannschen Metrik durch g;; = §;; (mit dem Kronecker-Symbol §;;),
so sieht man leicht (da Kartenwechsel die Gestalt (b[_y;] Blog] = E Hr 2(§) =
zo—yo+E fiir Karten der Form (1.5) haben), da§ die g;; durch Kartenwechsel
ineinander iibergehen. Damit hat man also aufgrund obiger Bemerkung eine
Riemannsche Metrik definiert. Offenbar ist \/¢ = 1, und aus der Gleichung
(9);; = (g”)l_] erhilt man ¢% = §&;. Die Betrachtung der obigen Kar-

tenwechsel ergibt auflerdem, daff 7 orientierbar ist. Insgesamt sieht man

2DaB II die identifizierende Abbildung der Topologie ist, ist Aquivalent dazu, daB eine
Menge U C T® genau dann offen ist, wenn ihr Urbild beziiglich II offen ist.



12 KAPITEL 1. PROBLEMSTELLUNG UND VORUBERLEGUNGEN

nun, daf§ der Satz 2 also im hier vorliegenden Fall anwendbar ist und die
Losungen u des Laplace-Beltrami-Operators im Satz gerade den Losungen
der dreidimensionalen Poissongleichung mit periodischen Randbedingungen
(siehe (1.1)f.) entsprechen.

Bemerkung: Durch die obigen Karten sieht man, dafl 7% lokal isometrisch iso-
morph zu offenen Teilmengen des R? (mit dem euklidischen Skalarprodukt)
ist, und deswegen flach. T2 ist jedoch keine eingebettete Mannigfaltigkeit
des R?, sondern wegen T2 = St x St x S1im R eingebettet.

1.1.2 Zur numerischen Lésung

Offenbar geniigt es, eine Losung u z.B. auf Q zu kennen, wobei © ein Gebiet
=< 2

mit [0,¢]> C Q C R? sei. Da fiir u € C?(R> R) bereits alle g_:jv 8?/81‘7:0 mit

v,w € {z,y, 2} t-periodisch sind, mufl u|g bei der Wahl von ¢ = 1 insbeson-

dere eine Losung der folgenden Aufgabe sein:

(1.6) —Upy — Uyy — Uy = [ in Q
mit periodischen Randbedingungen in 9]0, 1]>:

u(0,y,2) = u(l,y, 2),
(1.7) u(z,0,2) =u(z, 1, 2),

uw(z,y,0) =u(z,y,1)

uw(ov Y, Z) — ul’(lv Y, Z) )
(1.8) wy(2,0,2) = uy(z, 1, 2),
uz($7y70) — uz($7y7 1) .

Um dieses Problem numerisch mit Hilfe eines Mehrgitter-Verfahrens zu
16sen, muf es diskretisiert werden. Dazu werden die den Gréfien u und f ent-
sprechenden diskreten Funktionen wuy, und f, (siehe auch Abschnitte 1.2.3,
2.1.3 und 3.1.1) auf einem unendlichen Gitter

Gr=A{Gh, kh,lh) | j, k.| € Z}

der Maschenweite h betrachtet. Dabei ist h = % mit N = 27, p € N. Die
iibliche 7-Punkte-Diskretisierung zweiter Ordnung® von (1.6) lautet dann in
Sternschreibweise:

-1
1
(1.9) ﬁ -1]-1 6 -1]|-1 up = fr, in Qp =GN,
-1
h

Die Diskretisierung von (1.7) liegt auf der Hand, aber fiir die Bedingung
(1.8) bieten sich erst einmal mehrere Moglichkeiten an.

*falls u € C*(Q), also insbesondere f € C*(Q) ist.
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Da (1.9) einen lokalen Diskretisierungsfehler zweiter Ordnung aufweist,
lautet ein Ziel, dies auch fiir (1.8) zu erreichen, um insgesamt ein Verfahren
zweiter Ordnung zu erhalten. Andererseits soll dabei aber der Arbeitsauf-
wand moglichst klein gehalten und der Periodizitdt der gesuchten Lésung
Rechnung getragen werden.

Im folgenden werden nun drei naheliegende Diskretisierungsméglichkei-
ten (im eindimensionalen Fall) untersucht und miteinander verglichen.

1.2 Eindimensionales Modellproblem

1.2.1 Exakte Losbarkeit

Dazu geniigt es, das zum obigen Problem (1.6) - (1.8) korrespondierende
eindimensionale Modellproblem zu betrachten, ndmlich die eindimensionale
Poissongleichung mit periodischen ,,Rand“bedingungen in Q, wobei Q ein
offenes Intervall mit ]0, 1[C Q2 C R sei:

(1.10) —u"(z) = f(z) inQ,
(1.11) u(0) = u(l),
(1.12) u'(0) = u/(1) .

Losungen von (1.10)-(1.12) mit © =]0, 1[ und f € C'([0, 1]) existieren genau
dann, wenn die (eindimensionale) Kompatibilitdtsbedingung

(1.13) /01 f(s)ds=0

erfiillt ist. Sie haben dann die folgende Form:

u(x):—/Ox/otf(s)dsdt—l—x/ol/otf(s)dsdt—l—cmitCER.

Um u zu einer Funktion aus C} (R, R) fortsetzen zu kénnen, ist die (zusétz-
liche) Bedingung f(0) = f(1) notwendig und hinreichend, d.h. genauer: Die
Fortsetzung von f muf in C7(R,R) liegen. Die eindimensionalen Analoga
zu (1.2) und (1.3) sind also notwendig und sogar hinreichend, um Ldsungen
u von —u” = f aus C}(R,R) zu erhalten.

1.2.2 Diskretisierungsmoglichkeiten

Die zu (1.9) analoge Diskretisierung zweiter Ordnung von (1.10) lautet:
(1.14) -1 2 —1hun=fr in Q.

Alle Bezeichnungen seien dabei analog dem dreidimensionalen Fall. Aufler-
dem sei im folgenden immer z; = jh = %.
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Wie man durch Taylorreihenentwicklung sehen kann, gilt fiir eine Funktion
v € C*(I), wobei I C R ein (offenes) Intervall mit @, 2 +¢ € I und ¢ # 0 sei:

(1.15) V() = 2ole 1) o(@)] +0()
(1.16) V(2) = 1To(z) — vl ~ 0]+ 0(1)
(1.17) o (a) = %[U(Ht) e —1)]+0(2).

Benutzt man also fiir «/(0) und «'(1) (1.15), so erhilt man fiir (1.12) folgende
Bedingung mit einem lokalen Diskretisierungsfehler erster Ordnung:

1 1

Lun(h) — un (O] = Lo (14 1) — s (1)
& —up(h) +up(l+h) =0 wegen (1.11).

u'(0) und u'(1) werden also in ,,dieselbe Richtung“ diskretisiert. Hierbei muf
Q;, auch den Punkt 2N+1 = 1+ h enthalten. Man kann statt der Bedingung
(1.12) auch gleich fiir die zu berechnende Niherungslésung uy, die geforderte
Periodizitdt von u beriicksichtigen (d.h. auf einem eindimensionalen Torus
rechnen) und erhilt auf diese Weise ebenfalls die Bedingung

(1.18) —un(h) +up(1+h) =0.

Diese Vorgehensweise dndert dann an der Konsistenzordnung des gesamten
Verfahrens nichts: Es bleibt zweiter Ordnung.

Wenn man aber fiir «'(0) (1.15) und fiir «’(1) (1.16) benutzt, so erhélt man

fiir (1.12) folgende Bedingung mit einem lokalen Diskretisierungsfehler erster
Ordnung;:

! h 0)) = ! 1 1-h

o) L (un(h) = wn(0)) = 3 (1) — wi (1~ 1))
= —uh(h) — uh(l — h) + 2uh(1) =0

Hier wird an beiden Seiten ins Innere des Intervalls diskretisiert.

Benutzt man schlielich fiir »/(0) und «/(1) (1.17), so erhélt man fiir (1.12)
folgende Bedingung mit einem lokalen Diskretisierungsfehler zweiter Ord-
nung:

1 1

(0 (R) = un () = o (un (L4 B) — g (1= )
= —uh(—h) + uh(h) + uh(l — h) — uh(l + h) =0.

(1.20)

Hier mufl _1,2ny41 € Q) gelten. In diesem Fall wird also zentral iiber den
jeweiligen Randpunkt diskretisiert. Diese Bedingung kann man {ibrigens wie
schon (1.18) aus der verlangten Periodizitdt von u erhalten.

Man kann also erwarten, daf sich Version (1.18) als die giinstigste und Ver-
sion (1.19) als die ungiinstigste erweist. Zur genauen Kldrung miissen nun
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alle drei Méglichkeiten weiter untersucht werden.

In den weiteren Abschnitten wird die Ldsungsfunktion wu, des jeweiligen
diskreten Problems mit dem Vektor (uh(acj))jTeJ mit J = {k |zy € Qp} iden-
tifiziert.

1.2.3 Zur ersten Diskretisierungsmaéglichkeit

Hier liefert die Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem, das aus (1.18),
(1.11) und (1.14) fiir die Stellen up (1), ..., up(zn) besteht:

M1 -1 1 T un(zo) 0
-1/ 2 -1 up (1) h? f(z1)
-1 2 -1 up(22) h? f(x3)
-1 2 -1 ﬁh(xN_l) }fo(xN_l)
~1 2 |-1 up(zN) h? f(an)
i -1 1 ] [ un(zngr) | | 0 |
Ap, Up, rh

Die Matrix Ay ist singuldr, da die Addition der ersten N + 1 Zeilen das
Negative der letzten Zeile ergibt. Daraus ergibt sich eine diskrete Kompati-
bilitdtsbedingung, die fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems erfiillt sein
muf:

N
(1.21) Ry fz)=0.
7=1
Falls f € C2([0,1]) ist, gilt wegen f(zo) = f(zn) und der Trapezformel:

1 N
| e as=n3 s+ o).

Da f aber die Kompatibilititsbedingung (1.13) erfiillt, erhdlt man
N
WY flag) = O(h?).
7=1

Also fiihrt (1.13) zu einer Ndherung dritter Ordnung fiir (1.21), weswegen im
Gegensatz zur kontinuierlichen Kompatibilitdtsbedingung (1.13) eine vorge-
gebene Funktion f die diskrete Kompatibilititsbedingung im allgemeinen
nicht exakt erfiillt. Daher kénnte es bei der Losung des Gleichungssystems
(in dieser oder einer dquivalenten Form) zu Problemen kommen. Fiir diesen
Fall werden die Funktionswerte f(z;) durch Werte f;,(z;) ersetzt, und zwar
in folgender Weise:

(1.22) ful@j) = flzj) = f,
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wobei f den Durchschnitt der Werte f(;) bezeichne:

N

1 X
f:ﬁZf(wi):hZf(%)-

=1

Damit erfiillt die neue Funktion f, also die diskrete Kompatibilitdtsbe-
dingung (1.21) und stellt eine Ndherung zweiter Ordnung fiir flg, (2 =
{z1,...,zNn}) dar:

N 1
Fa) = il = WY £l = [ ) ds+02) = 00

Zur Auswirkung auf die numerische L&sung des Gleichungssystems verglei-
che man fiir den eindimensionalen Fall Abschnitt 1.2.6 und fiir den zwei-
bzw. dreidimensionalen Fall die Kapitel 2 bzw. 3.

Zur Vereinfachung des Gleichungssystems werden nun die Randpunkte wu, (z¢)
und wup(zn41) eliminiert:

Apup =1
M1 -1 1 [ un(zo) 1 [0 1
2 -1 -1 up (1) R%f(ay)
-1 2 -1 up(z2) h? f(x3)
& - = :
-1 2 -1 up(en-1) h2f(zn_1)
-1 -1 2 up(zN) R f(zn)
i -1 1] [ up(ensgr) | | 0 |
Das innere Gleichungssystem
Uh(961) h2f(901)
un (2) B2 f ()
(1.23) An | = | :
up(TN-1) R f(zn_1)
up(zN) h? f(xn)
mit
2 -1 1
-1 2 -1
Ay =
12 -1
-1 -1 2

ist also unabh&ngig von den Randpunkten.

Um ein auf diese Diskretisierung des Problems angewandtes Mehrgitter-
Verfahren theoretisch mit Hilfe der (rigorosen) Fourier-Analyse (vergleiche
etwa [58]) untersuchen zu konnen und zusitzlich Kern(Ay) zu bestimmen,
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ist es notig, die Eigenfunktionen und zugehérigen Eigenwerte von Ay zu
kennen. Darum werden sie nun bestimmt. Es gilt V j, k € Z :

—exp (12kmx;_1) + 2exp (12kwa;) — exp (12k7wa;41)
=(2 — exp (—i2kwh) — exp (:2k7h)) exp (12kmz;)
=(2 — 2cos (2kmh)) exp (i2kmz;) .

Weil die Exponentialfunktion 2me-periodisch ist, gilt auflerdem:
exp (12kma;) = exp (12kma;4N) .
Deswegen ist
(exp (i2k72))j=0,1,...N -1

Eigenvektor bzw. ¢j, mit ¢p(z) = exp (12kwz) Eigenfunktion von Aj zum
Eigenwert A\, = 2 — 2cos (2kwh). Falls N gerade ist, erhdlt man so fiir z.B.

—% < k< % N linear unabhéingige Eigenflinktionen ¢ zu den Eigen-

werten Ag. Somit sind also alle Figenwerte von Ay gefunden, und insgesamt
gilt

exp (i2kmag) exp (—#2kmay)
Eig(gh, 2 — 2cos (2kmh)) = span ,
exp (i2kman_1) exp (—i2kman_1)
Dabei sind die Figenrdume zu Ag = 0 und Ay = 4 eindimensional und

2
alle anderen zweidimensional, weil cos y-achsensymmetrisch ist und daher
Ar = A_g gilt. Insgesamt zeigen die obigen Ausfiihrungen also die Giiltigkeit
von

Lemma 1 . Das Gleichungssystem Apun = ry, ist genau dann [0sbar, wenn
die Kompatibilititsbedingung (1.21) erfillt ist. Dabei gilt fir Lésungen uy,
und Up:

up, — iy, € Kern(Ag) = span {(1,1,..., 1)} .

Offensichtlich sind die Ag alle nicht negativ. Damit ist insgesamt A symme-
trisch, positiv semidefinit und (schwach) diagonaldominant, auflerdem eine
Tridiagonalmatrix mit zwei zusitzlichen Eintrdgen, insbesondere also diinn-
besetzt.

Fiir die zweidimensionale Poissongleichung
(1.24) —Upy — Uyy = [ 1n Q D]0,a1[x]0, ag|

mit periodischen Randbedingungen in ([0, a1] x [0, a3]) :

(1.25) u(0,y) = ular, y)
u(z,0) = u(z,az) ,
(1.26) u(0,y) = uz(ar, y),
wy(2,0) = uy(z, a) ,
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kann man ganz analog vorgehen und erhilt fiir entsprechendes gh,

N = (Ny, N3) mit geradem Nj,

. aj
h = (hhhz) mit h] = Fé,
—N. N
k= (khkz) mit J < k] S —Z

2

die Eigenfunktionen

or(z,y) = exp (Z'leﬂ'i) exp (Z'ngﬂ'i)
o )

zu den Figenwerten

1 1
A =4 —2cos (leﬂ'm) — 2cos (ngﬂ'm) .

Fiir das dreidimensionale Problem
(127) TUgpy — Uyy — Uzz = f in 2 2:]07 al[X]O, QQ[X]O, a3[

mit periodischen Randbedingungen in ([0, a1] x [0, a3] x [0, as]) :

(1.28) u(0,y, 2) = u(ay,y, 2)
u(z,0,2) = u(z,aq, 2) ,
uw(z,y,0) =u(z,y,as),

(1.29) uz(0,y,2) = uz(ar, y, 2)

wy (2,0, 2) = uy(z, a2, 2) ,
uy(x,y,0) = u.(z,y,as),

erhilt man fiir entsprechendes Zh,

N = (N1, Ny, N3) mit geradem Nj,

. aj
h = (hth,hg) mit h] = Fé,
—N. N
k= (kth,kg) mit J < k] S —

2
die Eigenfunktionen
Or(z,y,2) = exp (Z'leﬂ'i) exp (Z'ngﬂ'i) exp (ingﬂi)
ay as as
zu den Figenwerten

1 1 1
Ap =6 — 2cos (leﬂ'ﬁl) — 2cos (2]@27(@) — 2cos (2]6371'?3) .

Wie schon im eindimensionalen Fall sind die gh fiir den zwei- und dreidimen-
sionalen Fall symmetrisch, positiv semidefinit, (schwach) diagonaldominant

und diinnbesetzt. Solche Eigenschaften wirken sich in vielen numerischen
Verfahren (besonders den in dieser Arbeit betrachteten) giinstig aus.
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1.2.4 Zur zweiten Diskretisierungsmaoglichkeit

Hier liefert die Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem, das aus (1.19),

(1.11) und (1.14) fiir die Stellen up (1), ..., up(zN_1) besteht:

1 -1 up (o) 0
“1] 2 -1 wp(21) h? f(a1)
-1 2 -1 up(22) h? f(x3)
12 wun(@n_2) B2 f ()
-1 2 | -=1 up(TN-1) hzf(xN_l)
i -1 1] 2 ] [ uplen) | 0
By, Up, rh

Die Matrix By, ist singuldr, da die Addition der ersten N Zeilen das Negative
der letzten Zeile ergibt. Analog zum letzten Abschnitt ergibt sich: Wenn das
Gleichungssystem l6sbar ist, mufi gelten:

N-1
(1.30) h? Z f(z;)=0.

Anders als bei der ersten Diskretisierung fiihrt hier (1.13) nicht zu einer
Néherung fiir (1.30), weswegen man also nicht erwarten kann, daf die vor-
gegebene Funktion f die diskrete Kompatibilitdtsbedingung (1.30) auch nur
anndhernd erfiillt. Damit das Gleichungssystem aber 1sbar ist, muf§ f|q,
durch eine Funktion f; ersetzt werden, die der Kompatibilititsbedingung
(1.30) geniigt. Wie im letzten Abschnitt geschieht dies durch Abzug des
Mittelwertes f von jedem f(z;). Hier ist aber

- 1
f:mz.f(%)-

Fiir numerische Auswirkungen vergleiche man Abschnitt 1.2.6. Das Glei-
chungssystem Bpuy, = rj, wird nun durch Eliminierung von uy,(2¢) in folgen-
des umgeformt:

1 =17 [ un(zo) 0
2 -1 -1 up (1) h2f(zy)
-1 2 -1 up(22) h? f(x3)
-1 2 -1 up(zn-1) h2f(zn_1)
! -1 2 | [ up(zny) | | 0 i
Betrachtet man das sich ergebende Gleichungssystem fiir uy (1), ..., un(zn),

so erkennt man die Matrix Aj;, wieder. Die rechten Seiten unterscheiden sich
jedoch in der letzten Komponente: Hier steht 0, in (1.2.1) 22 f(1). Die Eigen-
werte und -vektoren der Matrix flh sind schon im Abschnitt 1.2.3 bestimmt
worden. Daraus ergibt sich, daff die N x N-Matrix Aj, den Rang N — 1 und
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somit die (N 4 1) x (N 4 1)-Matrix By, den Rang N besitzt. AuBlerdem ist
offensichtlich (1,...,1)? Eigenvektor zum Eigenwert 0 (von By,). Dies liefert
insgesamt als Analogon zu Lemma 1:

Lemma 2 . Das Gleichungssystem Bpu, = ry, ist genau dann [0sbar, wenn
die Kompatibilititsbedingung (1.30) erfillt ist. Dabei gilt fir Lésungen uy,
und uy,:

up, — @y, € Kern(By) = span {(1,1,..., 1)} .

Durch die Eliminierung des anderen Randpunktes up(2n) (und Weglassen
der Gleichungen fiir uy,(zo) und up(2yN)) erhélt man:

2 -1 = up (@) R f (1)

12 -1 up (2) h? f(22)
-1 2 -1 ;Lh($N—2) 'hZf(wN—2)

—71 -1 % wp(zN_1) h? f(xn_1)

Die linksstehende Matrix sei mit Eh bezeichnet. Die durchgefiihrten Umfor-
mungen haben den Vorteil, daf§ By symmetrisch und schwach diagonaldo-
minant, aulerdem eine Tridiagonalmatrix mit zwei zusdtzlichen Eintrigen
ist (insbesondere also eine diinnbesetzte Matrix). Allerdings scheinen weder
By, noch dazu dquivalente symmetrische Matrizen einfach zu bestimmende
Eigenfunktionen zu haben.

1.2.5 Zur dritten Diskretisierungsmaoglichkeit

Hier liefert die Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem, das aus (1.20),
(1.11) und (1.14) fiir die Stellen up (o), ..., up(zn) besteht:

i -1 1 11 wun(z—q) ] [0
-1/ 2 -1 up (o) h2 f(z0)
1 2 -1 up () h?f(x1)
12 wun(@n 1) B2 f(an 1)
1 2 |-1 u(zN) h? f(an)
| —1 1 1 -1 ] [ un(zng1) | | 0
Ch Up, rh

Die Matrix Cf, ist singuldr: Wenn man ndmlich die zweite und vorletzte Zeile
und je das Doppelte der mittleren N-1 Zeilen addiert, ergibt sich die letzte
Zeile. Hieraus erhilt man folgende notwendige Bedingung fiir die Lésbarkeit
des Gleichungssystems:

N-1
(1.31) h? (f(aco) +2) 0 flay)+ f(acN)) =0.

i=1
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Wie bei der ersten Diskretisierung fithrt (1.13) aufgrund der Trapezformel
zu einer Niherung dritter Ordnung fiir (1.31). Man verfahre nun analog Ab-
schnitt 1.2.3.

Eliminierung der Punkte up(2n) und up(2n41) fiihrt durch geeignete Um-
formungen und Beachtung von f(zo) = f(an) und f(z_1) = f(an_1) auf

r2 -1 -1 11 wn(z—1) T TR f(w_1)
-1 2 -1 un(20) R f(zo)
—i 2. -1 ;lh(xN_2) }12f(CEN—2)
L -1 -1 2 1L un(en_1) | L R f(wn_1) |

Die linksstehende Matrix sei mit C, bezeichnet. Durch analoge Rechnung
wie in 1.2.3 sieht man, daf sie folgende Eigenwerte und -vektoren besitzt:

. N N
fir -5 <k <5

Figenvektor (exp (i2kwj))j=0...N

zum FEigenwert A\, =2 — 2cos(2knh) .

Man erhilt hier also dieselben Eigenwerte? und ,,dieselben® Eigenvektoren
wie flir A,. Wie im Anhang A.1 bewiesen wird, gilt

(1.32) dim(Kern(Cy)) =1.
Insgesamt erhilt man folgendes

Lemma 3 . Das Gleichungssystem Cpuy, = ry, ist genau dann [0sbar, wenn
die Kompatibilititsbedingung (1.31) erfillt ist. Dabei gilt fir Lésungen uy,
und Up:

up, — iy, € Kern(Cy) = span {(1,1,...,1)7} .

Fafit man die Ergebnisse der letzten drei Abschnitte zusammen, zeichnet
sich ab, daf} die erste Diskretisierungmoglichkeit die giinstigste ist: Zwar
liefern sowohl die erste als auch die dritte Diskretisierung diskrete Kom-
patibilitdtsbedingungen (1.21) bzw. (1.31), die - im Gegensatz zur zweiten
Diskretisierung - N&herungen zweiter Ordnung fiir die Kompatibilitdtsbe-
dingung (1.13) darstellen, jedoch ist die N x N-Matrix A im Gegensatz zur
(N 4 1) x (N 4 1)-Matrix C, symmetrisch und kleiner.

1.2.6 Numerische Ergebnisse

Um festzustellen, ob die Diskretisierungsordnung der vorgestellten drei Ver-
fahren zur Konvergenz gleicher Ordnung fiihrt, werden die jeweiligen Glei-
chungssysteme erst mit einem direkten und zusdtzlich mit einem iterati-
ven Verfahren geldst. Dann wird jeweils der Fehler der berechneten N&he-
rungslosung zur exakten (kontinuierlichen) Losung der Aufgabe (1.10)-(1.12)
berechnet und seine Entwicklung mit wachsendem N beobachtet.

* Allerdings hat hier z.B. fiir N=4, N=8 der Eigenwert 2 algebraische Vielfachheit 3,
aber geometrische Vielfachheit 2.
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Als direktes Losungsverfahren soll der Gaufi-Algorithmus verwendet wer-
den. Dazu mufl man aber vorher die Gleichungssysteme durch eine weitere
Bedingung reguldr machen. Es gilt offenbar:

Apup, = 1y,
M1 -1 T 1 wn(2o) T 0 T
-1 2 -1 up (1) h? f (1)
(133) & . -
12 21 || uew) h2f(en)
L 0 | [ un(ezntr) | L oa |
mit @ = h? Zé\le flz;).
Brup =1y,
M1 =17 [ un(zo) 1 [0 1
-1 2 -1 up (1) h? f(x1)
(1.34) . _ |
12 1| | un(eney) W2 f(an1)
L 0 ] Lun(ezn) | Lb |
mit b=h2 YT f(x)).
Chup, =1y,
i -1 1 17 wn(z=1) [0 1
-1 2 -1 up (o) hzf(xo)
(1.35) & . _ |
12—t || unew) 2 f(ay)
L 0 ] [ unlengr) | Loe |

mit ¢ = h2[f (o) + 230" F(z;) + flan)] = 2a.

Nach Lemmata 1, 2 und 3 sind diese Gleichungssysteme jeweils genau dann
16sbar, wenn a=0, b=0 bzw. ¢=0 gilt. Wie in den Abschnitten 1.2.3-1.2.5
bereits beschrieben wurde, ist dies durch eine Ersetzung der jeweiligen f(x;)
durch f(z;) — f erreichbar. Hier sollen aber auch die numerischen Konse-
quenzen getestet werden, wenn diese Art der Anpassung von f zur Erfiillung
der diskreten Kompatibilititsbedingungen nicht vorgenommen wird.

Setzt man in (1.33), (1.34) bzw. (1.35) fiir die letzte Variable jeweils
einen Wert k fest, streicht ansonsten aber die letzte Zeile des jeweiligen
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Gleichungssystems, sind die so entstehenden Gleichungssysteme eindeutig
16sbar, weil die obigen Matrizen eindimensionale Kerne besitzen. Das Gauf3-
Verfahren kann dann eingesetzt werden.

Als Testbeispiel wurde die Funktion f(t) =4 -10'%%?sin (27 (¢ + r)) mit
r = 0.1 benutzt®. Die exakte Lsung von (1.10)-(1.12) lautet dann:

u(t) = 10"sin 27 (t + 7)) +s mit s € R.

Da die exakte Losung und die diskrete Niherungslésung (vor der Wahl von
k) nur bis auf eine additive Konstante s eindeutig bestimmt sind, kann
der Fehler Fn zwischen der exakten und der jeweils berechneten Lésung
bestimmt werden, wenn man von uj bzw. u|g, jeweils zum Beispiel den
Durchschnitt @y, = ﬁLJZieJ up(z;) bzw. W == ﬁLJZieJ u(z;) abzieht und
von den so erhaltenen Funktionen die Differenz zum Beispiel in der Maxi-
mumsnorm betrachtet:

Py = ma{|(un (i) — 1) = (u(es) — W]}

Fiir (1.33) ist J = {0,..., N}, fiir (1.34) ist J = {0,..., N — 1}, und fiir
(1.35)) ist J = {—1,..., N}. Die Rate der Fehlerverkleinerung von N =
27=1 zu N = 2™ ist dann definiert als

Fom

R m (= .
2 Fzm—l

Die sich daraus ergebenden Werte finden sich in den Tabellen 1.1, 1.2 und
1.3. Es ist jeweils angegeben, wie sich die Fehler ohne bzw. mit Ersetzung der
f(z;) durch fi,(z;) = f(z;) — f verhalten. Dabei zeigt sich, daf diese Maf-
nahme fiir (1.33) bzw. (1.35) keine Rolle spielt: Die Fehler Fiy unterscheiden
sich jeweils nicht - auch wenn die Kompatibilitdtsbedingungen (1.21) bzw.
(1.31) (d.h. @ = 0 bzw. ¢ = 0) nicht erfiillt sind. Die fiir (1.33) bzw. (1.35)
berechneten Raten Ry zeigen, daf sich die Fehler Fiy (asymptotisch) um
den Faktor 0.25 verkleinern. Folglich verhalten sich die erste und die dritte
Diskretisierungsmoglichkeit auch hinsichtlich der Konvergenz wie Verfahren
zweiter Ordnung.

Anders liegt der Fall bei der zweiten Diskretisierungsmoglichkeit. Hier
ist natiirlich die Kompatibilitdtsbedingung (b = 0) nicht ann&hernd erfiillt
(aber fiir kleiner werdendes h immer ,besser), weswegen sich nach Erset-
zung der f(z;) durch f(z;)— f grofere Fehler und eine Fehlerverkleinerungs-
rate von (asymptotisch) 0.5 ergeben. Deutlich wirkt sich hier also aus, daf§
die analytische Bedingung fol f(z)dz = 0 eben nicht zu einer Ndherung
fiir die diskrete Kompatibilitdtsbedingung (1.30) fiihrt. Die zweite Diskre-
tisierungsmoglichkeit verhilt sich dann entsprechend der Taylorentwicklung
auch hinsichtlich der Konvergenz nur wie ein Verfahren erster Ordnung.

Ohne die f(z;) zu ersetzen, zeigen sich aber Fehler derselben Gréfenord-
nung wie bei der ersten und dritten Diskretisierungsmdoglichkeit und eben-
falls eine Fehlerverkleinerungsrate von 0.25. Dies erkldrt sich dadurch, daf§

5 Andere Testbeispiele liefern aber ein analoges Bild.
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sich die Gleichungssysteme (1.33)-(1.35) abgesehen von der Kompatibilitdts-
bedingung im Prinzip nicht unterscheiden: (1.34) ist (aufler der Kompatibi-
litdtsbedingung) in (1.33) und (1.35) enthalten. Hat man also (1.34) nach
dem Streichen der letzten Zeile geldst, kann man die zusdtzlichen Werte
wp(z_1) bzw. up(2n41) in (1.33) und (1.35) daraus berechnen. In diesem
Fall hat man aber die Gleichung, die durch die Diskretisierung erster Ord-
nung der Bedingung «'(0) = u'(1) entsteht, sowie ihre Konsequenzen aus
dem System (1.34) véllig entfernt.

Zur Lésung der drei Gleichungssysteme wird nun noch das iterative Gauf3-
Seidel-Verfahren herangezogen. Hier werden aber die folgenden singulédren
Systeme benutzt (vergleiche dazu Abschnitte 1.2.3 bis 1.2.5)%:

[ up () 1 [ h2f(xy) 1
- up(z2) h2f($2)
(1.36) Ap | : =1 : ,
up(zN-1) R f(xn-1)
L un(en) | [ P*f(en)
[ up () 1 [ h2f(2y) 1
up (22) h? f(x2)
(1.37) By | : =|: :
up (2N —2) R f(zn—2)
L up(an—1) | L A2 f(ano1)
[ Uh(96—1) 1 [ hzf($—1) 1
~ up (o) h2f($0)
(1.38) Chp | - =|:
up (2N —2) h? f(xn—2)
L up(en—) | [ RPf(an—1)

Die Tabellen 1.4 und 1.5 zeigen die Ergebnisse. Die erste und dritte Dis-
kretisierung liefern dabei dasselbe Bild wie schon bei der Lésung mit dem
GaufB-Verfahren: Die asymptotische Fehlerverkleinerungsrate betrigt 0.25,
und eine Ersetzung der f(z;) spielt keine Rolle. Auch wenn bei anderen
Testbeispielen @ und ¢ noch gréfier sind und anders als bei der Lésung mit
dem oben beschriebenen Gauf-Verfahren die Gleichungssysteme (1.36) und
(1.38) ohne Ersetzung der f(z;) eigentlich keine Losung besitzen, da nicht
Hstreng® @ = 0 bzw. ¢ = 0 gilt, ist eine ,strenge Null“ nicht erforderlich.

Bei (1.37) dagegen zeigt sich sowohl mit als auch ohne Ersetzung der
f(z;) deutlich das Verfahren erster Ordnung: Die Fehler Fi reduzieren sich
nur um (etwa) den Faktor 0.5.

Diese Untersuchungen zeigen also numerisch eine Ubereinstimmung der
Konsistenz- und Konvergenzordnungen bei jedem der drei Verfahren. Ins-

6Zur Verwendung iterativer Verfahren zur Lésung singulirer Gleichungssysteme ver-
gleiche [38].
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gesamt ergibt sich, daBf das erste Verfahren in der Form (1.36) den ande-
ren vorzuziehen ist, da es einen lokalen und globalen Diskretisierungsfehler
zweiter Ordnung aufweist und eine fiir numerische Zwecke gilinstige Matrix
liefert (siche auch Abschnitt 1.2.5). Durch Verwendung der Gleichungen
up(z0) = up(zn) und up(21) = up(enyy1) wird letztlich auf einem eindi-
mensionalen diskreten Torus gerechnet und damit der Periodizitit von u
besonders Rechnung getragen.

N Py Ry a
4 | 2.166E+9 1.7E-5

8 | 5.584F+8 | 0.2579 | 3.3FE—6
16 | 1.324F48 | 0.2371 | 3.6 -7
32 | 327447 | 0.2473 | 2.7 -7
64 | 8.102E+6 | 0.2475 | 8.2F -8
128 | 2.017TE46 | 0.2490 | 1.3FE -7
256 | 5.031F+5 | 0.2494 | 4.0F -8
512 | 1.256 E+5 | 0.2497 | 2.9FK -7

Tabelle 1.1: Ergebnisse fiir (1.33) (GauB-Verfahren). Die Ersetzung der f(z;)
durch fj(z;) liefert die gleichen Werte.

N Py Ry Py Ry b
4 || 1.891FE+9 4.669F4+9 —1.5E+10
8 || 5.238E48 | 0.2770 || 2.408E49 | 0.5156 || —3.6E+9
6 || 1.279FE+8 | 0.2442 || 1.208 49 | 0.5017 || —9.1F48
32 || 3.216 E+7 | 0.2515 || 6.043F+8 | 0.5002 | —2.3F48
64 || 8.030F+6 | 0.2496 || 3.021FE+8 | 0.5000 || —5.7TE+47
128 || 2.008E+6 | 0.2501 || 1.511E+8 | 0.5000 || —1.4FE47
256 || 5.020E45 | 0.2500 || 7.554E£+7 | 0.5000 || —3.5E+6
512 || 1.255E45 | 0.2500 || 3.777E+7 | 0.5000 || —8.9E+5

Tabelle 1.2: Ergebnisse fiir (1.34) (GauB-Verfahren). Das (F, Ry)-Paar auf
der linken Seite gibt die Werte ohne, das auf der rechten Seite mit Ersetzung
der f(z;) durch fy(x;) an.
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Tabelle 1.3: Ergebnisse fiir (1.35) (GauB-Verfahren). Die Ersetzung der f(z;)

PROBLEMSTELLUNG UND VORUBERLEGUNGEN

N Py Ry c
4| L9TTE+9 1.5FE-5

8 | 5466 E+8 | 0.2765 | —1.7TF—6
16 | 1.338FE48 | 0.2448 3.6FE-7
32 | 3.312E+7 | 0.2475 6.0F -7
64 | 8.163L+6 | 0.2465 5.4F-7
128 | 2.026 46 | 0.2482 | —3.8F -7
256 | 5.042F+5 | 0.2489 | —1.7TF—-8
512 | 1.258 K45 | 0.2495 5.2F -7

durch fj(z;) liefert die gleichen Werte.

N Py Ry Py Ry
4 | 1.891E4+9 2.269E+9
8 || 5.238E48 | 0.2770 || 5.330E48 | 0.2349
16 || 1.27T9E4-8 | 0.2442 || 1.297E4+8 | 0.2433
32 || 3.216E+7 | 0.2514 || 3.257E+7 | 0.2511
64 || 8.030E+6 | 0.2497 || 8.092E+6 | 0.2484
128 || 2.008E+6 | 0.2501 || 2.017E+6 | 0.2493
256 || 5.020E45 | 0.2500 || 5.031E+5 | 0.2494
512 || 1.227E45 | 0.2444 || 1.228E45 | 0.2441

Tabelle 1.4: Ergebnisse fiir (1.36) (links) und (1.38) (rechts) mit dem Gauf}-
Seidel-Verfahren. Die Ersetzung der f(z;) durch fj,(z;) liefert jeweils die

gleichen Werte.

N Py Ry Iy Ry
4 || 4.575E49 2.239E+9
8 || 1.7T47TE49 | 0.3819 || 1.333E49 | 0.5954
16 || 9.538E48 | 0.5460 || 8.812E48 | 0.6611
32 || 5.300E4-8 | 0.5557 || 5.159E+8 | 0.5855
64 || 2.822E+8 | 0.5325 || 2.793E+8 | 0.5414
128 || 1.459E+8 | 0.5170 || 1.453E+8 | 0.5202
256 || 7.423E+7 | 0.5088 || 7.407E+7 | 0.5098
512 || 3.744E47 | 0.5044 || 3.740E4+7 | 0.5049

Tabelle 1.5: Ergebnisse fiir (1.37) mit dem GauB-Seidel-Verfahren. Das
(Fv, Ry)-Paar auf der linken Seite gibt die Werte ohne, das auf der rechten

Seite mit Ersetzung der f(z;) durch fi(x;) an.




Kapitel 2

Zweldimensionales

Modellproblem

2.1 Verschiedene Mehrgitter-Verfahren

2.1.1 Diskretisierung

Das Ergebnis des letzten Abschnitts wird nun auf das zweidimensionale Mo-
dellproblem (1.24), (1.25), (1.26) mit a4 = ay = 1 iibertragen. Es wird also
analog dem obigen 1. Verfahren diskretisiert, wobei sich die folgenden
Gleichungen ergeben:

-1
(2.1) { -1 4 -1 ] up = h*fr, in Q
_1 b
und in 99,
(22) Uh($07 y]) = uh($N7 y]) 3 Uh($17 y]) = uh(wN-I—h y]) 3
up (25, 90) = up(zjyn) 5 wp(@jy1) = wp (25, Yn41) -

Hierbei bezeichnen

Gh:{(xﬁyk) |]7k€ Z}7
Q=G ﬂ]O,l—I—h[zz G 0 [k, 1]2,
8Qh:Ghﬂ8([0,1—|—h]2),

1
acj:j]%yj:jhundh:ﬁmit]\f:y??peN'

Das Gleichungssystem (2.1)-(2.2) ist entsprechend den Uberlegungen im Ab-
schnitt 1.2.3 (vergleiche Lemma 1) genau dann bis auf eine Konstante ein-
deutig l6sbar, wenn die diskrete Kompatibilititsbedingung erfiillt ist:

N

(2.3) h2 Y falwg, ) =0.

k=1

27



28 KAPITEL 2. ZWEIDIMENSIONALES MODELLPROBLEM

Dieser Bedingung soll ein gegebenes f}, hier geniigen (siehe auch Abschnitt
2.1.3).

Mit Hilfe von (2.2) werden nun simtliche Randpunkte, d.h. Punkte aus 0,,
aus (2.1) eliminiert. Das bedeutet konkret: Immer wenn eine Gleichung in
(2.1) auf einen Punkt aus 09 zugreift, wird stattdessen gemif (2.2) der
entsprechende Punkt aus €2, verwendet. In Operatorschreibweise lautet das
neue System dann

(2.4) Lyup, = h%f, in Qy,
wobel in {(z;,yx) |, k= 2,...., N — 1} gilt:
-1

h

Fiir die restlichen Punkte aus €2, mufl L entsprechend obigem abgeindert
werden. Damit entspricht das Gebiet, auf dem man rechnet, einem diskreten
Torus.

2.1.2 Mehrgitter-Komponenten

Sei nun N fest vorgegeben. (2.4) soll mit Hilfe eines Mehrgitter-Verfahrens
gel6st werden. Die Prinzipien und Funktionsweisen solcher Methoden wer-
den hier nicht dargestellt. Man vergleiche dazu etwa [60, 58, 30]. Die im
folgenden auftretenden Bezeichnungen werden ebenfalls dort erklirt.

Fiir das vorliegende lineare Problem werden Correction-Scheme- (CS) bzw.
Full-Multigrid-Methoden (FMG) benutzt. Dazu wird eine Folge von Gittern
Q1, Qq, ..., Q,, mit m < p betrachtet, die hier die folgende Gestalt haben:

G = {(kh;,lh;) | k1 € Z},
Q; =), =GN lhy 1P,
09; = 0%,

1

Ny =N, hy = h, hj=2hj-1, Nj =+
J

fiir j € {2,...,m}.

Qq ist hier das feinste und €2, das grébste Gitter. Auch auf den gréberen
Gittern sollen die Operatoren Ly, (siehe (2.4)) verwendet werden. Statt L, ,
Jhys wn; wird meistens kiirzer L, f;, u; geschrieben. Gitterfunktionen u; auf
dem jeweiligen Gitter 2; haben die folgende Gestalt:

Uj:QjHR.

Fiir den Raum der Gitterfunktionen auf dem Gitter 2; wird dann das fol-
gende (skalierte Standard-)Skalarprodukt eingefiihrt (um z.B. Adjungierte
berechnen zu kénnen):

(2.5) < vj,w; >= h Z vj(p)w;(p) -
per
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()]

° ° ° @)

@ Punkt aus Ql’ Qz, 93

® ® ® 0 ® Punkt aus Qq, Q,

O Punkt aus Q4

(10

Abbildung 2.1: Das Einheitsquadrat, {iberzogen mit einer Folge dreier Gitter:
Qq mit h = % und die zwei Vergréberungen €25, Q3.

Folgende Komponenten charakterisieren hier die CS-Methoden:

Art des Mehrgitter-Cycles

Hier wird der V-Cycle (v = 1) oder der W-Cycle (v = 2) benutzt
(siehe auch Abbildung 2.2).

Relazation

Es werden v Relaxationsschritte vor und vy Relaxationsschritte nach
der Grobgitterkorrektur durchgefiihrt, wobei hier als Relaxationsver-
fahren das GauB-Seidel-Verfahren mit schachbrettartiger (red-black)
(GS-RB) oder lexikographischer (GS-LEX) Numerierung und ein iiber-
relaxiertes GS-RB-Verfahren mit dem (Uber-)Relaxationsparameter w
benutzt werden. Fiir das im Sinne der Glattungseigenschaften optima-
le wyp gelten die folgenden Aussagen (siehe [65]), falls nur ein Re-
laxationsschritt zwischen aufeinanderfolgenden Grobgitterkorrektur-
Schritten stattfindet:

1§wopt<2,
2

1—|_\/1_6172naav7

wobel Chae = 1 — Csn Mit ¢y = % fiir den hier vorliegenden zwei-
dimensionalen Laplace-Operator ist. Ein etwas kleinerer Wert als die
obere Grenze w,, = 1.0718 erweist sich allerdings bereits als sehr gute
Arbeitsgrofle (auch fiir mehrere Relaxationsschritte), so daB hier

Wopt < Wwyp =

w=1.07

verwendet wird.
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Zur Definition von Glattungsfaktoren und zur Analyse der Gléttungs-
eigenschaften des Gauf-Seidel-Verfahrens vergleiche man [58]*.

Der Relaxationsoperator auf dem Gitter €; wird mit S; bezeichnet.

Restriktion

Als Restriktion zum nichstgroberen Gitter wird hier Injection, Half
Weighting (HW) oder Full Weighting (FW) benutzt. Fiir ein Verfah-
ren, das GS-RB als Glittungsverfahren verwendet, erweist sich Injec-
tion als nicht geeignet (vergleiche z.B. [30]). Daher werden in diesem
Fall Full Weighting oder Half Weighting eingesetzt. Letzteres bedeutet
hier Half Injection, da der Restriktion dann (mindestens) ein GS-RB-
Schritt vorausgeht. Der HW-Operator liefert ndmlich einen gewichte-
ten Mittelwert der Defekte eines (roten) Grobgitterpunktes p,.q und
seiner vier direkten Nachbarn, die alle schwarze Punkte im Sinne der
Red-Black-Numerierung darstellen. Nach einem GS-RB-Schritt ver-
schwinden aber die Defekte in den schwarzen Punkten, so dafi die
Anwendung von HW auf p,.q den Wert %pred ergibt (vergleiche [58]).

Fiir GS-LEX kommen Injection oder Full Weighting zum Einsatz, fiir
w-GS-RB nur Full Weighting.

Der Operator fiir die Restriktion von Daten vom Gitter §2; zum Gitter
241 sei jeweils mit R;‘H bezeichnet.

Das auf dem Gitter 2,41 (1 < j < m—1) zu l6sende Gleichungssystem
lautet dann:

(2.6) Liyiujpr = fin
mit
(2.7) fit1 = 4R§+1(fj — LjS]?le) .

wobei w; eine ,Start“approximation? fiir u; und f;41 den auf das
grébere Gitter j 4 1 restringierten Defekt darstellt.

Die Losbarkeit des Gleichungssystems garantiert der noch folgende
Satz 3, falls Full Weighting als Restriktion verwendet wird (siehe zu
Half Weighting und Injection ebenfalls Abschnitt 2.1.3).

FErakte Losung auf dem grébsten Gitter

Hier wird auf dem Gitter Q,, exakt gelost. Dabei mufi man beachten,
dafl A,, singuldr und Kern(A,,) eindimensional ist (vergleiche Ab-
schnitt 1.2.3), wobei A,, die Matrix des entsprechenden Gleichungssy-
stems bezeichne. Die letzte Zeile ist eine Linearkombination der {ibri-
gen Zeilen®, so dafi man fiir die letzte Variable einen Wert festsetzt

'Piir Aussagen iiber das hier betrachtete Modellproblem mit periodischen Randbedin-

gungen vergleiche dort insbesondere Kap. 9 und die Bemerkungen in Abschnitt 7.6.

’Das kann im W-Cycle auch eine (neue) Niherung fiir u; sein, die durch 1, Relaxati-

onsschritte nach einer Grobgitterkorrektur erhalten wurde.

*Die Spaltensumme (und die Zeilensumme) ist immer Null.
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(bzw. den bereits vorhandenen Niherungswert beibehidlt) und dann
mit dem Gaufl-Verfahren nur die ersten N? — 1 Zeilen behandelt.

In den numerischen Tests (sieche Abschnitt 2.2) werden durchgingig
alle zur Verfiigung stehenden gréberen Gitter verwendet, d.h. es wird
m = p festgesetzt.

Bei FW als Restriktion ist die Losbarkeit des singuldren Gleichungssy-
stems auf dem grobsten Gitter garantiert, wie Satz 3 zeigt. Setzt man
allerdings, wie oben beschrieben, fiir die letzte Variable einen Wert fest,
ist das dbrige Gleichungssystem immer l6sbar - auch wenn die letzte
Gleichung, die ja nach Umformung die Gestalt 0-uy(2zn, yn) = ¢ hat,
nicht lésbar ist (fiir ¢ # 0).

e Prolongation

Hier wird die auf einem groben Gitter €241 errechnete Korrektur durch
bilineare Interpolation auf das nichstfeinere Gitter j transferiert und
zur dortigen Ndherung addiert. Der Operator fiir diese Interpolation
von Daten vom Gitter ;41 zum Gitter €; wird mit Pj_l_l bezeichnet.

Allgemein gilt: Sei mg die Diskretisierungsordnung des Operators L,
m,, die Ordnung des Prolongationsoperators? Pj_l_l und m, die Ord-

nung des Restriktionsoperators® R;H. Dann sollten die Ordnungen
my, und m, der Transferoperatoren die folgende Ungleichung (,,Faust-
regel“) erfiillen, die durch lokale Fourier-Analyse erhalten werden kann

(siehe [30, 34]):
(2.8) my +m, > my .

L; besitzt hier offenbar die Diskretisierungsordnung mgq = 2 und der
bilineare Interpolationsoperator Pj_l_l die Ordnung m, = 2. Da dieser
Operator aber die Adjungierte des FW-Operators darstellt:

(Rj-l_l)* _ P]J-H 7
wenn man das Skalarprodukt (2.5) verwendet, gilt fir FW m, = 2.
Die Kombination von FW mit bilinearer Interpolation erfiillt also die
Faustregel (2.8). Sowohl fiir Injection als auch fiir Half Weighting gilt
jedoch m, = 0, so daB (2.8) gerade nicht erfiillt ist. Trotzdem werden
Injection (bei GS-LEX) und Half Weighting (bei GS-RB) getestet, weil
sie in Kombination mit bilinearer Interpolation sowohl bei Dirichlet-
als auch Neumannschen Randbedingungen erfolgreich eingesetzt wer-
den.

e Behandlung der ,Randpunkte“

Die Vorgehensweise, die auch schon zu (2.4) gefiihrt hat, wird konse-
quent angewandt: Immer wenn ein L;, S;, R;‘H bzw. Pf_l auf einen

*Die Ordnung der Interpolation ist k + 1 mit maximalem k, so daB Pj-l-l alle Polynome
des Grades < k invariant 1a8t.

®Die Ordnung der Restriktion ist k 4+ 1 mit maximalem k, so daB S(Rﬁ‘l'l)* mit geeig-
netem Faktor s alle Polynome des Grades < k invariant 1a8t.
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Punkt aus 09; zugreift, wird die (geforderte) Periodizitét der Losung
ausgenutzt und der entsprechende Punkt aus €2; verwendet. Also rech-
net man letztlich immer auf einem Torus.

Die Tabelle (2.1) zeigt die getesteten Kombinationsméglichkeiten.

Verfahren ILEX HRED FLEX FRED | w-FRED
Glattungsverfahren || GS-LEX | GS-RB | GS-LEX | GS-RB | w-GS-RB
Restriktion Injection HwW FW FW FW

Tabelle 2.1: Getestete Kombinationen. Es sind nur die Komponenten auf-
gefiithrt, in denen sich die Programme unterscheiden.

Bemerkung: Offensichtlich kénnen die hier vorgestellten Verfahren dank
ihrer Struktur prinzipiell wie entsprechende Algorithmen fiir Dirichlet- oder
Neumannsche Randbedingungen parallelisiert werden (vergleiche z.B. [60]).

Folgendermaflen sind hier die FM G-Methoden gekennzeichnet:

Auf dem Gitter €2; werden, ausgehend von €2,,, bis hin zu €, r Mehrgitter-
Iterationen mit einem der oben beschriebenen CS-Verfahren durchgefiihrt,
wofiir die Gitter €;,...,€,, benutzt werden. Fiir den Datentransport vom
Gitter 2; zum néchstfeineren Gitter €2;_; sollte eine Interpolation verwen-
det werden, die eine hthere Ordnung rrarg als die Diskretisierungsordnung
mq von Lj aufweist (vergleiche [58]). Fiir my = 2 (wie im vorliegenden
Fall) wird oft die kubische Interpolation eingesetzt. Fiir das vorliegende
Modellproblem kann allerdings auch eine spezielle, billigere Interpolation
4. Ordnung benutzt werden (vergleiche [58]). Bezeichne ugo_)l(x,y) den zu
berechnenden Startwert auf dem Gitter Q;_; und @;(z,y) die berechnete
Approximation fiir u;(z,y) auf dem Gitter ;. Die Interpolation lduft dann
in drei Schritten ab:

1. Fiir Punkte (z,y) € Q;_1 N Q; definiert man
0 _
(2.9) u;_)l(w, y) = u;(z,y).

2. Fiir Punkte (2,y) € Q;_1\Q; mit @ = l1h;_1, y = l3h;_1 und geradem
{1 + 15 wird dann definiert:

) ~1 ~1
(2.10) — 4 u;%(x,y) = fi-1(z,y).

2
th—l _1 _1

3. Fiir Punkte (z,y) € Q;_1 mit @ = l1h;_1, y = [3h;—1 und ungeradem
{1 + 5 definiert man nun
-1
1
-1 4 -1 |
i-1 1

(2.11) (@, y) = fimi(z,y)

Dies kann offenbar als ein Halbschritt von GS-RB interpretiert werden.
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Die Struktur eines FMG-Verfahrensist in Abbildung 2.2 dargestellt. Weitere
Eigenschaften, die ein FMG-Verfahren besitzen soll, finden sich in Abschnitt
2.2.2.

e Relaxation
Lbsung auf dem grobsten Gitter

Restriktion

bilineare Interpolation

// FMG-Interpolation

~._ _ ~ ©

A WD B

Abbildung 2.2: FMG mit m =4, r =1 und v = 2.

Weitere Bezeichnungen

NAME-X(v,v2) bezeichnet im weiteren das Verfahren NAME in der CS-
Version im X-Cycle mit v; Relaxationsschritten vor und vy Relaxations-
schritten nach der Grobgitterkorrektur, z.B. HRED-W(2,1).

FMG(NAME-X(vq,v5),r) oder kiirzer FMG(X(vy,v5),r) steht dann fiir die
FMG-Version des Verfahrens NAME-X(vq,5) mit dem oben beschriebenen
r.

2.1.3 Léosbarkeit der Gleichungssysteme

Um die Losbarkeit von (2.4) zu gewéhrleisten, muf (2.3) erfiillt sein. Analog
dem eindimensionalen Modellproblem gilt jedoch aufgrund der (zweidimen-
sionalen) Kompatibilititsbedingungen (vergleiche Satz 1) und der Trapez-
formel (falls zusitzlich f € C2([0, 1]?) ist):

N

W3 )= [ S dr O =00 .

ij=1 [0,1]*
Verwendet man also f|g, als fp, fiihrt f[o 12 f(r)dr =0 zu einer Ndherung

zweiter Ordnung fiir (2.3) - im Eindimensionalen ergab sich aus (1.13) eine
Néherung dritter Ordnung fiir (1.21).
Wie in (1.22) wird nun definiert:

(2.12) So(@ey) o= fee,m) = f,
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wobei f den Durchschnitt der Werte f(x;,y;) angibt:
- 1 N N
7,75=1 7,75=1

Somit erfiillt die neue Funktion f; die diskrete Kompatibilitdtsbedingung
(2.3) und stellt eine Ndherung zweiter Ordnung fiir f|g, dar (wie im ein-
dimensionalen Fall). Also liegt nach wie vor ein Verfahren zweiter Ordnung
beziiglich der Konsistenz vor.

Die Giiltigkeit von (2.3) reicht iibrigens bereits aus, um die Losbarkeit
der (singuldren) Gleichungssysteme auf allen betrachteten Gittern zu fol-
gern, falls FW als Restriktion verwendet wird. Dies sieht man mit Hilfe des
folgenden Satzes:

Satz 3 . Sei dy = f; die rechte Seite von (2.4), v; fir j € {1,...,m}
je irgendeine Funktion auf Q;, R;‘H der FW-Operator und < -,- > ein
skaliertes Standardskalarprodukt (wie z.B. (2.5)). Definiert man nun fir
jeA{2,...,m}

d; = 4AR!_ (dj—1 — Lj_1v;_1)
und fir j € {1,...,m}
1,=1 auf Qj,
dann gilt folgendes:
Falls < dy, 1, >=0 1ist, gilt sogar
(2.13) Viedl,..,m} <d;1; >=0.

Beweis® durch vollstindige Induktion {iber j:
Fiir 3 = 1 ist nichts zu zeigen. Sei daher nun die Behauptung fiir ein
j > 1 giiltig. Dann ist

< d]‘—L]‘U]‘,lj > =< d]‘,lj > — < Ljvjv]-j >
:0—<U]‘,L;1]‘> .

Dabei bezeichne L7 die Adjungierte von L;. Offenbar ist
Li1;=1;1;=0.
Dann gilt also
<d;—L;v;,1; >=0.
Auflerdem ist
<dipr,Ljpr > =4 < RN — Ljv), 1,41 >
=4 <d;— Ljv, (R 14 >

®Die Beweisidee findet sich in [63].
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Durch Nachrechnen sieht man, daf§ fiir Full Weighting

e ,
(2.14) (RI)*1j00 = 0Pl 14 =01,

mit ¢ = 1 gilt, wenn man das Skalarprodukt (2.5) verwendet. Nun folgt
insgesamt

<djr1, 141 > = 4o < dj = Ljvj, 1; >
=0,

womit die Behauptung also bewiesen ist. O

Also sind - bei Verwendung von FW als Restriktion - mit Lyu; = f; auch
alle Lju; = f; l6sbar, da wegen (2.13) jeweils die Kompatibilitdtsbedin-
gung erfiillt ist und v; frei gewdhlt werden kann (etwa v; = S}’l w;, siehe
auch Abschnitt 2.1.2, Restriktion). Man sieht, daf§ fiir die Lésbarkeit der
Gleichungssysteme die Art der Relaxationsschritte ebensowenig eine Rolle
spielen wie die Wahl des Cycles (d.h. die Wahl von 7).

Bei der Verwendung von Half Weighting oder Injection ergeben sich
Probleme, weil in diesen Féllen (2.14) nicht erfiillt ist: weder Half Weigh-
ting noch Injection stellen Restriktionsoperatoren mindestens erster Ordung
(m, > 1) dar, da fiir sie m, = 0 gilt (vergleiche Abschnitt 2.1.2, Prolongati-
on). Und tatsichlich ergeben numerische Tests, daf§ die Gleichungssysteme
auf den groberen Gittern dann oft formal nicht l6sbar sind (siehe Abschnitte
2.2 und 3.2).

Eine Mdglichkeit wire natiirlich, dies zu erzwingen - wie schon auf dem
feinsten Gitter durch die Definition von f;(= fi1) - und statt des entspre-
chenden f; folgendes f] zu verwenden:

(2.15) filersy) o= fi(ersu) — f

mit

~ 1 X
[ = mg: Ti(zr,wr) -
=1

)

Aber anders als auf dem feinsten Gitter, wo f;, eine Niherung zweiter Ord-
nung fiir f|q, darstellt, ist auf den gréberen Gittern i.a. f] keine Ndherung
fiir f;, so dafl diese Mainahme das zu 16sende System stark verdndert. Fiir
numerische Ergebnisse vergleiche man Abschnitt 2.2.

2.1.4 Anpassung

Bei Problemen, die nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt
sind”, kann es passieren, daff durch die Relaxationsschritte oder durch die
direkte Losung auf dem grobsten Gitter Vektoren mit betraglich sehr grofien
Eintragen entstehen.

Numerische Fehler haben dann eventuell einen groflen Einflul auf die
Berechnung z.B. der Residuen, die dann moglicherweise auf den gréberen

"z.B. auch die Poissongleichung mit Neumannschen Randbedingungen, vergleiche [9].
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Gittern nicht mehr verniinftig zu sehen wiren. Und selbst bei Full Weigh-
ting konnte es dann passieren, daBl < d;,1; >= 0 (d.h. die Losbarkeit der
Gleichungssysteme, vergleiche Satz 3) nicht mehr erfiillt wire.

Um dies zu verhindern, kann es niitzlich sein, das Verfahren um eine op-
tionale ,,Anpassung“ zu erweitern. Die Anpassung anp(v) eines Vektors
v = (v)i=1,...,N, sei wie folgt definiert:

(2.16) anp(v) = (v; — V)i=1,..N, »

wobei v der Mittelwert der Komponenten von v sei, also:

N.
5= 2 isy Ui
N
Auf diese Weise liegen die Komponenten von anp(v) um Null. Mit dieser
Mafinahme dndert man an der L&sung des jeweiligen Gleichungssystems

nichts, da mit v auch anp(v) in der Losungsmenge

{(vi+¢)iz1,..N, | c € R}

liegt. Formal wird v durch anp(v) genauso ersetzt wie schon flg, durch fj

(siehe (2.12)) oder f; durch f; (siehe (2.15)) (falls man diese MaBnahme

einsetzt). Der Unterschied liegt allerdings darin, dafl die Anpassung einen

anderen Représentanten der jeweiligen Losungsmenge auswihlt, (2.12) und

(2.15) dagegen die Gleichungssysteme (mehr oder weniger stark) verdndern.
Zwei Varianten dieser Anpassung werden hier verwendet:

o die komplette Anpassung:

In den Verfahren wird jeweils nach der Relaxation (vor und nach der
Grobgitterkorrektur) und nach der Lésung auf dem grébsten Gitter
der erhaltene Vektor v nach obigem Schema angepafit.

o die grobe Anpassung:

Hier wird lediglich auf dem grébsten Gitter die berechnete exakte
Lésung angepalit.

Wie im Abschnitt 2.2.3 noch gezeigt wird, ist eine (komplette) Anpassung in
vielen Fillen unnétig, vor allem, wenn FMG verwendet wird. Bei sehr grofien
Startresiduen und fiir die Berechnung von asymptotischen Konvergenzraten
ist sie allerdings (fiir CS) unbedingt erforderlich!

2.2 Numerische Ergebnisse

Die fiinf FORTRAN-Programme wurden anhand mehrerer Beispiele gete-
stet. Dabei machte es sich beim Verfahren HRED nicht bemerkbar, daf§
die Losbarkeit der Gleichungssysteme auf den gréberen Gittern nicht gesi-
chert ist: Die diskrete Kompatibilitdtsbedingung (2.3) ist hier auch auf den
groberen Gittern trotzdem erfiillt, so dafi keine Schwierigkeiten auftreten.



2.2. NUMERISCHE ERGEBNISSE 37

Bei ILEX liegt der Fall anders, da die Bedingung (2.3) auf den gréberen Git-
tern nicht anndhernd erfiillt ist, wenn auch die Werte der Summe in (2.3)
von Cycle zu Cycle kleiner werden.

Es erweist sich bei nicht erfiillter Kompatibilititsbedingung auf den
groberen Gittern als nicht hilfreich, f; durch f; (siehe (2.15)) zu erset-
zen: Die Raten verbessern sich in keinem Fall. Diese Anderung sorgt zwar
fiir eine Losbarkeit des entsprechenden neuen Gleichungssystems, verdndert
die Ausgangsaufgabe aber so stark, daf§ sie nicht mehr ,erkennbar® ist.

AuBerdem ist kein Unterschied zu bemerken, wenn man statt fj, (siehe
(2.12)) doch fl|g, verwendet: Die ,exakte“ Null in der diskreten Kompa-
tibilitdtsbedingung ist nicht erforderlich. Die Programme vertragen auch
GroBenordnungen von etwa 1077 (teilweise auch grofer), ohne daf sich die
Raten &ndern. Sicherheitshalber sollte trotzdem f, verwendet werden.

Die Ergebnisse der noch folgenden Abschnitte zeigen dann eindeutig, daf§
die Red-Black-Verfahren FRED und HRED und im W-Cycle auch w-FRED
den lexikographischen Verfahren FLEX und ILEX vorzuziehen sind. Im V-
Cycle jedoch erweist sich w-FRED sogar als langsamer als die anderen mit
Ausnahme von ILEX.

Da fiir einen Mehrgitter-Cycle bei HRED der Rechenaufwand dank Half
Injection geringer als bei FRED ist, das wiederum schneller als w-FRED
einen Cycle durchlduft, ergibt sich letztlich, dafi im X(2,1)-Cycle HRED
und im X(1,1)-Cycle FRED vorzuziehen ist. w—FRED lohnt sich fiir die
zweidimensionale Poissongleichung nicht.

Die erhaltenen Werte wurden mit den Konvergenzraten analoger Ver-
fahren fiir Dirichlet-Randbedingungen bzw. Werten aus der rigorosen und
lokalen Fourier-Analyse verglichen, HRED-W(2,1) zudem mit einem Galer-
kin-Verfahren von Hackbusch [29], das ebenfalls fiir periodische Randbedin-
gungen gedacht ist. Es ergab sich hierbei folgendes:

e Die aus der rigorosen Fourier-Analyse stammenden Werte stimmen

mit den entsprechenden asymptotischen Konvergenzraten fiir FRED
bzw. HRED iiberein. Der w-FRED-Wert ist etwas schlechter.

o Werte fiir FLEX entsprechen den aus der lokalen Fourier-Analyse
stammenden pj,.. Bei ILEX zeigen sich grofle Abweichungen, wie es
dank der Probleme auf den gréberen Gittern auch zu erwarten ist.

e HRED und das Galerkin-Verfahren zeigen sehr dhnliche Konvergenz-
raten von 0.033 bzw. 0.032.

e Die entsprechenden Verfahren fiir Dirichlet-Randbedingungen liefern
demgegeniiber etwa dieselben oder aber etwas schlechtere Konvergenz-
raten.

Insgesamt bestdtigt dies auch fiir (w-)FRED, HRED und FLEX eine Beob-
achtung von Hackbusch in [30], daB die Wahl anderer (d.h. hier periodischer)
Randbedingungen die Konvergenz der Multigrid-Verfahren nicht verschlech-
terts.

®In [30] wurde dies fiir das Galerkin-Verfahren [29] beobachtet.
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Desweiteren wurden die FMG-Verfahren getestet sowie Untersuchungen zur
Wirkung der Anpassung durchgefiihrt. Die einzelnen Ergebnisse finden sich
in den ndchsten Abschnitten.

2.2.1 Konvergenzordnung und -raten
Ergebnisse werden hier fiir zwei ausgewihlte Beispiele angegeben. Fiir an-
dere Funktionen® zeigt sich aber das gleiche Bild.

Beispiel (1)

(2.17) f(z,y) = 8x?%sin (272) sin (27y) .
Dieses Problem besitzt als exakte Losung die Funktionenschar
(2.18) w(z,y) =sin (27z)sin (27y) + ¢ mit c € R.

Fiir dieses Beispiel wird N = 64 gewihlt. Als Startwerte werden ugo)(wi, y;) =
1+ j verwendet.

Beispiel (2)

(2.19) f(z,y) = 167*sin (272 + 1) + 6077 cos (27 (22 + y)) -
Die exakte Liosung dieses Problems ist die Funktionenschar
(2.20)  wu(z,y) =4sin(2rz 4+ 1)+ 3cos(27(2z+y)) + ¢ mit c € R.

Fiir dieses Beispiel werden, wenn nicht anders angegeben, N = 256 sowie
als Startwerte ugo)(wi, y;) =i+ j benutzt.

Definitionen

Im folgenden sei ugj) die nach j Mehrgitter-Iterationen berechnete Niherung
fiir die diskrete Losung up. Mit 4y, ist dann der Grenzwert dieses Iterations-
verfahrens gemeint. Mit r; wird die Maximumsnorm des Residuums nach

der j-ten Mehrgitter-Iteration bezeichnet:

1

h2 Llugj)

In

-l
o0
Mit ,,Anfangsresiduum® ist ro gemeint, mit ,Endresiduum® das fiir das
jeweilige Verfahren und Beispiel kleinstmogliche numerisch erhéltliche r;
(abhdngig vom verwendeten Rechner).
Weiter wird fiir 7 = 1,2,... der Faktor R; der Residuenverkleinerung
nach der j-ten Mehrgitter-Iteration definiert:
e
R; = —|

T‘]‘_l

*u € C*(Q), vergleiche Abschnitt 1.1.2, Fufinote.
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Die ,,durchschnittliche Konvergenzrate p* (Average Reduction Factor, ARF)
ist dann

1

()= (f1 )"

7=a+1

wobei e > a geeignet gewidhlt sind. Weiterhin wird noch die asymptotische
Konvergenzrate p> der R; fiir j — oo definiert!?, falls der Grenzwert exi-
stiert:

p~ = lim R;.
J—r0o0
Zum Vergleich fiir die durchschnittlichen Konvergenzraten wurden die fol-
genden Verfahren verwendet:

e MGOO0, ein Mehrgitter-Verfahren aus [25] (auch abgedruckt in [58]),
dafl zur Losung der entsprechenden Aufgabe mit Dirichlet-Randbe-
dingungen gedacht ist. Es entspricht in der Wahl der Komponenten
dem Verfahren HRED.

e ein Galerkin-Verfahren [29], welches bilineare Interpolation, Full Weigh-
ting und zebra-line Gaufi-Seidel benutzt.

Konvergenzordnung:

Die vorgestellten CS-Verfahren weisen alle die Konvergenzordnung 2 auf,
wie man anhand der Tabelle 2.9 erkennen kann: !

[l = hloc = O(R2).

Somit besitzen die Verfahren sowohl Konsistenz- als auch Konvergenzord-
nung 2.

(Un-)Abhéangigkeit der Konvergenzraten

Berechnet man die (asymptotischen) Konvergenzraten p (wie z.B. in Tabelle
2.2 fiir Beispiel (2) und N = 256 geschehen), so zeigt sich, daf§ sie prinzipi-
ell unabhdngig von der Wahl von h, f (siehe Beginn von Abschnitt 2.2.1)
und dem Startwert uéo) sind. Die asymptotischen Konvergenzraten lassen
sich allerdings nur mit f = 0 und mit kompletter Anpassung gut berech-
nen (aufgrund von Rundungsfehlern, siehe Abschnitt 2.2.3). Lediglich bei
ILEX und w-FRED-V(vy,v;) zeigen sich Unterschiede (siehe Tabelle 2.4),
die bei ILEX allerdings ihre Ursache darin haben sollten, daf§ die diskrete
Kompatibilitdtsbedingung auf den gréberen Gittern unterschiedlich schlecht
bei verschiedenen Beispielen erfiillt ist, was wiederum die Konvergenzraten
unterschiedlich verschlechtert.

1%Bei praktischen Berechnungen werden hier aber héchstens 500 Iterationen durch-
gefiihrt.
"Hier ist ||u — tin||co = ||t — un||co, siche daher Spalte ||u — un|co.
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Die Auswertung der Tabelle 2.2 ergibt (ohne Betrachtung von
MGO00):

o Im W-Cycle weist w-FRED je die besten durchschnittlichen Konver-
genzraten p auf, gefolgt von FRED, HRED, FLEX und mit grofiem
Abstand ILEX.

e HRED-W(2,1) und HRED-V(2,1) sind lediglich etwas schlechter als die
entsprechenden FRED-Verfahren. HRED-W(1,1) und HRED-V(1,1)
konvergieren allerdings nur etwa halb so schnell. Fiir X(2,1) ist dank
des kleineren Rechenaufwandes also HRED, fiir X(1,1) dagegen FRED
vorzuziehen.

e p(FRED) ist zwar gegeniiber p(w-FRED) im W-Cycle etwa andert-
halbmal so grof, aber dafiir muf} bei w-FRED fiir die Berechnung jeder
Komponente der neuen Niherung pro Relaxationsschritt eine Multi-
plikation und eine Addition mehr durchgefiihrt werden, weswegen sich
effektiv FRED und w-FRED nicht besonders unterscheiden. Da sich
im V-Cycle w-FRED sogar deutlich schlechter als FLEX verhilt, ist
dieses Verfahren im zweidimensionalen Fall keine gute Alternative zu

FRED oder HRED.

e Weil vom Rechenaufwand her FLEX dem Verfahren FRED entspricht,
aber p(FLEX) jeweils deutlich gréBer als p(FRED) ist, kann FLEX mit
FRED nicht konkurrieren.

e Fiir FRED, HRED, FLEX (und MG00) gilt:
p(W(2,1)) <p(V(2,1)) < p(W(L 1)) < p(V(L,1)).
Fiir w-FRED und ILEX gilt dagegen:
p(W(2,1)) <p(W(L,1)) <p(V(2,1)) <p(V(1,1)).

p(FRED) bleibt immer unterhalb von 0.1, MGOO nur fiir V(1,1) nicht,
HRED und FLEX fiir W(1,1) und V(1,1) nicht und w-FRED fiir V(2,1)
und V(1,1) nicht.

e Da die Raten fiir ILEX gegeniiber den anderen schlecht sind und die
Kompatibilitdtsbedingung (2.3) auf den gréberen Gittern nicht erfiillt
(s.0.) ist, ist dieses Verfahren fiir die gestellte Aufgabe nicht geeignet.

e Die durchschnittlichen Konvergenzraten stimmen fiir HRED gut mit
den asymptotischen (siche Tabelle 2.3) iiberein. Fiir (w-)FRED und
ILEX sind die Grenzwerte etwas schlechter, da nach einigen Iterations-
schritten die Raten R; etwas gréfier werden. Fiir FLEX konvergieren
die R; in keinem der getesteten Fille (was seine Ursache letztlich darin
hat, dafi der ganze Iterationsoperator fiir das Mehrgitter-Verfahren in
diesem Fall nicht symmetrisch ist und daher auch komplexe Eigenwerte

haben kann).
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Gegeniiberstellung der (asymptotischen) Konvergenzraten p(*) mit
vergleichbaren Werten:

e Fiir FRED und HRED im W(ry,1)-Cycle ergeben sich Grenzwerte
p°, die den Zwei-Gitter-Konvergenzraten p* aus der rigorosen Fou-
rieranalyse (siche [60]) fiir die entsprechenden Verfahren mit Dirichlet-
Randbedingungen sehr gleichen (siehe Tabelle 2.6). Die p>-Werte fiir
HRED und MGOO0 sind zudem mit Ausnahme von V(1,1) fast identisch
(siche Tabelle 2.3).

Der Wert fiir w-FRED ist etwas schlechter als das entsprechende p*.
Dies liegt daran, dafi nach etwa 30 Iterationen Rundungsfehler zu ei-
nem Sprung der R; fithren (um etwa 0.01) und sich danach die R; auf
einem etwas schlechteren Niveau von etwa 0.058 bis 0.061 bewegen.

e Die in [60] durchgefiihrte lokale Fourieranalyse fiir GS-LEX und Full
Weighting bzw. Injection liefert lokale Raten pi,., die recht nahe an den
p-Werten fiir FLEX liegen (siehe Tabelle 2.7). Die p* (ILEX) dagegen
weichen stark von den entsprechenden pj,. ab. Die Ursache dafiir ist,

daf} auf den groberen Gittern die Gleichungssysteme nicht mehr 16sbar
sind (s.0.).

e Der Vergleich von HRED mit MGOO zeigt, daf} sie im W(2,1)-Cycle et-
wa gleichschnell sind, ansonsten allerdings MGOO0 vor allem fiir X(1,1)
deutlich schneller ist (fiir die asymptotische Betrachtung stimmt dies
nicht, dort unterscheiden sie sich kaum, s.o.).

e Vergleicht man nun HRED-W(2,1) zusétzlich mit dem Galerkin-Ver-
fahren fiir periodische Randbedingungen, so ergeben sich fiir Beispiel
(1)'? etwa dieselben Raten, ndmlich 0.033 (HRED) bzw. 0.032 (Ga-
lerkin). Allerdings ist der Rechenaufwand fiir das Galerkin-Verfahren
héher - zumindest fiir quadratische Gebiete -, so daf HRED-W(2,1)
hier effektiver ist.

MGO00-W(2,1) und das Galerkin-Verfahren fiir Dirichlet-Randbeding-
ungen ergeben dhnliche Raten: MGO0 konvergiert (je nach Beispiel) ge-
ringfiigig schneller oder gleichschnell als HRED-W(2,1), das Galerkin-
Verfahren dagegen etwas langsamer (siehe Tabelle 2.5).

Von den vorgestellten CS-Verfahren erweisen sich insgesamt FRED-W(1,1)
und HRED-W(2,1) als die effektivsten: Sie weisen das richtige Verhiltnis
von kleiner Konvergenzrate p (bzw. p*) und Rechenaufwand pro Cycle
vor und sind damit etwa gleich schnell. Da sowohl der Rechenaufwand (bis
auf ,,Randeffekte“) als auch die asymptotischen Konvergenzraten fiir diese
Verfahren gegeniiber entsprechenden fiir Dirichlet-Randbedingungen etwa
gleich sind, kann man dieses Ergebnis der Effektivitdtsanalyse in [58] (Ka-
pitel 8.2) entnehmen.

Damit ist also auch FRED-W(1,1) effektiver als das Galerkin-Verfahren
fiir periodische Randbedingungen (fiir quadratische Gebiete).

2Fiir dieses Beispiel fanden sich Angaben von Konvergenzraten fiir das Galerkin-

Verfahren.
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Allerdings kann die Verwendung von Half Weighting zu Schwierigkeiten
auf den groberen Gittern fiihren (sieche Abschnitt 2.1.3). Als effektives und
sicheres Verfahren bleibt damit FRED-W(1,1) iibrig.

\ | Anpassung || w-FRED | FRED | HRED [ FLEX [ ILEX [ MGOO |

W(2,1) nein 0.014 | 0.025 | 0.033 | 0.081 | 0.278 || 0.032
W(2,1) ja 0.032 | 0.084 —
W(L,1) nein 0.030 | 0.059 | 0.117 | 0.144 | 0.439 || 0.058
W(1,1) ja 0.029 0.118 | 0.147 —
V(2,1 nein 0.162 | 0.040 | 0.051 | 0.097 | 0.514 || 0.045
V(2,1) ja 0.042 | 0.052 | 0.100 —
V(1,1) nein 0.326 | 0.083 | 0.191 | 0.147 | 0.611 || 0.124
V(1,1) ja 0.085 —

Tabelle 2.2: Durchschnittliche Konvergenzraten p fiir Beispiel (2). Wenn
nicht anders angegeben, liefert die komplette Anpassung den gleichen Wert.
Die grobe Anpassung hat hier keine Wirkung.

\ | «-FRED [ FRED | HRED | FLEX | ILEX [[ MGOO |

W(2,1) [ 0035 [ 0.052 | 0.034 | kK. | 0.414 || 0.034
W(L,1) | 0.061 | 0.074 | 0.125 | kK. | 0.493 || 0.124
V(2,1) | 0276 | 0.080 | 0.066 | k.K. | 0.675 | 0.063
V(L,1) || 0497 | 0115 | 0201 | kK. | 0.727 || 0.184

Tabelle 2.3: Asymptotische Konvergenzraten p°*. Die Werte wurden fiir
f=0, ugo (x4, ;) = 107°(i 4+ j), N = 256 und mit kompletter Anpassung

)
berechnet (k.K.=keine Konvergenz).

2.2.2 Test der FMG-Verfahren
Ein FMG-Verfahren soll folgende Eigenschaften besitzen (vergleiche [58]):

e Fiir die vom Verfahren berechnete N&herungslésung ufMG der diskre-
ten Losung uy gilt (in einer geeigneten Norm):

FMG
(2.21) [ = M| < 2w — s

e Die Anzahl der benétigten arithmetischen Operationen ist proportio-
nal der Anzahl der Gitterpunkte.

Da der Rechenaufwand fiir die hier beschriebenen Verfahren und der fiir ent-
sprechende mit Dirichlet-Randbedingungen gleich ist (bis auf vernachlissig-
bar kleine Unterschiede durch die Behandlung der Randpunkte), ergibt sich
die Giiltigkeit der zweiten Bedingung aus den Uberlegungen in [60].

Die Ergebnisse des Tests der Giiltigkeit von (2.21) fiir die verschiedenen
Verfahren (im W-Cycle) sind exemplarisch fiir Beispiel (2) in Tabelle 2.8
dargestellt. Fiir andere Beispiele ergibt sich ein analoges Bild.
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w-FRED ILEX

N Ve | v | we | v
32 0.131 0.319 0.369 0.578
64 0.187 0.387 0.397 0.648
128 || 0.233 0.446 0.410 0.694
256 || 0.276 0.497 0.414 0.727

Tabelle 2.4: Asymptotische Konvergenzraten p*. Die Werte wurden fiir
f=0, ugo)(xi,yj) = 10"(i + j), N = 256 und mit kompletter Anpassung

berechnet.

Randbedingungen
Verfahren periodisch | Dirichlet
HRED-W(2,1) 0.033 —
Galerkin 0.032 0.038
MGO00-W(2,1) — 0.031

Tabelle 2.5: Vergleich der durchschnittlichen Konvergenzraten verschiedener
Verfahren fiir Beispiel (1).

Fiihrt man die Berechnungen fiir » = 1 (siehe Abschnitt 2.1.2, FMG-
Methoden) durch, so ist aus der Tabelle ersichtlich, daf§ (2.21) bei FRED,
HRED und FLEX fiir FMG(X(vy,r2),1) immer, bei w-FRED aber nur fiir
FMG(W(rq,v2),1) erfiillt ist. ILEX erreicht aufgrund der schlechten Kon-
vergenzraten (2.21) nicht.

Beginnt man mit einem ungiinstigen Startwert fiir w,, (zn,,,yn,,) ° , 80

zeigt sich, daf die (grobe) Anpassung unbedingt erforderlich ist, um (2.21)
zu erreichen, wie man in Tabelle 2.9 im Vergleich zu Tabelle 2.10 klar sehen
kann: Mit (grober) Anpassung kann man sogar ugo)(xi,yj) = 107°(i + j)
wéihlen und erhilt trotzdem Ergebnisse, die denen aus Tabelle 2.8 entspre-
chen. Ohne Anpassung dagegen erhdlt man nicht einmal bei der Wahl von
ugo)(xj, yr) = 107(i + 7) und FMG(W(2,1),1) Werte, die (2.21) erfiillen. Zur
Anpassung siehe auch den nichsten Abschnitt.

Tabelle 2.9 zeigt deutlich, daB es sich bei FMG(X(ry,14),1) fiir FRED,
HRED und FLEX um ein Verfahren zweiter Ordnung bzgl. der Konvergenz
handelt: ||u — ul™M%||, = O(h?). w-FRED erfiillt auch dies nur fiir W(ry,1)
4 und ILEX lediglich ansatzweise fiir W(2,1).

Y3 Dieser Wert wird bei der Losung des singuliren Gleichungssystems auf dem grobsten
Gitter beibehalten. Hat man also z.B. als Startwert u(ho) (#:,y;) = 107(i + j) gewéhlt, so
ist um(zN,,,Yn,) = u(ho) (zn,yn) = 107(]\7 + N), und da hier immer m = p verwendet
wird: up(z2,y2) = 102N, h,, = 1/2. Fiir das konkrete Beispiel (2) erweist sich diese Wahl
als ungiinstig.

YMwobei fiir W(1,1) die Werte bei diesem Beispiel ,zu gut“ sind, bei einer Wahl von

r > 2 allerdings wieder im Rahmen.
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) ‘

‘ Verfahren H p* ‘ p
| w-FRED-W(1,1) ]| 0.052 | 0.061 |

FRED-W(1,1) | 0.074 [ 0.074
FRED-W(2,1) || 0.053 | 0.052
HRED-W(1,1) | 0.125 | 0.125
HRED-W(2,1) || 0.033 | 0.034

Tabelle 2.6: Vergleich der aus der rigorosen Fourier-Analyse (RFA) erhalte-
nen Werte p* mit den berechneten p™.

‘ Verfahren H Ploc ‘ p bzw. p™ ‘
FLEX-W(1,1) || 0.193 0.144

FLEX-W(2,1) [[ 0.119 | 0.081

ILEX-W(L,1) |[0.200 | 0.493
ILEX-W(2,1) |[0.089 | 0.414

Tabelle 2.7: Vergleich der aus der lokalen Fourier-Analyse (LFA) erhaltenen
Werte pjo. mit den berechneten p(FLEX) bzw. p> (ILEX).

2.2.3 Anpassung

Verschiedene Tests mit den Programmen (w-)FRED, FLEX, HRED und
ILEX zeigen, daf bei Benutzung der kompletten Anpassung die Residuen im
CS-Modus bis auf einen Wert ¢ verkleinert werden, wobei ¢ zwar abhingig
von der gewidhlten Maschenweite h und der Beispielfunktion f ist, aber dann
unabhéngig vom Verfahren und vom Startwert (siehe Tabelle 2.11). Auch das
Verfahren MGOO liefert bei der Maschenweite h als Endresiduum den Wert
c. Daraus kann man schlieflen, dafl ¢ nur abhingig von der Maschinengenau-
igkeit ist.

Mit grober Anpassung oder vollig ohne Anpassung werden dagegen die
Residuen insgesamt um etwa den Faktor 10'5 (abh#ingig vom Rechner) ver-
kleinert, falls nicht vorher schon ein Residuum der Gréflenordnung c erreicht
ist. Das minimale Residuum héngt also in diesem Fall vom Startwert ab (sie-
he Tabelle 2.11).

Fiir Anfangsresiduen rg moderater Grée (d.h. z.B. maximal 10!, falls
man ein Endresiduum der Gréfie 107* erreichen méchte) kann man dann
tatsdchlich beobachten, dafi die CS-Verfahren Ndherungsldsungen im Be-
reich des Diskretisierungsfehlers schon berechnet haben, bevor die komplette
Anpassung signifikante Auswirkungen zeigt. Dies zeigt Tabelle 2.12.

In den Tabellen 2.2 und 2.8 sieht man fiir diesen Fall auflerdem, daf§ die
(komplette oder grobe) Anpassung im wesentlichen auch keine Auswirkun-
gen auf die Konvergenzraten bzw. die Ergebnisse des FMG-Tests hat. Dafy
die Konvergenzraten fiir die Verfahren mit kompletter Anpassung meist ge-
ringfiigig schlechter sind als ohne Anpassung, liegt daran, daf fiir erstere ein
paar Iterationen mehr zur Berechnung von p benutzt werden kénnen und
zum Ende hin (d.h. in der Nihe von ¢) die Raten R; sich meist geringfiigig
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| 7 | Anpassung || o-FRED | FRED | HRED [ FLEX | ILEX

V(1,1) ja 4.3E-1 1.0E-3 | 6.5E-4 | 1.3E-3 | 1.8E-1
nein 4.5E-1

V(2,1) ja 4.7E-2 | 9.0E-4 | 6.6E-4 | 1.0E-3 | 4.0E-2
nein

W(1,1) ja 1.9E-4 | 7.1E-4 | 7.1E-4 | 7.1E-4 | 3.3E-2
nein 2.0E-4

W(2,1) 7.0E-4 | 7.1E-4 | 7.1E-4 | 7.1E-4 | 3.4E-3

Tabelle 2.8: FMG-Test fiir Beispiel (2). Angegeben sind jeweils ||uf™% —y]|
nach FMG(Z,1). Mit Anpassung ist hier die komplette Anpassung gemeint.
Wenn nicht anders angegeben, liefert sie den gleichen Wert. Werte, die man
mit grober Anpassung erhilt, liegen zwischen denen mit kompletter bzw.
ohne Anpassung. Hier ist ||u — up||oo = 7.1-107%

verschlechtern.

Anders liegt der Fall bei der Berechnung der asymptotischen Konver-
genzraten p®. Hier ist unbedingt die komplette Anpassung erforderlich, weil
sonst nicht genug Iterationsschritte betrachtet werden kénnen: Eine Resi-
duenverkleinerung um 10'° reicht hier nicht aus. Nur mit der kompletten
Anpassung kann man fiir f = 0 die Residuen auf 0 verkleinern.

Die FMG-Verfahren kommen nicht ohne eine Anpassung aus, wenn die
berechnete Lésung auf dem grobsten Gitter zu grof§ ist, d.h. wenn

N

k=1

gilt. Allerdings geniigt in einem solchen Falle {iblicherweise die grobe Anpas-
sung, um numerische Schwierigkeiten durch betraglich grofie Werte auszu-
schalten, da der Transfer dieser ,,kleinen* exakten Losung auf das ndchstfei-
nere Gitter eine Startndherung ugg)_l ergibt, die ein kleines Anfangsresiduum
ro liefern sollte. Ergebnisse dieser (erfolgreichen) Vorgehensweise finden sich
in Tabelle 2.9.

Zusammenfassend kann man also sagen, dafl nur bei sehr grofien An-
fangsresiduen Vorsicht geboten ist. Da die komplette Anpassung den Re-
chenaufwand erhéht, sollte also zu Beginn eines CS-Verfahrens durch Be-
rechnung von rg getestet werden, ob sie notig ist. Weil aber die einmalige
Anpassung auf dem grébsten Gitter weniger aufwendig als die Berechnung
von rg ist, sollte bei FMG direkt die grobe Anpassung verwendet werden.

2.2.4 Fazit

Von den getesteten fiinf Verfahren erweisen sich HRED-W(2,1) und FRED-
W(1,1) sowohl in der FMG- als auch in der CS-Version als die giinstig-
sten, weil sie die kleinsten effektiven Konvergenzraten (unter Einbeziehung
des Rechenaufwandes) besitzen und die in 2.2.2 beschriebenen Kriterien
fiir FMG-Verfahren erfiillen. Allerdings kann es bei Verwendung von Half
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| 7Z | N []Ju—uille | «-FRED | FRED | HRED [ FLEX | ILEX

32 4.6E-2 2.3E-1 | 6.0E-2 | 4.1E-2 | 7.6E-2 | 5.9E-1
V(1,1) | 64 1.1E-2 3.2E-1 | 1.6E-2 | 1.1E-2 | 2.0E-2 | 4.2E-1
128 2.9E-3 3.8E-1 | 4.1E-3 | 2.6E-3 | 5.3E-3 | 3.1E-1
256 7.1E-4 4.3E-1 | 1.0E-3 | 6.8E-4 | 1.3E-3 | 24E-1
32 4.6E-2 2.3E-2 | 5.5E-2 | 4.3E-2 | 6.0E-2 | 1.9E-1
V(2,1) | 64 1.1E-2 2.4E-2 | 1.4E-2 | 1.1E-2 | 1.6E-2 | 1.1E-1
128 2.9E-3 3.9E-2 | 3.6E-3 | 2.7E-3 | 4.0E-3 | 6.6-2
256 7.1E-4 4.7E-2 | 9.0E-4 | 6.6E-4 | 1.0E-3 | 4.1E-2
32 4.6E-2 4.3E-2 | 5.0E-2 | 4.5E-2 | 5.5E-2 | 4.2E-1
W(l,1) | 64 1.1E-2 7AE-3 | 1.2E-2 | 1.1E-2 | 1.2E-2 | 2.1E-1
128 2.9E-3 9.4E-4 | 2.9E-3 | 28E-3 | 2.9E-3 | 9.9E-2
256 7.1E-4 1.9E-4 | 7.1E-4 | 7.1E-4 | 7T.1E-4 | 4.2E-2
32 4.6E-2 4.8E-2 | 4.9E-2 | 4.5E-2 | 5.2E-2 | 1.7E-1
W(2,1) | 64 1.1E-2 1.1E-2 | 1.2E-2 | 1.1E-1 | 1.2E-2 | 5.5E-2
128 2.9E-3 2.8E-3 | 2.9E-3 | 28E-3 | 2.9E-3 | 1.5E-2
256 7.1E-4 7.0E-4 | 7.1E-4 | T1E4 | 7.1E-4 | 3.5E-3

Tabelle 2.9: FMG-Test fiir Beispiel (2) und Startwert ugo)(wi, y;) = 107°(i +
7). Angegeben ist jeweils ||uf MY —u|o, nach FMG(Z,1). Die Werte wurden
mit grober Anpassung berechnet.

| Z | N []lu—uplloe || «-FRED [ FRED | HRED | FLEX | ILEX

| W(2,1) [256 | 7.1E-4 | 1.7E-2 | 7.2E-2 | 4.2E-2 | 6.0E-2 | 4.6E-2

Tabelle 2.10: FMG-Test fiir Beispiel (2) und Startwert ugo)(wi, y;) = 107(i +

7). Angegeben sind jeweils ||ul™“ —u||,, nach FMG(Z;1). Die Werte wurden
ohne Anpassung berechnet.

Weighting zu Schwierigkeiten auf den gréberen Gittern kommen, da die
Losbarkeit der Gleichungssysteme nicht gesichert ist, auch wenn in allen
getesteten Beispielen dies nicht in sichtbar war. Eine erzwungene Kompa-
tibilitit auf den groben Gittern (durch Anderung der f;, siehe (2.15)) fiir
Verfahren, die Injection oder Half Weighting (siehe dazu auch Kapitel 3)
verwenden, verbessert die Werte nicht. Damit bleibt also FRED-W(1,1) als
effektives und sicheres Verfahren.

Eine Anpassung ist nur bei sehr groflen Anfangsresiduen oder bei Be-
rechnung von asymptotischen Konvergenzraten notwendig. Bei FMG reicht
die grobe Anpassung, die den Rechenaufwand nur unwesentlich heraufsetzt.

Weil auBerdem (zumindest fiir die hier betrachteten quadratischen Ge-
biete) FRED-W(1,1) und HRED-W(2,1) effektiver als das Galerkin-Ver-
fahren [29] sind, ergibt sich insgesamt:

Zur Losung der zweidimensionalen Poissongleichung auf einem quadrati-
schen Gebiet mit periodischen Randbedingungen kénnen mit Erfolg CS-
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‘ f(x,y) ‘ N ‘ ugo)(xi,yj) ‘ AR ER GRF c
0 7.9E101 | 3.6E-12 | 2.2E413 | 3.65-12
64 i1 5.2E405 | 4.7E-10 | 1.1E4+15 | 4.1E-12
(2.17) i+1000j 2.6E+08 | 1.3E-07 | 2.0E4+15 | 3.2E-12
0 7T.9E+401 | 6.5E-11 | 1.2E412 | 6.5E-11
256 i+]j 3.4E+07 | 3.0E-08 | 1.1E4+15 | 7.3E-11
i+1000j 1.7E+10 | 1.0E-05 | 1.7E4+15 | 6.5E-11
0 7.5E+02 | 5.8E-10 | 1.3E4+12 | 5.8E-10
(2.19) | 256 i+j 3.4E+07 | 3.0E-08 | 1.1E4+15 | 5.8E-10
i+1000j 1.7E410 | 1.0E-05 | 1.7TE4+15 | 5.8E-10

47

Tabelle 2.11: Zur Anpassung. Es ist AR das Anfangsresiduum rg, ER das
Endresiduum (mit grober oder ohne Anpassung) und GRF=AR/ER. Zu ¢

siehe Text.

und FMG-Verfahren eingesetzt werden, die denen fiir die Poissongleichung
mit Dirichlet-Randbedingungen in der Wahl der Komponenten sowie hin-
sichtlich des Rechenaufwandes und der Parallelisierbarkeit entsprechen. ks
ergeben sich bei geeigneter Komponentenwahl sehr dhnliche durchschnittli-

che bzw. asymptotische Konvergenzraten.
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‘ Verfahren ‘ j ‘ anp ‘
w-FRED  W(2,1) | 4 8
W(l,1) | 5 9
V(2,1) | 11| 17
V(1,1) | 24| 34
FRED W(2,1) | 5 10
W(l,1) | 6 11
V(2,1) | 6 11
V(1,1) |10 | 11
HRED  W(2,1) | 5 10
W(l,1) | 8 16
V(2,1) | 8 11
V(1,1) | 13| 18
FLEX W(2,1) 12
W(l,1) | 8 16
V(2,1) | 9 14
V(1,1) | 12| 17
ILEX W(2,1) | 10 | 23
W(1,1) [ 19 | > 30
V(2,1) | 33 | > 50
V(1,1) | 46 | > 60

Tabelle 2.12: Zur Anpassung. Werte wurden fiir Beispiel (2) berechnet. j gibt
die Anzahl der Iterationen an, die zum Erreichen von ||u§L]) — ] < T1E—4
notig ist (ohne Anpassung). Erst nach i, Iterationen unterscheiden sich die
Ry der Verfahren mit kompletter bzw. ohne Anpassung.



Kapitel 3

Dreidimensionales

Modellproblem

3.1 Diskretisierung und Mehrgitter-Verfahren

3.1.1 Diskretisierung

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse soll nun das dreidimensionale Ausgangs-
problem in der Form (1.6) - (1.8) (bzw. (1.27) - (1.29) mit a1 = a3 = a3 = 1)

(3.1) —Upy — Uyy — Uz = [ in Q
mit periodischen Randbedingungen in 9]0, 1]° :

u(0,y,2) =u(l,y,2),
(3.2) u(z,0,2) =u(z,1,2),
uw(z,y,0) =u(z,y,1)

uw(ov Y, Z) = ul’(lv Y, Z) )
(3.3) wy(2,0,2) = uy(z, 1, 2),
UZ($7 Y, 0) = UZ($7 Y, 1)
mit einem Mehrgitter-Verfahren geldst werden. Im folgenden bezeichnen
Qp=GE N [h, 1]3,
oy, :Ghﬂa([o,l—l—h]?’),

1
wj:jh,yj:jh,Zj:jhundh:ﬁmitNZQP,pEN.

Dann fiihrt eine zu Kapitel 2 analoge Vorgehensweise zu folgender Diskreti-
sierung zweiter Ordnung (mgq = 2):

(3.4) Lyup, =h%f, in Q.

49
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wobei in {(z;,yx,21) | 5, k,l=2,..., N -1}

-1
Lp=|-1/-1 6 -1|-1

-1 b

gilt und Ly fiir die restlichen Punkte aus Qj durch Ausnutzung der gefor-
derten Periodizitdt von uj abgedndert werden mufl. Dazu werden also die
folgenden Gleichungen verwendet:

uh($07yk721) — uh(xvakal) 3 uh(xlvykvzl) - Uh($N+17yk7Z[) 3
(3.5) wnlzj,y0,21) = un(xj,yn, 21)  wn(@j, 91, 21) = up(®j, yn+41, 21)
wp (25, Yy 20) = wn (25, Yk 2N) 5 R (5, Yy 21) = wn (T4, Yry 2N41) -

Somit greift L; nur auf Punkte in Qj zu. Die Eigenfunktionen und Eigen-
werte des Operators Ly, finden sich in Abschnitt 1.2.3, wobei in (1.27),(1.28)
und (1.29) dann a; = az = a3 = 1 zu setzen ist.

Das Problem (3.4) ist entsprechend dem ein- und zweidimensionalen Fall
(vergleiche Lemma 1 und (2.3)) genau dann bis auf eine Konstante eindeu-
tig lésbar, wenn die diskrete Kompatibilititsbedingung

N
(3.6) h? Z Iz yr,21) =0

5k, I=1

erfiillt ist. Diese Bedingung soll ein gegebenes f;, hier erfiillen. Dazu geht
man wie in den Abschnitten 1.2.3 und 2.1.3 vor:

Aufgrund der Trapezformel (fiir f € C?*([0,1]%)) und den dreidimensio-
nalen Kompatibilititsbedingungen (siehe Satz 1) gilt:

N
WY e = [ S dr+ 00 = 0.

Jei=1 [0,1?

Daraus folgt:

N

R f(g,yk, 2) = O(h) .

7,k,0=1

Hier fiihrt (1.3) lediglich zu einer Ndherung erster Ordnung fiir (3.6), wenn
man direkt fl|g, als f; einsetzt. Da eine vorgegebene Funktion f also die
diskrete Kompatibilititsbedingung im allgemeinen nicht exakt erfiillt, wird
wie in (1.22) und (2.12) definiert:

(37) fh(wﬁykvzl) = f(xﬁykvzl) _f7
wobei f den Durchschnitt der Werte f(x;, yx, 2;) angibt:

N

N
f= % ST F@iyea) =8> flaj e ) -

5k, I=1 5k, I=1
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Somit erfiillt die neue Funktion f; die diskrete Kompatibilitdtsbedingung
(3.6) und stellt wegen

S, ye 20 — fulag g, z0) = f
_ / F(r) dr + O(h?)
[0,1]
_ o(h?)

eine Ndherung zweiter Ordnung fiir f|g, dar. Zusammen mit den Ergebnis-
sen fiir den ein- und zweidimensionalen Fall (siche 1.2.3 und 2.1.3) ergibt
sich also:

Die Kompatibilititsbedingung f[o 174 f(rydr = 0 fir die d-dimensionale
Poissongleichung (d € {1,2,3}) mit periodischen Randbedingungen fiihrt zu
einer Niherung (4—d)-ter Ordnung fiir die diskrete Kompatibilitdtsbedingung

N
h? Z flzjy, . 2,)=0.

Jlse-esja=1

Die Funktion fy, := f — f stellt aber immer eine Niherung »weiter Ordnung
fir flq, dar, so daff sich mit (3.4) insgesamt ein Verfahren zweiter Ordnung
bzgl. der Konsistenz zur Bestimmung einer Ndiherungslésung fiir u ergibt.

3.1.2 Mehrgitter-Verfahren

Wie die Ergebnisse des vorherigen Kapitels gezeigt haben, sind die Red-
Black-Verfahren (w-)FRED und HRED den lexikografischen Verfahren ILEX
und FLEX vorzuziehen. Ein dhnliches Bild erhilt man fiir entsprechende
Verfahren fiir die dreidimensionale Poissongleichung mit Dirichlet-Randbe-
dingungen (vergleiche [7]). Daher werden hier nur Mehrgitter-Verfahren be-
trachtet, die (w-)Red-Black-GauB-Seidel als Gldtter verwenden. Im einzelnen
sind sie durch die folgenden Komponenten charakterisiert:

o Mehrgitter-Clycle
Es wird v =1 (V-Cycle) oder v = 2 (W-Cycle) verwendet.

o Relaxationsverfahren

Es werden vy € {1,2} Relaxationsschritte vor und v = 1 Relaxati-
onsschritte nach der Grobgitterkorrektur durchgefiihrt, und zwar mit

w-GS-RB oder GS-RB.

In Abschnitt 2.1.2 (Relaxation) wurden bereits obere und untere Gren-
zen fiir w,,; sowie eine sehr gute Arbeitsgrofe (ein etwas kleinerer Wert
als wyy) angegeben. Im vorliegenden dreidimensionalen Fall berechnet
sich wyp zu:

Wup = = 1.1459
1++/1-C2,.
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mit Ciue = 1 — ¢ = 1 — % fiir den dreidimensionalen Laplace-
Operator. Hier werden die auch in der Literatur (siehe z.B. [65, 64])
verwendeten Werte

wrp = 1.1,
wy = 1.15

getestet.

Restriktion

Als Restriktion zum n&chstgroberen Gitter kommen Half oder Full
Weighting zum Einsatz. Im Zusammenspiel mit GS-RB ist Half Weigh-
ting wie im zweidimensionalen Fall dasselbe wie Half Injection.

DaSatz 3 genauso fiir den dreidimensionalen Fall gilt, reicht die Giiltig-
keit von (3.6) wie im zweidimensionalen bereits aus, um die Losbarkeit
der (singuldren) Gleichungssysteme auf allen betrachteten Gittern zu
folgern, falls FW als Restriktion verwendet wird.

FErakte Losung auf dem grébsten Gitter

Dies wird analog dem zweidimensionalen Fall durchgefiihrt. In den
numerischen Tests wird grundsitzlich m = p festgesetzt, d.h. alle zur
Verfiigung stehenden gréberen Gitter werden verwendet. Zur Losung
auf dem grébsten Gitter wird dabei up, (21, y2, 22) = 0 festgelegt.

Prolongation

Trilineare Interpolation wird verwendet.

Behandlung der ,Randpunkte® auf allen Leveln

Analog dem zweidimensionalen Fall wird konsequent (3.5) (d.h. die
Torusstruktur) ausgenutzt.

FMG-Interpolation

Hier wird die (tri)kubische Interpolation benutzt. Da fiir ihre Interpo-
lationsordnung kpaprq = 4 gilt, ist also kparg > mg erfiillt (hier ist
mq = 2, vergleiche Abschnitt 2.1.2).

In der Tabelle 3.1 sind die getesteten Kombinationen aufgefiihrt.

Verfahrensname wi-FR3D | we-FR3D | FR3D | HR3D

Glattungsverfahren || wi-GS-RB | we-GS-RB | GS-RB | GS-RB

Restriktion FW FW FW HW

Tabelle 3.1: Die getesteten Mehrgitter-Verfahren fiir das dreidimensionale
Modellproblem. Es sind nur die Komponenten aufgefiihrt, in denen sich die
Verfahren unterscheiden.
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Bemerkung: Die vorgestellten Verfahren kénnen wie im zweidimensiona-
len Fall analog entsprechenden Algorithmen z.B. fiir Dirichlet- oder Neu-
mannsche Randbedingungen parallelisiert werden.

3.2 Numerische Ergebnisse

Konkrete Werte werden im folgenden meist fiir die Beispielfunktion (1), die
auch in [7] verwendet wurde, oder fiir die Beispielfunktion (2) angegeben.
Fiir andere Beispiele! zeigt sich aber das gleiche Bild. Weitere Beispiele (mit
f € C?*(Q)) finden sich in Kapitel 5.

Beispiel (1)

flz,y, 2) = 12rsin(2ra)sin(2ry)sin(2rz) .
Die exakte Losung dieses Problems ist die Funktionenschar

u(z,y, z) = sin(2rz)sin(2ry)sin(2rz)+ ¢ mit c € R.
Beispiel (2)

flz,y,z) =4drsin(2rz + 1) + cos(2ry + 2) + sin(27z + 3) .

Die exakte Losung dieses Problems ist die Funktionenschar

uw(z,y, z) = sin(2rz + 1) + cos(2ry + 2) + sin(2rz2 + 3) + ¢ mit c € R.

Wenn nicht anders angegeben, werden jeweils N = 128 und ugo)(xj, Yk, 21) =
7+ k + [ verwendet.

Fiir Beispiel (1) mit N = 64 fanden sich asymptotische Konvergenzraten
fiir das entsprechende Dirichlet-Problem in [7]: B-FR bzw. B-HR meinen
dabei Mehrgitter-Verfahren, die in der Wahl der Komponenten FR3D bzw.
HR3D entsprechen.

3.2.1 Konvergenzordnung und -raten

Den dreidimensionalen Fall kann man prinzipiell mit dem zweidimensionalen
vergleichen. Er weist aber doch einige Besonderheiten auf. Wie im zweidi-
mensionalen sind fast alle CS-Verfahren auch hinsichtlich ihrer Konvergenz
zweiter Ordnung;:

I = nl]oe = O(h?) .

Lediglich HR3D-V(1,1) konvergiert nicht bzw. nur extrem schlecht: Die Ra-
te betragt etwa 0.99. Dies ist ein erster Hinweis darauf, dafl es bei HR3D
anders als im zweidimensionalen Fall zu Schwierigkeiten kommt. Der Grund

Ymit u € C*(Q), siche Abschnitt 1.1.2, Fufinote.
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dafiir ist, dafl die Gleichungssysteme auf den gréberen Gittern bei allen ge-
testeten Beispielen tatsdchlich nicht l6sbar sind (siche Abschnitt 2.1.3), was
Auswirkungen auf die vom Glétter bzw. auf dem grébsten Gitter berech-
neten (Ndherungs-)Losungen hat und letztlich die Konvergenzraten stark
verschlechtert.

Dieses Problem tritt bei HR3D-X(rq,17) fiir die getesteten vy € {1, 2},
vy = 1 auf, allerdings sind die Auswirkungen nicht in jedem Fall so drama-
tisch wie bei V(1,1). Es zeigt sich im direkten Vergleich, dafi sowohl v = 2
gegeniiber v = 1 als auch mehr Relaxationsschritte dazu fiihren, daf§ die
diskrete Kompatibilitidtsbedingung auf den groberen Gittern jeweils immer
besser erfiillt ist. Die Relaxationsverfahren reduzieren auch bei nicht erfiill-
ter Kompatibilitdtsbedingung die Residuen (meistens), allerdings dies umso
besser, je kleiner der Wert der Summe in der Kompatibilititsbedingung ist.
So kommt es, daf die p>(HR3D) fiir W(2,1), W(1,1) und V(2,1) nicht zu
stark von entsprechenden Werten fiir B-HR abweichen (siehe Tabelle 3.3).
Bei V(1,1) dagegen summieren sich die Fehler.

Es niitzt wie im zweidimensionalen Fall allerdings nichts, auf den gréobe-
ren Gittern die Kompatibilitdt der rechten Seite zu erzwingen (vergleiche
Abschnitte 2.1.3 und 2.2).

(Un-)Abhéangigkeit der Konvergenzraten

Wie auch die Tabellen 3.3, 3.4 und 3.5 zeigen, sind die Konvergenzraten
p und die asymptotischen Raten p® fiir HR3D, wi- und we-FR3D im W-
Cycle, fiir FR3D aber durchgéngig prinzipiell unabhingig von h, f (siehe
Beginn von Abschnitt 3.2) und der Startndherung. Die p® lassen sich wie im
zweidimensionalen Fall nur mit f = 0 und kompletter Anpassung berechnen.

Beim V-Cycle macht sich bei HR3D wieder die nicht erfiillte Kompatibi-
litdtsbedingung auf den gréberen Gittern bemerkbar: Bei V(2,1) werden die
Werte mit wachsendem N nur etwas grofier (um 0.01 bis 0.02), bei V(1,1)
dagegen um mehr als 0.1 fiir verdoppeltes N (siehe Tabelle 3.5).

wi- und we-FR3D zeigen im V-Cycle wie w-FRED eine h-Abhédngigkeit
der (asymptotischen) Konvergenzraten.

Abhéangigkeit von w

Beim Vergleich der Verfahren w-FR3D, we-FR3D und FR3D stellt sich
heraus, dafl w, fiir den W-Cycle die beste Wahl ist. Dies ergibt sich aus
den folgenden Beobachtungen:

Die Tabellen 3.2, 3.3 und 3.4 zeigen, daf} die (asymptotischen) Raten fiir
wo-FR3D kleiner als die fiir wi-FR3D und diese wiederum kleiner als die fiir
FR3D sind. Wiahlt man ein etwas kleineres w als 1.15, 4ndern sich die Raten
nicht merklich. Eine Wahl von w; = 1.1 erhoht allerdings bereits die Werte,
so dafd sich wy hier als die richtige Wahl erweist.

Den Aussagen in [65] entsprechend verbessert das optimale w die Glit-
tungseigenschaften fiir die dreidimensionale Poissongleichung so sehr, daf§
sich der Einsatz dieses Uberrelaxationsparameters lohnt. Dies kann man
hier daran beobachten, dafl p(wo-FR3D) deutlich weniger als halb so grof§
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wie p(FR3D) und p™(we-FR3D) nur knapp mehr als halb so groff wie
p>°(FR3D), der Rechenaufwand aber klar weniger als doppelt so grof ist.
Also ist anders als im zweidimensionalen Fall wy-FR3D im W-Cycle effekti-
ver als FR3D. Da auerdem p(w;-FR3D-W(1,1)) deutlich mehr als doppelt
so groff wie p(we-FR3D-W(2,1)) ist (bei p> ist es fast das Doppelte), aber
der Rechenaufwand bei W(2,1) nicht doppelt so grofi wie bei W(1,1) ist,
erweist sich letztlich wy-FR3D-W(2,1) als das giinstigste Verfahren.

Im V-Cycle liegt der Fall anders. Hier liefert FR3D mit Abstand die
besten Raten, und das Verhalten kehrt sich im ganzen um, denn nun ist
auch wi- besser als wy-FR3D.

Vergleich mit entsprechenden Werten fiir Dirichlet-Randbeding-
ungen

Die asymptotischen Konvergenzraten p™ (siehe Tabelle 3.3) unterscheiden
sich fiir FR3D und B-FR kaum, die Werte fiir FR3D sind nur geringfiigig
schlechter (dritte Nachkommastelle). Bei HR3D liegt der Fall anders. Von
W(2,1) bis V(1,1) werden die Unterschiede zu B-HR immer gréfer: 0.009,
0.034, 0.082, 0.424. Dafl die Werte fiir HR3D immer schlechter gegeniiber
denen fiir B-HR sind, liegt an den nicht erfiillten Kompatibilitdsbedingungen
auf den groberen Gittern (s.o.).

Vergleicht man die aus der RFA fiir das entsprechende Dirichlet-Problem
stammenden p*(W(1,1)) mit den berechneten p> (W (1,1)) fiir FR3D und w;-
FR3D (siehe Tabelle 3.6), so stellt sich heraus, daf sie fiir w = 1 (d.h. FR3D)
sehr gut iibereinstimmen, fiir w = 1.1 die p® nur geringfiigig schlechter sind,
aber fiir w = 1.15 deutlich abweichen (um etwa 0.025).

Der Grund hierfiir ist, da3 bei der Berechnung der p°° fiir wy- bzw.
wy-FR3D nach etwa 100 bzw. 50 Schritten innerhalb von einigen wenigen
Schritten ein etwas groflerer Wertesprung der R; zu beobachten ist. Vor
dem Sprung liegen die R; etwa auf dem Niveau der p* (bei etwa 0.095 bzw.
0.078), danach allerdings bei 0.10 bzw. etwas darunter, und gehen dann
langsam auf die in der Tabelle angegebenen Werte zu. Der Wertesprung
sollte seine Ursache in Rundungsfehlern haben, die (im dreidimensionalen
Fall) auch durch die komplette Anpassung nicht mehr abgefangen werden
kénnen.

Wie sehr die p™ von den p* abweichen, ist also im dreidimensionalen
Fall davon abhingig, wieviele Iterationen man maximal zur Bestimmung
des ,Endwertes“ zuldfit.

3.2.2 Test der FMG-Verfahren

Anders als im zweidimensionalen Fall geniigt hier in der Mehrzahl der Fille
nicht » = 1, um die Bedingung

FMG
(3.8) [Jup ™ = oo < 2[[un — ull

(siche (2.21)) zu erfiillen. FR3D und HR3D kommen sowohl bei W(ry,v3),
als auch bei V(2,1) mit » = 1 aus, die anderen schaffen dies nur fiir W(2,1)
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\ | Anpassung || w1-FR3D [ w,-FR3D | FR3D | HR3D |

W(2,1) nein 0.038 0.024 | 0.084 | 0.127
W(2,1) ja 0.125
W(L,1) nein 0.093 0.070 | 0.184 | 0.275
W(1,1) ja 0.185

V(2,1) nein 0.278 0.323 | 0.118 | 0.229
V(2,1) ja 0.120

V(1,1) 0.432 0.502 | 0.224 | 0.993

Tabelle 3.2: Durchschnittliche Konvergenzraten p (fiir N=128 und Beispiel
(1)). Wenn nicht anders angegeben, liefert die komplette Anpassung den
gleichen Wert. Die grobe Anpassung hat hier keine Wirkung.

\ | w1-FR3D [ w,-FR3D | FR3D | HR3D || B-FR | B-HR |

W(2,1) 0.070 0.056 0.099 | 0.132 || 0.096 | 0.123
W(1,1) 0.104 0.102 0.197 | 0.296 || 0.191 | 0.262
V(2,1) 0.332 0.375 0.144 | 0.231 || 0.150 | 0.149
V(1,1) 0.541 0.617 0.242 | 0.876 || 0.222 | 0.452

Tabelle 3.3: Werte fiir p°°. Sie wurden fiir f = 0, ugo) = 1070+ j + k),
N=64 und mit kompletter Anpassung berechnet. Die Werte fiir B-FR und
B-HR stammen aus [7].

(siehe Tabelle 3.7).2 Im W(1,1)-Cycle reicht dann allerdings immer r = 2.

Bei den Verfahren w;-FR3D macht es sich im V-Cycle und bei HR3D
im V(1,1)-Cycle deutlich bemerkbar, dafl die Konvergenzraten schlecht sind:
selbst » = 2 hilft noch nicht. Lediglich bei FR3D-V (vy,5) und HR3D-V(2,1)
geniigt diese Wahl: Diese Werte erfiillen (3.8), allerdings nicht mehr (wie
vorher meistens) ||ul™M% — || < ||up — ul|oo-

In den Fillen, wo ein Verfahren dann fiir passendes r im entsprechenden
Cycle sowohl fiir N = 64, als auch fiir N = 128 der Bedingung (3.8) geniigt,

erweist es sich als Verfahren zweiter Ordnung bzgl. der Konvergenz:

[lu = u Ml = O () .

3.2.3 Anpassung

Bei Untersuchungen zur Wirkung der groben bzw. der kompletten Anpas-
sung kommt man zu den gleichen Ergebnissen wie im zweidimensionalen
Fall (siehe Abschnitt 2.2.3). Mit grober oder vollig ohne Anpassung werden
bei den CS-Verfahren die Residuen um etwa den Faktor 10'® verkleinert,
falls nicht vorher schon ein Residuum der Gréfienordnung c erreicht ist. Mit

?Bei w;-FR3D und HR3D kann es je nach Beispiel passieren, daB fiir » = 1 manche
Werte ,,zu gut“ sind. Dies ist Zufall, wie dann die Werte fiir r = 2 (oder grofier) zeigen,
die wieder denen fiir ||u; 64 — t|]co bzw. ||t1/128 — t||co entsprechen.
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\ | w1-FR3D | wy-FR3D [ FR3D | HR3D |

W(2,1) | 0.070 0.059 | 0.100 | 0.132
W(L,1) || 0.109 0.107 | 0.197 | 0.296
V(2,1) | 0.386 0.445 | 0.148 | 0.243
V({L,1) || 0.604 0.691 | 0.244 | 0.991

Tabelle 3.4: Werte fiir p°°. Sie wurden fiir f = 0, ugo) = 10700 + j + k),
N=128 und mit kompletter Anpassung berechnet.

| N [ 32 | 64 | 128 |
(2,1) [ 0.132 [ 0.132 | 0.132

1,1) [| 0.296 | 0.296 | 0.296

1)

)

==

(

(2,
(1,

0.216 | 0.231 | 0.243
0.754 | 0.876 | 0.991

<| <

Tabelle 3.5: Werte fiir p>°(HR3D). Sie wurden fiir f =0, ugo) = 107(i+j+k)

und mit kompletter Anpassung berechnet.

kompletter Anpassung werden die Werte eben auf diesen vom Verfahren und
Startwert unabh&ngigen Wert ¢ verkleinert.

Bei den FMG-Verfahren geniigt es, die grobe Anpassung - d.h. Anpas-
sung nur auf dem grébsten Gitter - durchzufiihren. Diese ist aber nur dann
notig (und hat nur dann Wirkung), wenn die Festlegung von uy,, (21, y2, 22) =
0 zu folgendem fiihrt:

> g (25, yr, 21) > 0.
5kiI=1

3.2.4 Fazit

Anders als beim zweidimensionalen Modellproblem lohnt es sich hier im W-
Cycle, ein iiberrelaxiertes Verfahren einzusetzen. wo = 1.15 erweist sich als
optimaler Uberrelaxationsparameter und letztendlich wo-FR3D-W(2,1) als
das effektivste CS-Verfahren, wenn man p bzw. p> und den Rechenaufwand
beriicksichtigt.

Im dreidimensionalen Fall macht es sich zudem bemerkbar, daf} fiir Half
Weighting die Losbarkeit der Gleichungssysteme auf den gréberen Gittern
nicht gesichert ist, was dann auch tatséchlich zu einer Verschlechterung der
Konvergenzraten fiihrt, die dann je nach Beispiel aber unterschiedlich stark
ausfallen kann. Das Erzwingen der Kompatibilitdt auf den gréberen Gittern
hilft nicht, dieses Problem zu beseitigen, da sich die Raten nicht verbes-
sern. HR3D ist also kein sicheres Verfahren, und selbst fiir W(2,1) ist schon
Vorsicht geboten.

Bei den FMG-Verfahren geniigt es, FR3D zu verwenden, da es nie schlech-
tere Ergebnisse als w;-FR3D liefert und diese zudem schneller berechnet.
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w=1 w=1.1 w=1.15

N * o0 * o0 * o0

p p p p p p
32 [ 0.194 [ 0.198 || 0.097 | 0.103 || 0.077 | 0.103

64 || 0.197 | 0.197 || 0.098 | 0.104 || 0.077 | 0.102

Tabelle 3.6: Vergleich der aus der RFA stammenden Werte p* [64] mit den
berechneten p>°. Alle Werte sind fiir den W(1,1)-Cycle angegeben.

r | N || @1-FR3D [ wy-FR3D | FR3D | HR3D |
W(2,1) [ 1] 64 || 2.3E-3 2.2E-3 |24E-3 | 1.9E-3
128 || 6.2E-4 5.7E-4 | 6.0E-4 | 4.7E-4
21 64 || 24E-3 2.4E-3 | 2.4E-3 | 2.4E-3
128 || 6.0E-4 6.0E-4 | 6.0E-4 | 6.1E-4
W(1,1) [ 1] 64 1.6E-3 2.9E-3 | 2.4E-3 | 2.6E-3
128 || 1.4E-3 2.6E-3 | 6.0E-4 | 6.6E-4
21 64 || 24E-3 2.4E-3 | 2.4E-3 | 2.5E-3
128 || 6.0E-4 6.1E-4 | 6.0E-4 | 6.4E-4
V(2,1) [1] 64 || 5.4E-2 6.7E-2 | 3.6E-3 | 1.8E-3

128 9.3E-4 | 5.0E-4

2| 64 2.0E-2 3.5E-2 2.5E-3 | 2.5E-3

128 6.2E-4 | 6.4E-4

V(1,1) | 2| 64 9.3E-2 1.8E-1 2.7E-3 | 5.9E-2
128 6.9E-4

Tabelle 3.7: FMG-Test fiir Beispiel (2). Angegeben ist jeweils ||uf ™% —u|
nach FMG(Z,1). Es sind |[|ug/64 — tl[oc = 2.4E — 3 und ||ug /198 — U]]oo =
6.0F — 4. Die Anpassung spielt (in diesem Beispiel) keine Rolle.

Eine komplette Anpassung ist in den CS-Verfahren nur nétig, falls eine
Residuenreduktion um mehr als 15 Zehnerpotenzen gewiinscht wird oder
notig ist (bei Berechnung der p* etwa). Den FMG-Verfahren reicht die grobe
Anpassung, die den Rechenaufwand vernachldssighbar wenig heraufsetzt.

Abschliefend ist also zu sagen, dafl zur Lésung der zwei- oder dreidimen-
sionalen Poissongleichung auf einem quadratischen Gebiet mit periodischen
Randbedingungen mit Erfolg CS- und FMG-Methoden eingesetzt werden
kénnen, die bei geeigneter Komponentenwahl hinsichtlich der Konvergenzra-
ten, des Rechenaufwandes und der Paralelisierbarkeit Verfahren fiir Dirichlet-
Randbedingungen entsprechen. Dabei mufi aber beachtet werden, dafi an-
ders als bei einem Problem mit reinen Dirichlet-Randbedingungen die Pe-
riodizitdt zu singuldren Systemen auf allen Gittern fiihrt, deren Lésbarkeit
jeweils erfiillt sein muf. Dies schrinkt die Auswahl an Restriktionsverfahren
ein, so dafl sich etwa Injection oder Half Weighting als nicht verwendbar
bzw. zumindest nicht sicher erweisen.



Kapitel 4

Berechnung elektrostatischer

Groflen

4.1 Einleitung

Die Kenntnis der elektrostatischen Energie und des Kraftfeldes eines ma-
kroskopischen, periodischen Systems von Teilchen spielt in der Moleku-
lardynamik besonders fiir Biomolekiile eine grofie Rolle. Klassische Modelle
zerlegen die elektrostatische inergie I meist in eine Summe aus fiinf Be-
standteilen: die Beitrége der Bindungsldngen, der Valenz- und Torsionswin-
kel, der effektiven Ladungen (Coulomb-Wechselwirkungen) und der van-der-
Waalsschen Wechselwirkungen. Durch Bestimmung des negativen Gradien-
ten von F erhilt man das Kraftfeld F; fiir jedes Teilchen ¢, womit wiederum
in zeitabhdngigen Simulationen aus den klassischen Bewegungsgleichungen
die (neue) Position jedes Teilchen sowie seine Geschwindigkeit berechnet
werden.

Die letzten beiden Summanden in der Beschreibung von I, d.h. die Bei-
trage der Coulomb-Wechselwirkungen und der van-der-Waalsschen Wechsel-
wirkungen, sind fiir den grofiten Teil, namlich etwa 90%), der totalen Rechen-
zeit verantwortlich. Der Beitrag der Coulomb-Wechselwirkungen soll in den
folgenden Betrachtungen im Vordergrund stehen. Insbesondere wird er im
folgenden allein als elektrostatische Energie des periodischen Systems be-
zeichnet.

Die Periodizitdt eines Systems, das man in der Praxis antrifft, bedeutet
dabei, dafl man es mit einer Grundstruktur zu tun hat, die sich in den
drei Raumrichtungen in jeweils gleichen Abstdnden mehrfach wiederholt,
bis sie an den Rand des Systems st6f3t. Dieser weist jedoch im allgemeinen
eine unregelmifige (bzw. ,abgebrochene“) Struktur auf. Die bekanntesten
Beispiele fiir solche Systeme sind lonenkristallgitter.

Da man die elektrostatische Energie und das Kraftfeld als ,,innere“ Mate-
rialeigenschaften ansehen kann, werden oft in Simulationen die Einfliisse des
Randes erst einmal nicht betrachtet, sondern lediglich die innere Struktur
des Systems. Aus diesem Grunde untersucht man dann unendliche periodi-
sche Systeme. Weiterhin nimmt man oft an, daf§ die Partikel im System als
,Punktladungen® gesehen werden kénnen; d.h. die Masse oder das Volumen

59
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eines Teilchens gehen in die Betrachtungen (von F und F}) nicht ein, weil
sonst die Modellierung zu kompliziert wird.

Um allerdings zu realistischeren Ergebnissen zu kommen, miissen natiir-
lich auch Systeme ohne unendlich periodische Fortsetzung, d.h. mit Rand,
betrachtet sowie auflerdem die anderen vier Beitrige zur elektrostatischen
Energie und die Zeitabhidngigkeit (s.o.) miteinbezogen werden. Dies soll al-
lerdings hier, wie schon erwédhnt, nicht geschehen.

In den folgenden Ausfiihrungen und Untersuchungen wird davon aus-
gegangen, daf ein unendlich periodisches System mit einen wiirfelférmigen
Aufbau vorliegt. Betrachtet wird also folgende periodische Verteilung von A
Punktladungen im R?:

Q:={(pi+n g)|Vi=1,...,x : pi€]0,d]’ ¢ € Ry, n € N(d)}
mit einer Wiirfelkantenldnge d € R4 und
N(d) = {(n1d, nad, nzd) | ni,ng,n3 € Z} .

Hierbei meint ¢; die Grofle der Ladung, die im Punkt p; + n lokalisiert ist.
Verwendet man charakteristische Funktionen! y,, so kann man die Vertei-
lung der Punktladungen im dreidimensionalen Raum auch durch folgende
Funktion ¢ ausdriicken:

q:R* = R,

T = Z Z%Xp,-l—n

neN(d

Als Einheitszelle von ) wird dann die folgende Menge () bezeichnet:
Ql = {(pzv q2)| i=1,.. 7A} .

Wie viele Teilchen ) formal enthilt, hingt im allgemeinen davon ab, wie die
fiktiven Wiirfel der Kantenldnge d um die Partikel des Systems geschnitten
sind. Die Abbildungen 4.1 (a)-(c) zeigen verschiedene Moglichkeiten, ein
periodisches System (2D) in Wiirfel (bzw. hier Quadrate) zu zerlegen. Fiir
die Verschiedenen Q1 gilt:

(a) @ ={(3,5:=1),(0,0;43), (0, ;+7), (1,0;4+7), (1, 1;+3)} mit d =1,

(b) @i = {(3. 1), (1, 3:41)) mitd = 1.

(€) @ = {(3V2,5v2-1),(3v2,5V2; - ),(%\/i V241), (3V2, 1V2 +1)}
mit d = \/5

Um den Rechenaufwand moglichst klein zu halten, sollten zum Beispiel
Ladungsteilungen wie in (a) moglichst weitgehend vermieden werden.

w\a
ol b2l

Das System @ soll elektrisch neutral sein. Dies ist aufgrund der Periodi-
zitdt gleichbedeutend mit der elektrischen Neutralitit seiner Einheitszelle:

Ydefiniert durch y,(x) = 0 fiir p # , yp(p) = 1.
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@ (b) (©
@® hat dieLadung -1

O hat die Ladung +1

Abbildung 4.1: Verschiedene @ fiir ein periodisches System von Partikeln.
Erlduterungen finden sich im Text.

Das elektrostatische Potential P des Systems @ ist fiir Orte @ ¢ ) gegeben
durch

1) = 2 Z| e

neN(d

wobei | - | immer die euklidische Norm bezeichne. Dieses Potential gibt an,
welche Arbeit notwendig ist, um eine positive Einheitsladung aus dem Un-
endlichen an den Ort ¢ Q) zu bringen (siehe [22]). Definiert man noch fiir
t=1,...,A

N N

S } : % 2 : 2 :#

P(pl)_(, — |Pz'—pj|+ : |10i—10j—|-n|>7
stii=1 RN (D\{0} =1

kann man (letztlich mit Hilfe von P) nun die im ganzen System () gespei-
cherte elektrostatische Energie F/ angeben:

(4.2)
1 -
1 a 7iq; a 7iq;
-5( > Ry S )
it5i,5=1 J N(d)\{0}4,5=1 J

Das auf das Teilchen ¢ wirkende Kraftfeld ist dann

(43) E = _vpl‘E(plv"wp/\) .

Die erste Summe in (4.2) beschreibt dabei die Wechselwirkungen innerhalb
der Einheitszelle, die zweite dagegen die Wechselwirkungen zwischen der
Einheitszelle und ihren ,,periodischen Kopien*. Problematisch an dieser ,,De-
finition“ ist, dafl obiger Summenwert von der Reihenfolge der Summation
abhingt, die Reihe somit nicht (absolut) konvergiert.
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Wollte man diesem Problem aus dem Wege gehen, indem man doch
ein System aus endlich vielen Zellen und einem Randbereich betrachten
wiirde, hdtte man es mit einer sehr komplizierten Formel zu tun, da man das
Verhéltnis jeder Zelle (bzw. jedes Teilchens) zum Rand betrachten miifite.
Wie oben aber bereits erwdhnt wurde, sollen Randeffekte hier gerade nicht
betrachtet werden.

Um zu einer eindeutigen und physikalisch sinnvollen Definition der elek-
trostatischen Energie zu gelangen, mufi man also die Reihenfolge der Sum-
mation in (4.2) festlegen. Per Konvention geschieht dies dadurch, daff man
das unendliche periodische System in (ungefihr) kugelférmigen Schichten
um die Einheitszelle aufbaut.

Bei der direkten numerischen Berechnung der Reihe in (4.2) tritt das
Problem auf, daf§ diese Reihe nur sehr langsam konvergiert. Um eine gu-
te Approximation von F zu erhalten, ist der Rechenaufwand entsprechend
grofl. Wiirde man also hier bereits ein Cut-Off-Schema oder die Minimum
Image Convention einsetzen (analog den in Abschnitt 4.3.2 beschriebenen
Vorgehensweisen, aber fiir die Berechnung der komplette Summe), wire die
Rechenzeit zwar kiirzer, aber dafiir der Approximationfehler zu grofi: Schon
bei einem fast ,statischen® System fiihrt dies zu einem kiinstlichen Verhal-
ten, und erst recht dann bei Langzeit-Simulationen, wo sich die Fehler die-
ser Nichtbeachtung der weitreichenden Wechselwirkungen stark summieren
kénnen.

Im noch folgenden Kapitel 5 wird ein neuer Algorithmus zur Berechnung
der elektrostatischen Energie und des Kraftfeldes vorgestellt und getestet.
Er verwendet eines der in Kapitel 3 entwickelten Mehrgitter-Verfahren fiir
die dreidimensionale Poissongleichung mit periodischen Randbedingungen.
Diesen neuen Algorithmus kann man in eine Klasse von Verfahren einord-
nen, die (verbesserte) Varianten der Ewald-Summation durchfiihren. Daher
wird zuerst ein Uberblick iiber das Konzept der Ewald-Summation gegeben,
um anschliefend kurz einige Standard-Methoden und neuere Verfahren, die
Fast-Fourier-Transformationen durchfiihren, vorzustellen. Als direkte Kon-
kurrenz zu diesen Algorithmen erweisen sich hierarchische Verfahren, die
Multipole-Entwicklungen verwenden. Diese Klasse soll hier ebenfalls vorge-
stellt werden.

4.2 Die Ewald-Summation (ES)

4.2.1 Ewalds Idee

Die Ewald-Summation (ES) [22] wurde bereits 1921 einfithrt. Ewalds Idee
war es, die nur langsam konvergierende Reihe (4.2) in eine Summe aus zwei
schnell konvergierenden Reihen und einem konstanten Term zu zerlegen:

(44) E(p17"'7p/\):Er+Em+E07

wobei die Reihe fiir den ,,direkten Raum* £, (im folgenden ,,direkte Summe*
genannt), die reziproke (oder Fourier-)Reihe F,, und der konstante Term
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(self term) I, folgende Gestalt besitzen:

erfc (alp; —pr +n
Er = Z Z‘]]f]k | ! |) 3
— i+l
J;ﬁkmk 1 n
_ exp (—(mm/a)? + 27 < m,p; — pr >)
P e S Y Re( N 7
7,k=1 m#£0

A
(0%
B, =—L3 ¢
\/?],21 J

Hierbei bezeichnen das nicht als Index auftretende ¢ die imagindre Einheit,
Re den Realteil einer komplexen Zahl, < -, - > das Standardskalarprodukt
im R% V das Volumen der Simulationsbox (hier V = d%), m = (my, ma, ms)
die zu den n € N(d) reziproken? Vektoren und erfc die komplementire
Fehlerfunktion:

erfc(t) :== 1 — erf(t) _1——/exp

Da die Basis des hier betrachteten Koordinatensystems die Standardein-
heitsbasis ist und diese reziprok zu sich selbst bzgl. < - - > ist - sie bildet
namlich eine Orthonormalbasis - , durchlaufen die m ebenfalls A/ (d) (siehe
22]).

Der konstante Term F/, ist ein Korrekturterm, der die Wechselwirkungen
der kiinstlich eingefiihrten ,,Gegenladungen® (siehe Abschnitt 4.2.2) jeweils
mit sich selbst wieder auslscht.

In der Herleitung [22] dieser streng giiltigen Formel erweist sich der posi-
tive Parameter « als die Trennungsstelle einer Integration: Rechts und links
von « werden dann unterschiedliche, dquivalente Darstellungen benutzt, um
zur obigen Formel zu gelangen, die giinstiger als die urspriingliche (4.2) ist.
Der Wert der Summe ist aber unabhdngig von «.

Die Ewald-Formel fiir das Kraftfeld kann aus obiger Formel (4.4) durch
Differentiation der direkten und der reziproken Summe erhalten werden. F,
fallt hierbei weg, da es konstant ist.

Zur Theorie der Ewald-Summation vergleiche auch [39].

4.2.2 Eine physikalische Interpretation

Die Spaltung von I/ in der Ewald-Summation 148t sich folgendermafien ver-
anschaulichen: Jede Punktladung denkt man sich umgeben von einer Gauf3-
schen Ladungsverteilung derselben Gréfie und gegensétzlichem Vorzeichen
(siehe Abbildung 4.2), wobei die folgende Ladungsdichtefunktion [2] verwen-
det wird:

2

pi(r) = q]‘(ﬁ) exp (—a”r?) .

2Sind a; ,az,as drei Vektoren im RS, so sind die zu ihnen reziproken Vektoren by, bz, bs
durch die folgenden Gleichungen bestimmt: < a;,b; >= 4&;; fiir 7,7 = 1,2,3. Dabei be-
zeichne &;; das Kronecker-Symbol.
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Dabei gibt « die Weite der Verteilung und r die relative Position zum Zen-
trum p; der Verteilung an. Diese eingefiihrte Ladungsverteilung schirmt die
Wechselwirkungen zwischen den Punktladungen soweit ab, daf sie auf einen
kleinen Bereich beschrinkt werden. Dies hat die schnelle Konvergenz von F,
zur Folge. Um die kiinstlich eingefiihrten p; zu kompensieren, wird fiir jeden
Punkt p; eine zweite Gaufische Verteilung derselben Gréfie und mit demsel-
ben Vorzeichen wie ¢; hinzugefiigt. Die daraus entstehende Summe wird im
reziproken Raum berechnet, wobei Fouriertransformationen zur Lésung der
sich ergebenden Poissongleichung eingesetzt werden (siehe [22]). Statt der
Gauflschen Ladungsverteilung kénnen auch andere Funktionen verwendet
werden (siehe z.B. Abschnitt 4.4.1 oder [35]).

Charge magnitude

Ewald Sum Direct sum Reciprocal sum

Abbildung 4.2: Zur physikalischen Interpretation. Die Abbildung entstammt
[59].

4.2.3 Numerische Berechnung

Mbchte man nun die Ewald-Summation (4.4) numerisch durchfithren, muf
man fiir eine Reihe von Parametern Werte festsetzen und so aufeinander ab-
stimmen, daf} die Summation schnell ablduft und doch der Fehler moglichst
klein bleibt. Drei Parameter bestimmen die Effizienz der ES:

® N4 gibt die maximale Anzahl der fiir die Summation verwendeten
Vektoren n an und bestimmt so den Aufwand fiir die direkte Summe
E..

e Analog dazu gibt m,,., die maximale Anzahl der Vektoren m in F,,
an.

e Der Ewald-Konvergenzfaktor o bestimmt die relative Konvergenzrate
zwischen der direkten und der reziproken Summe: Fin grofies o be-
wirkt eine enge Gaufiverteilung und somit eine schnelle Konvergenz
der direkten Summe (lim,_, erfc(at]) = 0). Dann geniigt also ein
kleines n,,q,. Andererseits sorgt ein kleines « fiir die schnelle Konver-
genz der reziproken Summe (lim,—0 exp (—(¢/a)?) = 0). Dann ist ein
kleines M4, ausreichend.

Wie man z.B. in den Abschnitten 4.3.1 und 4.4 sieht, kann die reziproke
Summe so umgeformt werden, dafi ihre Auswertung deutlich effizienter als
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die der direkten Summe ist. Daher wird in der Praxis « so grofi gew&hlt, dafl
der Aufwand fiir die direkte Summe minimiert wird (siche auch Abschnitt
4.3.2), und somit die ,Hauptlast® (d.h. ein grofles m,,q,) auf der rezipro-
ken Summe liegt. Eine Vielzahl von Arbeiten haben sich damit beschéftigt,
durch eine geeignete Wahl der Parameter einen Kompromifi zwischen Ge-
nauigkeit und Geschwindigkeit des Verfahrens zu finden. Dabei entstanden
eine Reihe von Abschdtzungen fiir die ,richtige* Gréfie von o abhingig von
der Systemgrofie und der gewiinschten Genauigkeit (siehe z.B. [41, 45, 49]).

4.3 Standard-ES-Methoden

4.3.1 Verbesserte ES

Durch einige Umformungen kénnen die Reihen in (4.4) effizienter berechnet
werden (vergleiche [50]). Beispielsweise kann man die Reihe fiir £, folgen-
dermaflen umformen:

A
1 exp (—(mm/a)?) '
B = 27V Z m2 Z giqpRel exp (2mi < m,p; —pr >) | .
m#£0 k=1
Nun ist aber
A
Z qiqrRe (exp (278 < m, pj — px >))
]7k:1
A
= Z ¢;qr cos (2m < m,p; — pr >)
]7k:1
A
= Z qi 9k (Cos (27 < m,p; >)cos (=21 < m, pg >)
]7k:1

—sin (277 < m,p; >) sin (—27T < m, pg >))

A 2 A
:(Z g; cos (2m < m, p; >)) + (Z ¢;sin (27 < m, p; >))

2

j=1 j=1
=15 (m)|*
mit dem ,,Strukturfaktor®
A
S(m) = qu exp (2mi < m, pi >) .
k=1

Folglich 148t sich F,, schreiben als

(4.5) By = ziv 3 eXp(_f;:f‘/O‘) J1s(m)P2.
20

Auf diese Weise wird der Summationsaufwand von O(A?) (bzw. O(A*mya.))
auf O(A) (bzw. O(Amy,y)) gesenkt.
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4.3.2 Truncation

Um den Aufwand zur Berechnung der direkten Summe der ES (d.h. den
Parameter n,,,,) moglichst klein zu halten, kann man ein grofies o wéhlen
(siche Abschnitt 4.2.3). Dies hat ndmlich den Vorteil, da man nun einen
sphérischen Cut-Off-Radius R.y0fy oder die Minimum Image Convention
(MIC) einsetzen kann. Im Gegensatz zum Einsatz solcher Methoden bei
der Berechnung (der ganzen Summe) von (4.2) fithrt dies ndmlich dank der
schnellen Konvergenz der direkten Summe £, (fiir grofles ) nicht zu grofien
Fehlern.

Bei der Minimum Image Convention werden fiir jedes Teilchen ¢ in der
Summe nur die Wechselwirkungen herangezogen, die es mit seinen genau
A — 1 néchsten Nachbarn eingeht. Diese sind gerade in einem Wiirfel mit
Kantenldnge d und Zentrum p; enthalten.

Benutzt man einen Radius Reys0yy, der iiblicherweise zwischen 8 und 12
A liegt, betrachtet man fiir £, nur die Wechselwirkungen des Teilchens i

(¢=1,...,A) mit den Teilchen, die maximal Ry fs von ¢ entfernt sind:
1 erfc(alp; — pj + n|
By Y aptietobtil
|p2 — Py + n|

ivjvn:|pi —Py +n|SRcutoff

Fir Reytopy < % werden also fiir jedes Teilchen 7 h6chstens A — 1 Wechsel-
wirkungen betrachtet, da eine Sphidre um p; mit dem Radius Ry fs dann
in einem Wiirfel mit Zentrum p; der Kantenldnge d enthalten ist (siehe auch
Abbildung 4.3). Somit ist in diesem Fall die Gesamtzahl der Interaktionen
beim Cut-Off kleiner gleich der Gesamtzahl bei der MIC. Letztere betrigt
%/\(/\ — 1). Fiir groBe Systeme, A > 10 | ist die MIC also immer noch sehr
aufwendig, weswegen in der Praxis dann ein Ry < % und ein grofles
a verwendet werden: Durch die Wahl eines (eventuell sehr) kleinen Reytof ¢

kann man die Komplexitidt der direkten Summe auf O(X) senken.

e - T e
] // N !
, N
:
;/ Reutoff |
| l
‘l [l .
’ [ ] n [ ]
\ 1
. ‘
I
I
|
|
S
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

Abbildung 4.3: MIC und Reytofr = d/2 im Vergleich. Bei der MIC werden
hier fiir das ausgewdhlte Teilchen Wechselwirkungen mit zwei weiteren, fiir
den Cut-Off aber nur mit einem weiteren Partikel berechnet.
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4.3.3 Vernachlassigung des reziproken Raumes

In [49] haben Rycerz und Jacobs fiir ganz spezielle Beispiele (z.B. fiir be-
stimmte Bi;Os- und NaCl-Systeme) beobachtet, dal man bei geeigneter
Wahl der Parameter komplett auf die Berechnung der reziproken Summe
verzichten kann, da der Anteil von F,, an E dort sehr klein ist (z.B. nur et-
wa ﬁ). Diese systemabhingige Methode sollte allerdings nicht allgemein
eingesetzt werden, da nicht klar ist, ob man einen allgemeineren Anwen-
dungsbereich iiberhaupt angeben kann. Fiir kleine Systeme etwa erweist

sich dieses Verfahren oft als nicht geeignet (vergleiche [49]).

4.3.4 Tabulationsmethoden

Um die Geschwindigkeit eines Verfahrens zur Berechnung von I und F;
zu beschleunigen, kann es sinnvoll sein, Werte fiir F/ bzw. F; zu tabulieren
und daraus durch Interpolation weitere Werte zu gewinnen. Ublicherwei-
se werden dazu die elektrostatische Energie bzw. das Kraftfeld von Syste-
men mit Q1 = {(p1,¢1), (p2,q2) } berechnet, wobei p; = (0,0,0) ist und die
p2 = (P21, P2z, P23) ein [0, %]3 durchziehendes Gitter der Maschenweite @ be-
schreiben. Es kommt nur auf den Abstand(svektor) der beiden Punkte bzw.
ihrer zueinander am nichsten liegenden Kopien und nicht auf ihre genaue
Lage an. Die so gewonnenen Werte werden dann (z.B.) als Funktion von
719 = p1 — p2 tabuliert.

Es geniigt, fiir die p; nur die Punkte des Gitters zu nehmen, die die
folgende Bedingung erfiillen (siehe [50]):

2 P21 2 P22 2 P23 -

N

Die Giiltigkeit dieser Ungleichung kann durch eine Transformation (Ver-
schiebung, Drehung bzw. Spiegelung der Einheitszelle) eines (periodischen)
Systems mit zwei Punktladungen in @)1 erreicht werden (vergleiche auch Ab-
bildung 4.1). Zur Erh6hung der Genauigkeit werden bei Sangester [50] fiir die
Tabulation allerdings die Summanden, die die Wechselwirkungen zwischen
den beiden zueinander am nichsten liegenden Teilchen angeben, ausgelassen.
Sie werden erst wihrend der Simulation des jeweils zu untersuchenden Sy-
stems berechnet. Diese Methode reduziert den Speicherplatzbedarf, erh6ht
aber gleichzeitig dank der Transformationen den Rechenaufwand.

Die Maschenweite ¢ und die Ordnung der Interpolation® bestimmen
ebenfalls die Genauigkeit der interpolierten Werte, gleichzeitig aber auch
die Effizienz des Verfahrens: Hier muf} ein Kompromifl zwischen der Genau-
igkeit, der Geschwindigkeit der Berechnung und dem Speicherplatzbedarf
gefunden werden.

Verglichen mit der Standard-Ewald-Summation ist der Rechenaufwand
eines solchen Verfahrens immer noch O(A?). Man kann alternativ auch nur
Werte fiir die direkte Summe tabulieren, falls die reziproke Summe effizienter
berechnet werden kann. Kann man ndmlich die Ewald-Parameter geeignet

FSangester [50] z.B. verwendet die trilineare Interpolation. Hier kann natiirlich auch
eine andere benutzt werden.
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wihlen, betrdgt der Aufwand fiir die direkte Summe O(A) (sieche Abschnitt
4.3.2). Belhadj et al. [10] haben so in ihren Tests eine vierfache Beschleuni-
gung festgestellt.

Es konnen auch Werte fiir exp(-) oder erfe(-) tabuliert werden, falls ihre
Berechnung auf speziellen Computern zu lange dauert. Weiterhin liefert eine
Spline-Interpolation [23] gute Ndherungen fiir erfc(z) und ihre Ableitung

2 2
— 7 eXp (—a*).

Fazit: Tabulationsmethoden kénnen Verfahren beschleunigen, falls eine
mittlere Genauigkeit der Werte ausreicht. Ansonsten werden sie zu teuer
bzw. iibersteigen den vorhandenen Speicherplatz.

4.3.5 Polynom-Approximations-Methoden

Statt Tabulation zu verwenden, ist es auch méglich, ein Polynom P(z) ein-
zusetzen, das E (in der Form (4.4)) anndhert, aber billiger auszuwerten ist.
Zur Berechnung des Kraftfeldes wird es dann analytisch abgeleitet.

Verschiedene Polynom-Approximationen sind bereits vorgeschlagen wor-
den: von einer einfachen von Brush et al. [15] bis zu einer genaueren mit
kubisch harmonischen Funktionen von Von der Lage und Bethe [42].

Man kann P(z) auch aufteilen in einen isotropischen und einen kubisch
symmetrischen Teil und dann exakte kubisch harmonische Funktionen ver-
wenden (anisotropische Approximation von Hansen [31] fiir Monte-Carlo-
Simulationen). Der hierbei beobachtete Fehler fiir F' lag unter 0,1%. Slat-
tery et al. [56] haben in einem dhnlichen Verfahren Poissongleichungen mit
kubischer Symmetrie verwendet.

In [1] haben Adams und Dubey verschiedene Approximationen fiir La-
dung-Ladung-, Ladung-Dipol- bzw. Dipol-Dipol-Systeme getestet. Beispiels-
weise wurde P(z) in eine Reihe entwickelt, die zur Berechnung der Koeffi-
zienten mit kubisch symmetrischen Funktionen angenihert wurde. Dies lie-
ferte

l
1
Piz) = — + S+ Agle|* + D (AuKhy(2) + Ba Kl ()

|$| n=4,6
?

wobei 4 < [ < 20 und [ gerade ist, B, fiir n < 10 verschwindet und S
den ,self term “ bezeichnet. Die A, und B, sind in [1] tabuliert. Fiir [ = 6
entstand ein relativer? Fehler von 4-1073 und fiir [ = 14 ein Fehler von 2,5-
107>, Allerdings haben Toukmaji und Board [59] durch Tests gezeigt, daf
dieses Verfahren teuer wird, wenn man eine mittlere bis hohe Genauigkeit
verlangt.

Falls Tabulation zu teuer ist, kann man auch fiir erfc(-) ein schnell aus-
wertbares Polynom verwenden.

Zusammenfassend ergibt sich wie schon bei der Tabulation: Approxima-
tion ist nur effizient, falls keine hohe Genauigkeit verlangt wird.

“Der relative Fehler fiir Werte w1, ..., wy, ist definiert als \/Z?:l (wi — ;)2 />0 w?,
wobei die w; die exakten und die w; die approximativ berechneten Werte darstellen.
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4.3.6 Ein O()\2)-Algorithmus

Ohne Approximationen zu verwenden, haben Perram et al. [45] in ihrem
Verfahren die Komplexitit der ES verringert, und zwar durch die ,linked-
cell spatial decomposition“-Technik von Hockney und Eastwood [36]. Durch
eine geeignete Spaltung der Potential-Auswertung in einen Teil fiir die Wech-
selwirkungen mit kurzer Reichweite (Komplexitdt O(A?)) und einen Teil fiir
die weitreichenden Wechselwirkungen (Komplexitdt O(A)) kann die Kom-
plexitdt der Summation auf O(A%) gesenkt werden. Ein weiterer Beweis fiir
dieses Ergebnis findet sich in [24].

4.3.7 Zusammenfassung

Von den bisher vorgestellten, klassischen Verfahren stellt der O(/\g)—Algo—
rithmus von Perram wohl die beste Kombination aus Geschwindigkeit und
Genauigkeit dar (vergleiche [59]). Eine Vielzahl von Molekulardynamik-
Codes verwenden allerdings Approximationen. Fiir grofle Systeme ist aber
auch bei Perrams Algorithmus der Rechenaufwand noch zu grofi. Aus diesem
Grund sollen in den folgenden Abschnitten Verfahren diskutiert werden, die
die Komplexitdt der Berechnung nochmals verringern.

4.4 Auf FFT basierende ES-Methoden

In diesem Abschnitt werden einige Methoden vorgestellt, die die Komple-
xitdt der ES auf O(Alog(X)) senken, indem sie die klassische [, oder eine
dhnliche reziproke Summe effizienter durch dreidimensionale Fast-Fourier-
Transformationstechniken (FFT) berechnen.

4.4.1 Particle-Particle Particle-Mesh (P>M)

Diese Klasse von Verfahren wurde von Hockney und Eastwood [36] ent-
wickelt und von Luty et al. [44] und Rajagopal und Needs [47] erweitert. Das
elektrostatische Potential, hervorgerufen durch weitreichende Wechselwir-
kungen zwischen den Teilchen, wird dhnlich der ES in eine Summe aus zwei
Komponenten gespalten: Der erste Teil (Short-Range-Potential) verschwin-
det auBerhalb eines Cut-Off-Radius R.ysory und représentiert die Kréfte
mit kurzer Reichweite; der zweite Teil, die ,Referenzkraft® (Long-Range-
Potential), steht fiir die Krifte mit einem grofien Wirkungsradius, ist glatt
und 148t sich daher auf einem Gitter approximieren.

Die Analogie zur direkten bzw. reziproken Summe der klassischen ES
ist gut zu erkennen. Aber anders als in der ES wird in [44] nicht die Gauf}-
Verteilung, sondern die P?*M-Standard-Ladungsdistribution (S2-Funktion)
verwendet, eine Sphire mit ,,einheitlich fallender Dichte“. Diese S2-Funktion
s ist gegeben durch:

s(z) = {%(% — |z|) fiir |2| < 3,

0 sonst,
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wobei a die Breite der Verteilung bestimmt. Das Short-Range-Potential
Yshort zweier Teilchen ¢ und j kann dann mit einem Cut-Off-Radius Reyoff ~
0.7a folgendermaflien berechnet werden:

7
1 1 1
Vshort (Cij) = (7| ~ 704 Z Cng;) fiir 0 < ¢;; <2
n=-—1

dreg

lpi — p;
mit (;; = 72@";%' und
c - (0,208,0, —112,0,56, —14, -8, 3) fiir 0 < ¢y < 1,
The T (12,128,224, —448, 280, —56, — 14,8, —1) fiir 1 < G < 2.

Zur Berechnung des Long-Range-Potentials 1,4, geht man so vor:

1. Die Gesamtladungsverteilungsfunktion V., fiir ein dreidimensionales
Gitter, das die Einheitszelle ausfiillt, mufl bestimmt werden. Dazu wird
zuerst jeder Ladungspunkt auf die umliegenden Gitterpunkte mit ei-
nem Wichtungsverfahren - der Inversen einer Interpolation - verteilt,
wofiir viele Méglichkeiten existieren, z.B. die ,triangle-shaped cloud*
(TSC) (siehe [36]). Moglichst wenige Gitterpunkte sollen dabeil mit-
einbezogen werden, auflerdem soll die Verteilung eine moglichst glatte
Funktion der Position des Ladungspunktes sein. Dies bedeutet, daf} die
Maschenweite des Gitters passend gewidhlt sein muf}, was wiederum
den Rechenaufwand bestimmt. Jede Ladung auf einem Gitterpunkt
wird dann mit der (Einzel-)Ladungsverteilungsfunktion s auf umlie-
gende Gitterpunkte verteilt.

2. Aus V., erhdlt man ‘A/ges mit Hilfe der Fast-Fourier-Transformation.
Im Fourier-Raum wird dann die Transformierte von ,,, berechnet:

Vlong (k) = Vyes (k)G (k) .
Die ,EinfluBfunktion® G ist iiblicherweise durch G'(k) = 20 he-

eo|k|?
stimmt, kann aber je nach Systemgréfie und Art der Ladungsvgl!tleilung
noch optimiert werden. Die optimierte Funktion ist dann aber nicht
generell verwendbar, muf} also fiir ein anderes System neu bestimmt
werden. Durch die inverse Fourier-Transformation erhilt man letztlich

Werte fiir ;,,4 in den Gitterpunkten.

3. Eine numerische Differentiation des Potentials liefert das Kraftfeld fiir
Gitterpunkte.

4. Werte fiir das Potential bzw. das Kraftfeld urspriinglicher Ladungs-
punkte werden durch dieselbe Interpolation berechnet, die umgekehrt
schon im ersten Schritt benutzt wurde.

Dank der FFT ergibt diese Vorgehensweise einen O(Alog(A))-Algorithmus.
Um die Genauigkeit der Berechnungen zu erhthen, mufi man z.B. das Git-
ter verfeinern oder ein besseres Wichtungs- bzw. Interpolationsschema bzw.
ein Differentiationsverfahren hdherer Ordnung einsetzen. Auch hier muf al-
so (gew6hnlich experimentell) ein guter Kompromif§ zwischen Genauigkeit,
Laufzeitkosten und Speicherplatzbedarf gefunden werden.
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4.4.2 Particle-Mesh Ewald (PME)

Auch dieses Verfahren [17, 20] wurde durch die P®M-Methode von Hock-
ney und Eastwood [36] angeregt. Doch anders als dort verwendet PME die
direkte und reziproke Summe von Ewald und auch die Gauf3verteilung der
Ewald-Summation.

Zur Auswertung der direkten Summe wird der Ewald-Parameter « so
grofy gewdhlt, daf ein Cut-Off-Radius eingesetzt werden kann und die Kom-
plexitit der direkten Summe von O(A?) auf O()) reduziert wird (sieche Ab-
schnitt 4.3.2).

Zur Berechnung der reziproken Summe verteilt man mit einem Wich-
tungsverfahren (siche Abschnitt 5.3.1) die Punktladungen auf ein Gitter der
Dimensionen Ky x K9 X K3, das die Einheitszelle ausfiillt, und erhilt so eine
Ladungsmatrix M: M (ky, k2, ks) gibt dann die Ladung des Gitterpunktes
(%, I%? ﬁ—i) an (k; = 1,..., K;). Mit F(M) sei die diskrete Fast-Fourier-
Transformation von M bezeichnet. Schreibt man nun die Gleichung (4.5) in
der Form?

1 exp (—(mm/a)?)
By =5 ﬂ; — S(m)S(—m)

und approximiert den Strukturfaktor S

S(m) = Z M (ky, kb, k3) exp (QTi(mlk—,l-l-mzk—?—l-m:aﬁ))

e K, Ko K5
durch

S(m) = S(m) = F(M)(m),

so erhdlt man folgende Approximation fiir die reziproke Summe F,,:

B = 5 3 SR oty o) 00) ()
£0

m2

Nach einigen Umformungen gelangt man dann zu

Ki—-1Ky—1K3-1

Em:% Z Z Z M (my, ma, m3) (Wree ¥ M) (1, m2, m3) ,

m1:0 T)’LQ:O m3:0

wobei 9,... das reziproke Ladungspaar-Potential und * eine Konvolution an-
gibt (siehe z.B. [20, 36]). Um also die reziproke Summe F,, auszuwerten,
wird zuerst die Matrix M berechnet und danach durch (inverse) 3D-FFT
transformiert (um u.a. die Strukturfaktoren S zu erhalten). Mit der letz-
ten Gleichung wird dann F,, bestimmt, wobei 3D-FFT zur Berechnung der
Konvolution ;... * M eingesetzt wird.

Die reziproke Summe wird also mit einer dreidimensionalen FFT-Technik
berechnet, deren Rechenaufwand proportional zu Mog()) ist. Insgesamt ist

PME somit ein O(Alog(A))-Verfahren.

°Fiir den Strukturfaktor S (siehe Abschnitt 4.3.1) gilt namlich |S(m)| = S(m)S(—m).
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Urspriinglich wurde als Ladungsinterpolationsfunktion im PME-Verfah-
ren die Lagrange-Interpolation [17] verwendet. Ein weiterentwickeltes PME
[20] benutzt die B-Spline-Interpolationsfunktion. Sie hat einerseits den Vor-
teil, auf einfache Weise die Interpolationsordnung und damit die Genauigkeit
zu erhdhen, andererseits erlaubt sie durch ihre Glattheit eine analytische Dif-
ferentiation der direkten und reziproken Summe. Auf diese Weise kann der
Ausdruck fiir das Kraftfeld mit hoher Genauigkeit analytisch ausgewertet
und Speicherplatzverbrauch deutlich gesenkt werden.

Desweiteren kann PME so ohne groflen weiteren Rechenaufwand eine
hohe Genauigkeit, d.h. einen relativen Fehler von etwa 1076 bis 107%, erzie-
len. Dies ist auch der Vorteil gegeniiber P?M, welches zwar effizient ist, aber
bisher nicht so leicht eine hthere Genauigkeit erreichen kann.

Tests zeigen eine hohe Effizienz dieses Verfahrens: Fiir hinreichend Kklei-
ne Systeme ist zwar die konventionelle Ewald-Summation eflizienter, aber
bereits ab einer Systemgrofie von etwa 600 bis 900 Teilchen (je nach Rech-
ner) ist PME [20] schneller. Beispielsweise liegt fiir etwa 20000 Teilchen der
Verschnellerungsfaktor bei ungefahr 60, 176 bzw. 189 (auf einer SGI R4400)
fiir geringe, mittlere bzw. hohe Genauigkeit (siehe [20]).

4.4.3 Fast Fourier Poisson (FFP)

Die Fast-Fourier-Poisson-Methode [66] formt die ES in einer anderen Wei-
se als das PME-Verfahren um, benutzt aber ebenfalls die FFT und besitzt
auch die Komplexitdt O(Alog())). Eine hohe Genauigkeit wird hier ohne In-
terpolation [17] oder Multipole-Entwicklung [51] (siehe nidchsten Abschnitt)
erreicht.

Wie in der klassischen Ewald-Summation (siche Abschnitt 4.2) wird fol-
gende (Gesamt-) Ladungsdichtefunktion p, verwendet, die um jede Punktla-
dung eine sphirische Gaufische Funktion mit derselben Gréfie und gegensitz-
lichem Vorzeichen legt:

A
Z% Pexp (—aPle — p;7) =D pille - pil) -
i=1

Die sich daraus ergebende reziproke Summe F,, und das reziproke Potential
Grecip lauten dann (vergleiche Abschnitt 4.2):

Grecip(Pk) = v Z Z exp ( (Tm/a) ) exp (2mi < m, py — p; >)

m?2
j=1 m#0

und

A
1
(46) Em = 5 ;qi¢recip(pi) :

Die Funktionen p, und ¢, sind dabei iiber eine Poissongleichung mitein-
ander verbunden:

(47) A¢recip ($) = 47Tp5($) :
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Das reziproke Potential wird auf einem Gitter mit Hilfe der FFT ausgewer-
tet. Dadurch erhdlt man gute Werte fiir ¢,c;, (und seinem Gradienten) in
Gitterpunkten. Ebenso kénnte man natiirlich (4.7) mit einem der in Kapitel
3 beschriebenen Mehrgitter-Verfahren 16sen.

Da man zur Berechnung von £, in der Form (4.6) die Werte von ¢,ccip
in den Ladungspunkten p; bené6tigen wiirde, wird die reziproke Summe fol-
gendermaflen aufgespalten:

A
1
Em = 5 z_; Qi¢recip (pl)

- / () brecip (P)

- % / [p(P) + ps(P)]Precip(P) dp — % / 05(5) Srecip (B) di

mit der Punktladungsfunktion der Einheitszelle

A
p@ﬂz}j%m%@-

Dahinter steckt wieder die Idee, die Interaktion von ¢, mit der Punkt-
ladung (p;,¢;) durch eine Interaktion mit einer Gaufischen Funktion, die
dieselbe Gesamtladung ¢; hat und deren Zentrum gerade auf p; liegt, plus
einem Korrekturterm zu ersetzen. Letztendlich kann man dann mit den fol-
genden Gleichungen arbeiten:

A

1 fe(alps — 2 A 1 N L
P -1 Z - erfc(alp PJ|/\/_) . % qu _ 5/ps(p)gﬁrec,'},(p) dp ,

lpi—pjl<re:t,y=1 i = b5

Fi=—a > @ <0z@exp(—(alpi - pil)’/2) - erfelalp: _m/ﬂ)) e

I A lpi — psl lpi — ps?
i—pyl<reii=

+/%@WmmA@@~

Fiir die etwas modifizierte direkte Summe wird hier ein Cut-Off-Radius r,
eingesetzt. Die auftretenden Integrale miissen numerisch integriert werden.

Der Vorteil der FFP-Methode liegt darin, dafi sie die Energie und ih-
re Gradienten als stetige Funktionen der Ladungsposition liefert. Allerdings
zeigen die in [66] présentierten Rechenzeiten, daf fiir eine mittlere Genau-
igkeit (107* als relativem Fehler fiir das Kraftfeld) und eine Systemgrofie
von A = 5768 Teilchen die Laufzeitkosten etwa dreimal héher als bei einer
konventionellen Abbruchmethode mit R.yoff = 9A sind ([59]). Die Imple-
mentierung dieser Methode muf} also noch verbessert werden.

4.4.4 Zusammenfassung

Die vorgestellten auf FF'T basierenden Methoden besitzen alle eine Komple-
xitdt von O(Alog())). Sowohl die PME- als auch Lutys P?M-Methode [44]
sind sehr effizient. Es ist aber nicht klar, ob P?M so leicht wie PME eine ho-
he Genauigkeit erreichen kann. FFP kann zwar hinsichtlich der Genauigkeit,
nicht jedoch der Geschwindigkeit mit PME konkurrieren (siehe [20, 59]).
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4.5 Auf Multipole basierende Methoden

4.5.1 Fast-Multipole-Algorithmus (FMA)

Der FMA von Greengard und Rokhlin [28, 27, 26] fiir einzelne (nicht peri-
odische) Zellen sowie vor allem Erweiterungen fiir periodische Systeme (s.u.)
sind in vielen Anwendungen erfolgreich zur Simulation eingesetzt worden.
Die entscheidende Eigenschaft dieser Algorithmen ist, dafi sie in vielen Fillen
O(A)-, schlechtestenfalls aber O(Alog(A))-Verfahren darstellen. Dank rigoros
abgeleiteter Fehlergrenzen wird eine bekannte Genauigkeit erreicht.

Verwendet wird wie auch schon in vielen anderen Verfahren folgendes:
Das Potential, das auf ein Teilchen wirkt, kann in zwei Komponenten aufge-
spalten werden. Diejenige, die auf benachbarte Teilchen zuriickzufiihren ist,
wird auch in der FMA direkt berechnet. Diejenige aber (Pf,,), die durch
entfernte Teilchen zustande kommt, wird bei Greengard und Rokhlin durch
Multipole-Entwicklungen approximiert:

Befinden sich Punkte p;, 7 = 1,...,k in einer Kugel mit dem Radius a
und ist r der Abstand zwischen dem Kugelzentrum und dem (entfernten)
Punkt p (siehe Abbildung 4.4) mit » > a, so ist das Potential Py, (r), das
auf p wirkt und durch die Punktladungen (p;, ¢;) zustande kommt, gegeben
durch eine unendliche Multipole-Entwicklung (siehe [28, 37]). Stattdessen
sind aber auch andere Entwicklungen zur Approximation von Py, denkbar,
z.B. Andersons ,,Ring“- bzw. ,,Kugel“-Approximation [4].

p

Abbildung 4.4: Zur Multipole-Entwicklung.

Die grundlegende Idee der FMA ist es aber, eine baumstrukturierte
hierarchische Unterteilung der Ausgangszelle (Wiirfel, Level 0) vorzuneh-
men (Barnes und Hut [8], bereits ein = O(Mog(\))-Verfahren): Der Aus-
gangswiirfel wird in (iiblicherweise) acht gleichgrofie Wiirfel (,Kinderzel-
len“, Level 1) geteilt, und jede dieser Kinderzellen, die mehr als ein Partikel
enthilt, wird wieder in acht Wiirfel geteilt (Level 2). Dies wird fortgefiihrt,
bis ein bestimmtes feinstes Level m erreicht ist (siche Abbildung 4.5).

Auf dem feinsten Level m werden fiir jedes Teilchen die Wechselwir-
kungen mit den anderen Teilchen derselben Zelle sowie mit den Teilchen
der maximal 26 Nachbarzellen direkt berechnet. Auf dem Level m wird au-
Berdem fiir jede Zelle eine nur endlich viele Summanden beriicksichtigende
Multipole-Entwicklung berechnet, die die Wechselwirkungen aller Teilchen
in dieser Zelle relativ zum Zentrum der Zelle mit entfernten Teilchen aus-
driickt. Diese Entwicklungen werden dann entsprechend der Hierarchie so
miteinander kombiniert, daf} sie die Effekte von immer gréfleren Gruppen
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m | T

—1Z2/Z2/Z2|—|—|/7mm
-1 Z/>|Z2|—|—|7 |
— 12|22 |—|— |7 |m
B e O e O i A i A e R e |
B e e i A e A R R R |

@ (b)

Abbildung 4.5: (a) Die beschriebene hierarchische Unterteilung des Aus-
gangswiirfels (zur Vereinfachung nur zweidimensional dargestellt). m = 4
fiithrt hier bereits dazu, dafl jede Zelle auf dem Level m maximal ein Teil-
chen enthilt. (b) Die (maximal 26) direkten Nachbarzellen (gekennzeichnet
mit N) einer Zelle A des Levels 3, die Zellen [ ihrer Interaktionsliste sowie
die von A entfernten Zellen I und F. Eine Box B gehdrt genau dann zur
Interaktionsliste von A, wenn A und B nicht benachbart sind und die Eltern-
boxen von A und B benachbart sind. Zwei Zellen A und B liegen entfernt
voneinander, wenn sie keine Nachbarn sind.

von Teilchen représentieren (,upward pass“). Dabei verschieben jeweils die
Kinderzellen ihre Multipole-Entwicklungen zum Zentrum ihrer Elternzelle
(,multipole to multipole translation*).

Mit Hilfe der ,multipole to local translation® wird ausgehend vom Level
1 fiir eine Zelle A eine lokale Taylor-Entwicklung berechnet, die das durch
alle von A entfernten Teilchen hervorgerufene Potential Py, beschreibt. Da-
zu werden die Multipole-Entwicklungen der Zellen in der Interaktionsliste
von A in lokale Entwicklungen konvertiert und diese addiert. Im ,,downward
pass® werden die lokalen Entwicklungen benutzt, um diejenigen fiir die jewei-
ligen Kinderzellen zu berechnen (,local to local translation). Letztendlich
werden dann fiir jedes Teilchen die direkt berechneten Wechselwirkungen mit
benachbarten Teilchen und die durch Multipole- und Taylor-Entwicklungen
approximierten Wechselwirkungen mit entfernten Teilchen addiert. Genaue
Beschreibungen des Algorithmus finden sich in [28, 27]. Dreidimensionale
parallele Implementierungen wurden z.B. in [12, 13, 53] getestet.

Die Fast-Multipole-Methode ist erweitert worden, um auch Systeme mit
periodischen Randbedingungen behandeln zu kénnen. Um Multipole-Ent-
wicklungen fiir die periodischen Kopien der Einheitszelle zu erhalten, wird
dabei von der Tatsache Gebrauch gemacht, dafi die Einheitszelle und ihre
Kopien ,dieselbe* Multipole-Entwicklung besitzen: Diejenige der Einheits-
zelle mufl nur auf das Zentrum der jeweiligen Kopie verschoben werden. Dies
wurde beispielsweise in [53] fiir periodische Systeme verwendet.

Schmidt und Lee [51] haben eine Methode entwickelt, die neutrale Punkt-
ladungssysteme mit periodischen Randbedingungen in drei Dimensionen si-
muliert und dazu sowohl FMA- als auch Ewald-Techniken ebenfalls unter
Beachtung der obigen Tatsache benutzt. In ihren Geschwindigkeits- und Ge-
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nauigkeitstests fiir ihre FMA-Implementierung und die Ewald-Summation
ergaben sich je nach Parameterwahl in beiden Fillen relative Fehler der
GroBenordnungen 1072 bis 107°. Da allerdings die Verfahren nicht opti-
miert wurden, ist nicht klar, bei welcher Systemgréfie A beide Verfahren
gerade noch gleich schnell sind, um die gleiche FehlergréBe zu erreichen. Da-
her kann iiber die Effizienz ihres Algorithmus lediglich festgestellt werden,
daf} die Behandlung eines periodischen Systems gegeniiber der Behandlung
einer einzigen Einheitszelle etwa 2% aufwendiger ist.

4.5.2 Reduced-Cell-Multipole-Methode (RCMM)

Die RCMM [19] versucht, die Kosten der Ewald-Summation ebenfalls durch
Verwendung eines hierarchischen Verfahrens [27, 18] zu reduzieren. Ahnlich
dem FMA werden Wechselwirkungen zwischen der Einheitszelle und den
26 néchstgelegenen Kopien der Einheitszelle (Nachbarzellen) mit der Zell-
Multipole-Methode [18] berechnet, wihrend anders als im FMA die Wech-
selwirkungen mit den entfernten Kopien der Einheitszelle (Distanzzellen)
durch die Ewald-Summation ausgewertet werden.

Um die Distanzwechselwirkungen efflizient zu berechnen, wird jede Di-
stanzzelle durch eine reduzierte Zelle ersetzt. Diese bestehen jeweils aus 35
zufillig verteilten geladenen Teilchen, deren ¢; so berechnet werden, daf die
ersten fiinf Glieder einer Multipole-Entwicklung fiir die reduzierte Zelle mit
denen der Einheitszelle {ibereinstimmen.

In [19] wird berichtet, daf dieses Verfahren sehr genau sei und sein Re-
chenaufwand proportional mit der Anzahl A der Teilchen in der Einheitszelle
steige. Hierbei mufl aber betont werden, dafl die reduzierten Zellen mit 35
Teilchen die Multipole-Entwicklung eines Teilchensystems nur mit fiinfter
Ordnung approximieren. Vorsicht ist also geboten, weil dies in manchen Si-
mulationen nur zu durchschnittlich genauen Werten etwa fiir das Potential
fiihren kann.

4.5.3 Particle’>-Mesh/Multipole-Expansion (P°M/MPE)

Die P®M/MPE-Methode von Shimada et al. [54, 55] stellt eine Erweiterung
der P?M-Methode von Hockney und Eastwood [36] (vergleiche Abschnitt
4.4.1) mit Multipole-Entwicklungen dar.

Zuerst wird die Simulationsbox in My x My x M3 Zellen geteilt. Im Zen-
trum jeder Zelle befindet sich ein Gitterpunkt, fiir den das Potential, die
Multipole-Entwicklung usw. bestimmt werden. Das elektrostatische Poten-
tial bzw. das Kraftfeld, das auf ein Teilchen ¢ wirkt, wird in Partikel-Partikel-
(PP-) und Partikel-Gitter- (PM-) Wechselwirkungen gespalten.

Die nur auf kurze Entfernung wirkenden PP-Wechselwirkungen zwischen
zwei Partikeln in derselben oder in benachbarten Zellen werden direkt be-
rechnet. Die weitreichenden PM-Wechselwirkungen eines Teilchens ¢ mit den
restlichen Zellen, die deutlich getrennt von p; liegen (Distanzzellen), werden
fiir ¢’s Zellenzentrum berechnet, indem man das durch alle entfernten Zellen
hervorgerufene Potential durch eine Multipole-Entwicklung ausdriickt.
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Dann werden die PM-Methoden aus [36] verwendet, denen FF'T-Verfah-
ren (und nicht hierarchische Schemata wie in FMA oder RCMM) zugrun-
de liegen. Da die PM-Potentiale (bzw. -Kraftfelder) wie glatte Funktionen
behandelt werden kénnen, kénnen die Resultate fiir die tatsidchlichen Teil-
chenpunkte interpoliert werden.

Die Leistung der P?M/PME-Methode fiir die Simulation eines zeitab-
hidngigen Systems wird verbessert, wenn die Behandlung der beiden Berei-
che (PP bzw. PM) folgendermafBen ablduft: Die PP-Wechselwirkungen wer-
den in jedem Zeitschritt berechnet, wobei jeweils die aktuellsten Informatio-
nen iiber die Teilchenpositionen benutzt werden. Die PM-Wechselwirkungen
werden dagegen nur nach jedem 10. bis 20. Zeitschritt neu berechnet. Diese
Verfahrensweise hat in Tests die Berechnungszeit um durchschnittlich ein
Drittel verkiirzt.

In [54] wird behauptet, daff P?M-Methoden allein ,,keine extrem genauen
Resultate erzielen® und daher nur mit Vorsicht fiir prizise Simulationen
langer Zeitrdume eingesetzt werden sollten. Dort ([54]) findet sich auch ein
Vergleich der Methode mit Hockney und Fastwoods Verfahren. Hinsichtlich
der Gesamtleistung sollen beide vergleichbar sein.

4.5.4 Macroscopic-Multipole-Methode (MMM)

Die MM-Methode von Lambert et al. [43], ein O(A)-Algorithmus, verwendet
Fast-Multipole-Verfahren, um die elektrostatischen Kréfte eines Systems zu
berechnen, das aus endlich vielen periodischen Einheitszellen besteht. Die
Teilchen werden dabei iiber ein Gitter aus 3* x 3% (2D) bzw. 3% x 3% x 3% (3D)
Zellen verteilt. Die Methode basiert wieder auf der Beobachtung, dafl die
periodischen Kopien der Einheitszelle dieselben Multipole-Koeffizienten wie
diese besitzen, eine einmalige Berechnung dieser Koeffizienten also geniigt
(siche auch Abschnitt 4.5.1).

Die Simulationszelle wird wie im FMA rekursiv in kleinere Unterzellen
geteilt. Die Multipole-Entwicklung jeder Unterzelle wird auf dem feinsten
Level berechnet, und Unterzellen werden je zu grofieren Strukturen bis hin
zur Einheitszelle zusammengefafit (upward pass). Nun werden makrosko-
pische Multipole-Prozeduren aufgerufen, um die Multipole-Entwicklung M;
fiir die Zelle S; (¢ =1,...,k — 2) zu berechnen.

Der nun folgende Schritt startet auf dem hochsten Level (i = k) und
konvertiert M; in eine lokale Entwicklung um die zentrale Einheitszelle, falls
das makroskopische Gebiet auf diesem Level ,jweit genug“ von der zentralen
Einheitszelle getrennt ist. Sonst wird das Gebiet in 9 (2D) bzw. 27 (3D)
Zellen geteilt, und obiges fiir jede dieser Zellen durchgefiihrt usw. Auf dem
untersten Level dieser Rekursion werden dann Krifte zwischen Zellen bzw.
Teilchen, die nicht weit genug voneinander entfernt sind, direkt berechnet.
Sind auf diese Weise alle makroskopischen Zellen behandelt worden, beginnt
der Downward Pass der FMA.

In Simulationen, die in der Praxis ablaufen, sorgen & = 3,...,6 und
p = 8,16 (p sei die Anzahl der Multipole-Terme) fiir durchschnittliche bis
sehr genaue Resultate. Der vorgestellte Algorithmus ist auflerdem sehr effizi-
ent und lediglich 25-30% teurer als ein Fast-Multipole-Algorithmus fiir eine



78 KAPITEL 4. BERECHNUNG ELEKTROSTATISCHER GROSSEN

einzelne Einheitszelle. Die Ergebnisse der MMM mit p = 8 und k£ = 4 und
Ergebnisse der Ewald-Summation zeigten eine Ubereinstimmung in 3 bis 4
signifikanten Stellen. Eine hthere Genauigkeit wird durch Vergréflerung von
p erreicht, was allerdings die Rechenzeit verlangert. MMM ist auch in der
Lage, effizient nicht-kubische Systeme, d.h. 3" x 37 x 3*-Gitter mit i # j # k,
zu behandeln. Dies erlaubt letztlich die Untersuchung z.B. von Oberflichen,
also Systemen, die endlich in einer der drei Dimensionen sind.

4.5.5 Zusammenfassung

Zusammenfassend ist festzustellen, dafi die Komplexitit aller vorgestellten
Multipole-Methoden zwischen O(A) und O(Mog(X)) liegt. Die Macroscopic-
Multipole-Methode zeigt dabei die beste Kombination aus Genauigkeit und
Effizienz und ist zudem in der Lage, Systeme mit ,irgendeiner” geometri-
schen Konfiguration zu simulieren.

4.6 Weitere Verfahren

Berman und Greengard [11] haben eine neue generelle Methode zur schnel-
len Auswertung von Summen bestimmter Potentialfunktionen unendlicher
periodischer Systeme vorgestellt. Sie wurde fiir zwei- und dreidimensiona-
le Systeme entwickelt. Fiir elektrostatische Punktladungssysteme verwendet
das Verfahren Multipole- und Taylor-Entwicklungen, um zu einer rekursi-
ven, unendlichen Summe zu gelangen. Diese benétigt die Auswertung einer
Funktion, die den Gitterpunktkoordinaten bestimmte endliche Summen zu-
ordnet.

In [48, 32] wurde die Ewald-Summation modifiziert, um Systeme mit
weitreichenden Wechselwirkungen zu simulieren, die lediglich in zwei der drei
Dimensionen ,unendlich® sind. Beispiele hierfiir sind biologische Membra-
nen und polare Fliissigkeiten. Solche quasi-zweidimensionalen Systeme las-
sen sich ndmlich nicht direkt mit dreidimensionalen Implementierungen der
Ewald-Summation behandeln, weil dies eventuell zu unrealistischen Wech-
selwirkungen zwischen den Schichten der endlichen Dimension fiihrt und das
Verfahren auflerdem ineffizient wére. Die modifizierte Methode soll dagegen
eine verniinftige Geschwindigkeit und Genauigkeit erreichen, benétigt dafiir
allerdings viel Speicherplatz.

Die hier bereits erwihnten Verfahren und Ansitze sind die momentan
wohl am h&ufigsten eingesetzten. Es gibt aber noch eine ganze Reihe ande-
rer, die teilweise auch Mehrgitter-Verfahren verwenden. Hier sind z.B. Ar-
beiten von Brandt und Lubrecht [14] zu nennen, die ein schnelles Mehrgitter-
Verfahren fiir die Multi-Integration (und diskrete Analoga) entwickelt ha-
ben.

4.7 Zusammenfassung

Algorithmen aller drei Klassen (Standard-, Fourier- bzw. Multipole-basierte
Ewald-Summationen) sind heutzutage in Simulationspaketen vertreten, wenn
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auch eine konventionelle Ewald-Summation selten verwendet wird, da sie
teuer ist. Die Standard-Methoden sind am einfachsten zu programmieren
und die Fourier- etwas leichter als die Multipole-basierten.

Eine vergleichende Zusammenstellung von Berechnungszeiten und rela-
tiven Fehlern fiir spezielle Tests, die in der Literatur fiir einige der oben be-
schriebenen FFT- bzw. Multipole-Verfahren aufgezeichnet sind, findet sich
z.B. in Tafel 1 in [59]. Auch wenn die Werte schwer vergleichbar sind, da
verschiedene Rechner und Teilchensysteme verwendet wurden und ein Ver-
gleich in der Literatur oft nur zu Standard-Ewald-Methoden gezogen wird,
spiegelt die Tabelle doch folgenden allgemein beobachteten Trend wieder:

Die Multipole-Methoden erweisen sich als starke Konkurrenten zu den
Standard- und Fourier-Verfahren. Kleine Systeme, A < 1000, kénnen effizi-
ent (hinsichtlich Rechenzeit und Genauigkeit) mit Standard-ES-Verfahren
simuliert werden, fiir Systeme der Gréfenordnung 10° — 10? sind Fourier-
Methoden iiblicherweise effizienter, und fiir noch gréfere Systeme eventuell
spezielle Multipole-Methoden.

Allerdings hdngen solche Vergleiche stark davon ab, wie der jeweilige
Algorithmus auf dem jeweiligen Computer implementiert wird. So wird in
der Literatur von Systemgréfien A = 300 [19] bis A = 30000 [57] berichtet, bei
denen Fourier- gerade noch so schnell wie Multipole-Verfahren sein sollen. In
[21] wird sogar berichtet, dal FMA und eine direkte Implementierung der ES
sich erst bei A = 100000 trennen sollen. Ausfiihrliche Tests von Pollock und
Glasli [46] fiir P?M, FMA und ES, die auch parallele Implementierungen von
P?M und der Ewald-Summation vergleichen, kommen zu dem Ergebnis, daf
selbst bei sehr grofien Teilchensystemen die P*M der FMA und der ES (auch
klar im Parallelen) vorzuziehen sei. Eine Entscheidung zwischen Fourier-
basierten und Multipole-Methoden ist also ldngst noch nicht gefallen.

Fiir Teilchensysteme, die wie Kristalle eine ,,vollstindige* Periodizitit
aufweisen, scheint aber noch immer die ,,echte* Ewald-Summation bzw. ihre
Durchfiihrung mit Hilfe der FFT die beste Vorgehensweise zu sein.
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Kapitel 5

Ein neues Verfahren

5.1 Einleitung

Die hier vorgestellte neue Methode, beschrieben in den Abschnitten 5.1 und
5.2, wurde im wesentlichen von Takumi Washio [62] entwickelt. Sie basiert
auf der folgenden Definition der elektrostatischen Energie IV, die den Vorteil
hat, ,mathematisch besser faibar® als die Definition (4.2) zu sein:

(51) E(plv"'7p/\) = lim E(S:p17"'7p/\)
S—o00

mit!

E(S:p1,...,px) = (quj |Pz py|/5 +ZZZJ (Ipi — Pj'+n|/5))

Py P20 i lpi —pj + 7

fir S € Ry. Dabel sei ¢ eine nichtnegative C'°°(R)-Funktion mit den fol-
genden Eigenschaften:

$(0) =1,
(5:2) C(o) := /0 r¢ (r)dr < oo .

Das Kraftfeld fiir die Punktladung (p;, ¢;) ist nun wieder definiert durch

(5.3) F, ==V, E(p1,...,p)\) .

Definiert man noch fiir 2,y € R®, 2 ¢ y + A'(d) und S € R, die Funktionen
G(S:-,-) durch

(S a,) ::{ Al = vl/5) +Z( (e =y+nl/$) _ <|n|/5>)}

|z =y S\ -yt |7

'Die Indexgrenzen 1 bzw. A fiir Indizes, die sich auf die p; bzw. ¢; beziehen, werden im
folgenden oft weggelassen. Die entsprechenden Summen sind natiirlich trotzdem endlich.

81
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und beachtet, dafl wegen ijl =0
20 == 0
4 1#]

gilt, so erhilt man

E(S:p1,...,pa) Zqzq] (S pivpi) -
275]

Sei nun ¢ so gewihlt, daB die Funktionen G/(S : -, -) fiir S — oo gleichmiBig
gegen eine Funktion G(-,-) konvergieren. Dann existiert offenbar auch der
Grenzwert in (5.1).

Wie im Anhang A.2 gezeigt wird, ist die Funktion G d-periodisch und
durch folgende Poissongleichung charakterisiert:

Va,y e R? 1 —AG(x,y) =4r Z Xy+n(Z) — d30(¢)

neN(d)
lim (G(x ) — ! ) =
e\ T =) T

Die zweite Gleichung sorgt dafiir, daf§ die Lésung fiir G eindeutig bestimmt
ist. G 148t sich also mit einer Greenschen Funktion auf dem dreidimensiona-
len Torus T3(d) := R3/AN(d) identifizieren. Hitte man nun eine d-periodische
Losung @ der Poissongleichung

~Ad(z Zqz(@r > xp,+n —210(¢))

neN(d

—ZQZ47T Z Xp,-l—n 9

neN(d

(5.4)

so wiirde man wegen

A
= Z ¢:;G(z, pi) + const.

=1

(Begriindung analog Abschnitt 5.2.3) die elektrostatische Energie und das
Kraftfeld (formal) aus

E(plv"“pA):_qu _% ($7pi))|l’=pi7

F; = —qNg; (®(2) — ¢:G (2, ;)] w=ps

erhalten. Hierbei ergeben sich nun die folgenden Schwierigkeiten fiir die Be-
rechnung von E und F; aus einer (diskreten) Losung fiir &:

e Der Term lim,_,,, G(z,p;), der (in R) nicht konvergiert, fliefit in die
obige Formulierung mit ein. Er wiirde dem ,,Einfluf} jeder Punktladung
auf sich selbst* entsprechen.

e Die rechte Seite der obigen Poissongleichung weist Singularitdten auf.
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5.2 Aufspaltung der Greenschen Funktion

5.2.1 Definition von p und Aufspaltung von &

Um die elektrostatische Energie I¥ und das Kraftfeld F; letztendlich effi-
zient berechnen zu kénnen und dabei die oben geschilderten Probleme zu
umgehen, wird zuerst (dhnlich der Ewald-Summation und Varianten) eine
Aufspaltung der Greenschen Funktion ¢ in zwei Funktionen U und V vor-
genommen. Dazu wird eine auf [0, oo[ definierte, stetige Funktion p mit den
folgenden Eigenschaften verwendet:

p € C10,00[N C?0, 1],

lim p'(r) =0,
r30
sup |p'(r)/r] < oo,
relo,1]
(5.5) Vi€ {0,1,2,3) sup o] < oo,

relo,1{
Vr>1:p(r)=0,

1
/ p(r)drridr=1.
0

Ein Beispiel fiir eine solche Funktion findet sich im Abschnitt 5.3.1. Die
ersten vier Bedingungen werden vor allem im Abschnitt 5.3.3 fiir Fehler-
abschitzungen verwendet. Definiert man nun fiir R < d/2 die Funktionen
U und V als d-periodische Losungen der folgenden Poissongleichungen mit
zusdtzlichen Bedingungen zum Erhalt jeweils einer eindeutigen Losung:

(5.6) Vo eR® 1 —AU(R:2) =47 Y xulz) 4ﬂp(@> |

T 3
) R R
. 1
(5.7) il_}r%(U(R.x)—m) =0,
Ar [ |x|q 4w

(5.8) Ve e R®: —AV(R:z) = ﬁp(?) -5 (8),
(5.9) V(R:0)=0,
wobei

zlg:= min |z +n

o= min Jo )
sei, so ist

Glz,y)=UR:z2—y)+V(R:2—y),

und die elektrostatische Energie 148t sich aus

(5.10) E(p1,...,px) = %(Z Ga;U(R :pi = pi) + Y qig; V(R p; — Pj))

i#] ]



84 KAPITEL 5. EIN NEUES VERFAHREN

berechnen. Dafl in der zweiten Summe auch die Summanden mit ¢ = j
auftreten konnen, kommt daher, dafi nach Definition V(R : 0) = 0 gilt.

Die Bedeutung von p besteht darin, eine stetige und stiickweise (minde-
stens) dreimal stetig differenzierbare, sphérisch symmetrische Verteilung

" (|9€ _pi|d)
i\ =5

der Ladung ¢; um den Punkt p; zu bestimmen. Die Weite der Verteilung ist
durch den Radius R gegeben. Dies entspricht zusammen mit der Spaltung
von (¢ der Grundidee der Ewald-Summation und verwandter Verfahren (ver-
gleiche besonders die Abschnitte 4.2.2,4.4.2 und 4.4.3). Im folgenden werden
nun Gleichungen hergeleitet, die eine effiziente Berechung von U und V und
somit I/ und F; gestatten.

5.2.2 Berechnung von U

Fiir @ € [-d/2,d/2]? ist |z|; = |»|, und daher

4r x
—AU(R: z) =4mxo(z) — ﬁp(%) .
Insbesondere fiir || < R ist wegen R < d/2 also |z|g = |z|. Unter der
Annahme, daf8 U sphérisch symmetrisch, d.h. U(R : z) = X (R : |z|g) mit
passender Funktion X ist, liefert das Divergenz-Theorem von Gauf (siehe
[33]) aufgrund obigem, dafl X durch das Ldsen der folgenden gewdhnlichen
Differentialgleichung erhalten werden kann:

dX 4w ||
Y0 <d/2: —dmr*—(R:r) =41 — —= ) d
<r<d/ r dr( r) ™= T |x|§rp(R) x
4 T
(5.11) = dr - R—Z p(t/R)Axt® dt
0

r/R
=47 — 471'/ p(s)dmrs? ds
0
mit der zusitzlichen Bedingung

(5.12) lim (X(R r)— 1) 0.

r—0

Definiert man
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so erhilt man folgende Schar von Lésungen der Differentialgleichung (a # 0,
ceR):

([omy frewmn,,

— — 4 tdt
L0 2 o)

O(a/R) 4x [/
il
O(/R)  ©O(a/R) T(r/R) T(a/R)

p(s)sds

1
.
1
-
1 O(/R) O(a/R) A4Ar
.
1
.
1
.

r a R R 7
wobei sich aus (5.12) und (5.5)

O(a/R) T(a/R)

a B R —e=0
ergibt. Dies liefert fiir 0 < |z|q4 < d/2 also:
UR:z)=X(R:|z|q)
(5.13) _ 1 O(zl4a/R)  T(z]s/R)
- — - + .
2[4 2[4 R

Fiir r > 1 ist wegen (5.5) offenbar

O(r)=1
(5.14) (r)
L(r)y=T1(1).
Ebenfalls wegen (5.5) ergibt sich fiir || > R
(5.15) —AU(R:2)=0.

U(R : z) ist also fiir |z|q > R konstant. Weil aber R < d/2 ist und fiir
|z|4 € [R,d/2] aus den obigen Ergebnissen (5.13) und (5.14)

11 T
UR:2)= — - — 4
T A T

oy

R

folgt, ist auch

r
(5.16) Vied > R : U(R:x):%.

Die oben gemachte Annahme, dal U(R : z) = X (R : |z|q) gilt, fiithrt also
zu einer eindeutigen Losung U der Gleichungen (5.11) und (5.12). Ande-
rerseits erfiillt die erhaltene Funktion auch die Gleichungen (5.6) und (5.7),
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wie man leicht nachrechnen kann, und ist damit die gesuchte Lésung dieser
Gleichungen. Aus (5.16) und den Gleichungen

Y qg= Z:qi( > (]j) :

i#5|pi—psla>R H(#i)lpi—psla>R

Z q; + Z Qj‘I’Qi:ZQj:O
J

J(#):lpi—pjla>R J(#):pi—psla<R
erhilt man nun
(5.17)
1
526U (R pi = p))
i#]
1 I'(1
=5 Y aqU(R:pi—p)+ —Q(R) Y g
i#5,|pi—pjla<R i#j,lpi—psla>R
1 I'(1)
=5 > G U(R:pi—p;) EZ%(—%— > q;)
i£5|pi—pjla<R i i(#):|pi—pjla<R

1 r(1 r(1
SO CLRTES o i
i#5|pi—pjla<R z
Loy ,(1—®(Ipi—pjld/R) F(|pi_pj|d/R)—F(1))
- 9.9 ' : +
|p2 —P]|d R

i#4,lpi—pjla<R
I'(1) 2
~ o 20

Dies zeigt, dafl man fiir jedes p; den Cut-Off auflerhalb des Kreises um p;
mit Radius R in der Berechnung des ersten Terms der rechten Seite von
(5.17) ohne jeden Fehler anwenden kann.

5.2.3 Berechnung von V

Nachdem nun also eine Formel zur schnellen Berechnung von U entwickelt
wurde, soll dies auch fiir V' geschehen. Sei nun (R : -) eine d-periodische
Losung der Gleichung

vt =Yg (A (M) ey

(5.18) =t

A
_Ar q,p(W—Pﬂd)
=TSy .
RS R

Da dies eine (dreidimensionale) Poissongleichung darstellt, deren rechte Seite
wegen R < d/2 stetig (und stiickweise (dreimal) stetig differenzierbar) und
d-periodisch ist und die Kompatibilitdtsbedingung (1.3) erfiillt, gilt mit der
Definition von V offensichtlich

A
Y(R:z)= quV(R 12 — p;) + const.

i=1
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und somit wegen ijl ;=10
(5'19) Z%% rip;— p] ZQHb R pz .

Damit hat man nun die Berechnung der rechten Summe in (5.10) auf die
Bestimmung von ¥(R : -) zuriickgefiithrt. Dies hat den Vorteil, dafl zur Be-
rechnung einer N&herungslosung (R : -) von (5.18) eines der Mehrgitter-
Verfahren aus Kapitel 3 eingesetzt werden kann. Hierbei muf allerdings be-
achtet werden, daf§ im allgemeinen nicht f ¢ C?([0,d]?) gilt, wobei f die
rechte Seite von (5.18) darstellt (vergleiche Abschnitte 5.2.1 und 5.4).

5.2.4 Berechnung von F und F;

Unter Ausnutzung von (5.17) und (5.19) fiir (5.10) ergibt sich zusammen-
fassend also folgende Gleichung zur Berechnung von I:

E(p1,...,p))
1
=3 (Z Gg;U(R:pi—pj)+ Y aia;V(R: pi — p;))
i#j i
_1 S g 1= Olpi = pila/B) | Lllpi = pila/R) = '(1)
2 Y lpi — pila R

i#j,lpi—psla<R

—~ 1;(—;)qu+%2%¢(3:1%)-

Zur Herleitung der entsprechenden Formel fiir die F; muff £ gemif (5.3)
noch abgeleitet werden. Dazu werden die folgenden Gleichungen ben&tigt:

= (3)=-

x 4m x x x
v (U5 = (i) o).
V%( (%/R)) ;1%7; p(l;l)

Mit 24 = a € 2 + N (d), so daf} |a| = |z|q gilt, ist dann

rg 4w |2|q x4 |2|q 4w |2|q
VoUR:2) = -t - 2 p( ) 4 T g e} | 2T, o 2
(B:2)= B ’0( R ) LT ( r)TE\ R

und somit

Vi U(R 2 pi = pj) = M(l—@(w)).

|pi —Pj|d
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AuBerdem gilt (da V wie U entsprechend Abschnitt 5.2.2 sphérisch symme-
trisch ist):

1 1
Vg 2GR p) = 5V Y iV (R < pj — )
j 7k

1
=3 Vpi > " 24iq; V(R : pi — p;)
J

= QZVp,¢(R : pi) :

Dann kann das auf die i-te Punktladung wirkende Kraftfeld insgesamt fol-
gendermaflen berechnet werden:

Fi =

—Gi > 4V, U(R 2 pi — pj) — ¢V, (R 2 pi)
J(#i)ilpi—pjla<R

i > qu(l—G(%)) — qiVp, O(R :pi) .

— 3
i(#0):Ipi—p;la<R Ipi = psla

5.3 Diskrete Losung

5.3.1

Ein Algorithmus zur Berechnung von £ und F;

Im folgenden bezeichnen E} und F}; die Approximationen fiir £ und Fj,
die mit Hilfe einer Naherungslosung ¢, (R : ) fiir (R : -) auf einem Gitter
Q, (siehe dazu Kapitel 3) berechnet werden sollen. Die Zellgrofe ist hierbei
(0.B.d.A.) durch d =1 gegeben.

Zur Bestimmung von Ej und Fj; wurde das FORTRAN-Programm
CHEM erstellt, welches in sechs Schritten die diskreten Lésungen bestimmt:

1.

2.

p, R und h geeignet wihlen; p; und q; einlesen.

Die (diskrete) rechte Seite von (5.18) berechnen.

. Fine diskrete Losung fiir (R : -) bestimmen.

. Mit obigem p die Funktionen © und I' durch (exakte) Integration be-

rechnen.

. Die Ndherung E; berechnen.

. Die Niherung Fj; fir alle 1 =1,..., X berechnen.

Zum ersten Schritt:

Beispielsweise erfiillt die folgende Funktion p alle Bedingungen in (5.5):

p(r) o 47r§)7_r24(1 + cos (777‘)) fiir r S 17
‘ 0 sonst.
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Durch diese Wahl von p kénnen die Funktionen © und I' leicht berechnet
werden (siehe vierter Schritt). Sie wird im folgenden immer verwendet. Als
weitere Parameter miissen der Radius R und die Maschenweite h = 27 mit
p € N des Gitters € (siche auch Kapitel 3) festgelegt werden. Siehe dazu
auch Abschnitt 5.3.2.

Aus einer vorher erzeugten Datei werden A und die Ladungspunkte
(piyqi) (1 =1,...,A) nacheinander eingelesen. Da die Werte |p; — p;|4 spiter
bei der Berechnung sowohl von Fj, als auch Fj, gebraucht werden, kann man
sie an dieser Stelle einmal berechnen und abspeichern (wenn genug Speicher
vorhanden ist). Da sich alle p; in ]0,1]> befinden, geniigt zur Berechnung
von |p; — p;la die Betrachtung der |p; — p; + n| mit n € {(ny,ne,n3) | n; €
{=1,0,1}, ¢ = 1,2,3}. Ist fiir den Abstand ein Wert < 0.5 erreicht (falls
dies moglich ist), hat man |p; — p;|q bereits gefunden und kann die Suche
abbrechen. Ansonsten wird das Minimum (< 0.5v/3) bestimmt. Zusitzlich
sollte auch der Vektor (p; — p;)q abgespeichert werden (fiir F).

Zum zweilten Schritt:

Bevor man (5.18) numerisch 16sen kann, mufl die rechte Seite
4w |2 — pila
5.20 = — o ——2
(5.20) o) =53 (1
auf dem Gitter €, diskretisiert werden. Dies geschieht in mehreren Schritten:

Schritt (A): Zuerst wird eine Hilfsfunktion pp;s berechnet. Sie stellt
die Diskretisierung der Ladungsverteilungsfunktion p(|z|/R) mit Zentrum
(0,0,0) dar. Der Faktor 47/R> in (5.20) wird dabei bereits beriicksichtigt:

dmp(lzl/R) g <R
YeeGynN [—R,R]B : philf(ac) = { R o |$| =7
0 sonst.
Im Algorithmus wird pp;s natiirlich nur in G, N [0, R]? berechnet, da die
Funktion sphérisch symmetrisch ist.

Schritt (B): Fiir jeden Ladungspunkt p;, = (pn,pi2,pis) (¢ = 1,...4)
wird festgestellt, ob er ein Gitterpunkt ist, d.h. p; € Qp gilt. Falls dies
nicht der Fall ist, wird eine trilinear gewichtete Verteilung seiner Ladung
auf die umliegenden 8 Gitterpunkte vorgenommen, wobei die Torusstruktur
gegebenenfalls ausgenutzt wird. Sind die Wichtungsfaktoren sq, sy und s3

durch
s1=1— (pi/h —int(pa/h)),
sy =1— (pia/h —int(pia/h))
s3 =1 — (pis/h —int(piz/h))

gegeben, wobei int(z) den ganzzahligen Anteil von z bezeichne, so erhlt

beispielsweise der Gitterpunkt ,rechts vorn oben® ? von p; ,

(int(pir/h) * b+ h,int(pi2/h) * h, int(pis/h) * h + h) ,

2falls er in €, liegt, sonst die entsprechende periodische Kopie.




90 KAPITEL 5. EIN NEUES VERFAHREN

den Ladungsanteil
(1 —s1)s2(1 — s3)q; -

Analog berechnen sich die Anteile fiir die anderen 7 Punkte.

Schritt (C): Nun wird die diskrete Entsprechung f; zu f berechnet. Dazu
wird die Hilfsfunktion ppg¢ (d.h. ihr Zentrum) auf p; bzw. die 8 Gitterpunkte
um p; jeweils verschoben (fiir alle ¢ =1,..., A). Dabei wird die Torusstruk-
tur explizit beachtet, d.h. fiir jedes p; wird vorher berechnet, wann pp; s
die Grenzen von 2 erreicht. Dann werden die entsprechenden Teile von
{pnis(z) |z € G N[0, R]*} gezielt verschoben. Auf diese Weise erspart man
sich (wie auch schon in den Mehrgitter-Verfahren der Kapitel 2 und 3) die
Anwendung der Modulo-Funktion.

Hinzu kommen gemiB (5.20) die Ladungen ¢; bzw. die durch die s; ge-
wichteten Anteile als Faktoren. Die sich so ergebenden Werte werden zu be-
reits vorhandenen fiir die jeweiligen Gitterpunkte addiert. Letztlich erhilt
man so die Gitterfunktion fj,.

Schritt (B) und Schritt (C) werden im Algorithmus miteinander verbun-
den. Dabei stellt Schritt (B) die duflere und Schritt (C) die innere Schleife
dar.

Zum dritten Schritt:

Die trilinear gewichtete Verteilung der Ladungen bewirkt offensichtlich, dafl
[ bereits die diskrete Kompatibilitdtsbedingung (3.6) erfiillt. Daher ist die
Losung der diskreten Poissongleichung

—Appp(R:-) = fi

existent und bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Sie wird nun mit
Hilfe eines der Mehrgitter-Verfahren (wo-FR3D oder FR3D) aus Kapitel 3
berechnet.

Zum vierten Schritt:

Um nur an moéglichst wenigen Stellen im ganzen Prozefl mit Ndherungslosun-
gen rechnen zu miissen, ist es von Vorteil, die Funktionen I" und © explizit
angeben zu kénnen. Andererseits ist es wichtig, beide Funktionen schnell
auszuwerten, um den Rechenaufwand mdglichst gering zu halten. Insbeson-
dere soll eine zeitraubende numerische Integration vermieden werden.

Verwendet man das oben angegebene p, so erhdlt man durch partielle
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Integration:

1 2 2
3 2 . .
r’ 4 —r’sin (7r) 4+ —3Tcos (7r) — —gsin (777‘)) )

2 /1 1 1 1
_ 3 (—r2 + —rsin (mr) + —3 cos (7r) — ) ;

2 72

In diesem Falle sind beide Funktionen also explizit bestimmbar und schnell
auswertbar.

Zum funften Schritt:

Mit Hilfe der bereits bestimmten Funktion (R : -) kann man nun eine
Niherungslésung fiir /¥ angeben:

(5.21)

S qiq]<1_®(|pi_pj|d/R) +F(|Pi—PJ|d/R)—F(1)>

1
En(pr,...,pa) ==
( /=5 P~ ol R

t#3,lpi—pjla<R

T~ 2 I o
— 2R zi:% +22i:%¢h(R.pz)
1—1
5 SIS SR (L L
¢=1 g#i,|pi —pjla<Rij=1 lpi —pjla

Do/ T _ %zq - %;qiwhm b

R

Die Umformung hat den Vorteil, daf§ die Gleichheit von je zwei Summan-
den der Doppelsumme ausgenutzt wird: Da sie jeweils nur einmal berechnet
werden, halbiert sich der Aufwand zur Berechnung der Doppelsumme.

Falls ein p; kein Gitterpunkt ist, existiert kein Wert fiir 15 (R : p;). In
diesem Falle wird mit Hilfe der umliegenden 8 Gitterpunkte durch trilineare
Interpolation (vergleiche den ersten Schritt) ein Wert gewonnen.

Zum sechsten Schritt:

Ebenso kann mit Hilfe der (R : p;) schliellich eine Approximation Fj ;
bestimmt werden:

(pi —Pj)d( |pi — pjla
Fri =q; G\ 1 -0 —%—
2 T pi — il R

(5.22) (i) |pi—p;|a<R
— i Vip Un(R ;) .
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Hierbei wird die Approximation Vy p, 5 (R : p;) fiir den Gradienten wie
folgt berechnet:

%(z/}h(R : (pi1 + 0.5k, pi2, piz)) — ¥n(R : (pi1 — 0.5h,pi2,pi3))>
Vg Yn(R:pi) = %(z/}h(R s (pi1, piz + 0.5R, piz)) — Yn(R : (pir, piz — 0.5h,p¢3))>

%<¢h(R : (pi1, piz, pis + 0.5R)) — Y (R : (pi1, piz, pis — 0.5h))>

Dieses Verfahren zur ngherungsweisen Berechnung des Gradienten ist dank
der hier verwendeten symmetrischen Sterne zweiter Ordnung (siche auch
(1.17)). Die Werte fiir (R : x) an den entsprechenden Stellen z erhélt
man jeweils wieder durch trilineare Interpolation aus den umliegenden 8
Gitterpunkten.

5.3.2 Rechenaufwand

Der Rechenaufwand W (A, R, k) hdngt ab von der Anzahl A der Teilchen in
der Einheitszelle ()1, der GroBle des Radius R und der Maschenweite h. Er
setzt sich aus den vier Anteilen W; (i € {2,3,5,6}) fiir den zweiten, drit-
ten, fiinften und sechsten Schritt zusammen, die im wesentlichen folgende
Gestalt haben:

Wy = wa 1 (R/R)? +waaA(R/K)?,
Ws = ws(1/h)?,

Ws = ws 1 Agen (B, M)A+ ws oA,
We = we,1 Aden (B, M)A+ we 2 A .

Hierbei bezeichnen die w; von A, R und & unabhingige Proportionalitéts-
konstanten. Ist Age, (R, A) (¢ = 1,...,A) die Anzahl der Ladungspunkte
p;, die hochstens den Abstand R (gemessen mittels | - |4) von p; (¢ # j)
haben, so ist Agen (R, A) der Durchschnitt dieser Werte. R ist nun fiir ein
System aus A Teilchen immer so w#hlbar, dal A4, (R, A) unterhalb eines
fest vorgegebenen Wertes bleibt, der bei groflem A deutlich kleiner als A ist.
Der erste Summand von Wy gibt die Arbeit fiir Schritt A, der zweite
Summand die Arbeit fiir die Kombination von Schritt B und C an. Letzterer
ist vor allem dank der Abhingigkeit von A und der trilinear gewichteten
Verteilung auf je 8 Punkte deutlich aufwendiger, so dafi man fiir W

W2 = w272/\(R/h)3

schreiben kann. Fiir W3 wird angenommen, daf} 15, mit einem der Mehrgitter-
Verfahren aus Kapitel 3 in der FMG-Version berechnet wird. Wx ergibt sich
direkt aus der Gleichung zur Berechnung von FE} (siehe fiinften Schritt),
wobei in w52\ der Aufwand fiir die letzten beiden Summanden steckt. W
spiegelt schliellich den Aufwand fiir die Berechnung aller Fj; (¢ = 1,..., A)
wider.

Liegt eine gleichmiBige Verteilung der p; im Wiirfel [0,1]* vor, so ist
Aden(R,A) (im Idealfall) proportional zu (AY/?R)® = AR®. Dann gilt mit
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Men (R, A) = wrAR? -

Ws = w571w7AR3/\ + w572/\ ,
We = w671w7AR3/\ + w672/\ .

Bei der Wahl der Parameter R und ~ muf} beachtet werden, daf§ ein kleineres
R bei festem h und gegebenem Teilchensystem, d.h. festem A, zwar
den Rechenaufwand deutlich herabsetzt - W5 und jeweils der erste Term von
W5 und W sind proportional zu R? -, allerdings dazu fiihrt, daf§ ¢, (R : -)
eine schlechtere Niherung fiir ¢(R : -) darstellt, weil die rechte Seite f von
(5.18) im Grenzfall R — oo Singularitdten in den p; aufweist. Bei kleinerem
R muf also normalerweise auch h kleiner gew&hlt werden, um etwa die
gleiche Genauigkeit zu erreichen.

Verkleinert man h sogar im gleichen Mafl wie R, so daf also R/h etwa
konstant bleibt, ist auch Wy konstant, und man hat einerseits ein propor-
tional zu (1/h)? (d.h. der Anzahl der Gitterpunkte) wachsendes W5, ande-
rerseits gegen ws 2 A bzw. wg 2 A schrumpfende Wi bzw. We. Ein zu kleines R
ist bei festem A also nicht vorteilhaft, da der Verlust an Genauigkeit nicht
mehr durch einen kleineren Rechenaufwand gerechtfertigt wird. Ahnliche
Uberlegungen gelten offensichtlich umgekehrt fiir zu groBe h.

Der Gesamtrechenaufwand in Abh&ngigkeit der Systemgroéfie A soll
nun im Vordergrund stehen. Wy und Wy sind offensichtlich im wesentlichen
proportional zu A, wenn R jeweils so klein gewdhlt wird, daB Az, (R, A) etwa
konstant bleibt. Bei einer gleichm&Bigen Teilchenverteilung bedeutet das:

AR? = const.
& R =const.}/3\71/3,

Bei festem h iberwiegen dann fiir geniigend grofies A die Terme W5 und W
die Terme Wy und W5 deutlich, so daB hier ein O(A)-Verfahren vorliegt.

Aber auch in dem Fall, da aufgrund obiger Uberlegungen zusitzlich
h kleiner gewidhlt wird, und zwar sogar so klein, da R/h (etwa) konstant
bleibt, ist W5 im wesentlichen proportional zu A. Auflerdem ist dann h pro-
portional zu A=1/3, und daher auch W5 im wesentlichen proportional zu A.
Auf diese Weise ergibt sich ebenfalls ein O(A)-Algorithmus zur Berechnung
von F und F;.

5.3.3 Fehlerabschiatzungen

Wie man aus (5.21) und (5.22) ersehen kann, hidngt die Genauigkeit der be-
rechneten Nédherungslésungen ), bzw. F}, ; direkt von den globalen Diskre-
tisierungsfehlern || (R : ) —¢¥p(R 1 +)||oo bzw. ||% —(Vhon(R )l
(mit @ = (21, 29, 23)) ab. Abschitzungen fiir diese GroBen gibt der folgende
Satz an:

Satz 4 . Wenn p den Bedingungen (5.5) geniigt (wie etwa die Funktion aus
Abschnitt 5.3.1) und ¥V x € Qp : fu(z) = f(x) angenommen wird, gilt fir
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jedes a €]0,1/h[ und j =1,2,3

3
523 e~ (Rl < ko (ah)) Y max 97 00
k=1
h2
ea s (sop bl -+ sl +5up17]).
10,11 10,11 10,11
(5.24)
0Y(R: - >
|22 @) < oo (o) Y max] VT
o =1

h2
e (soplol+ sup 10 )/l-+ sl 4+ sup 1)
10 relo,1] 10,1] 10,1]

Hierbei sind die ¢; Konstanten und

Viitn = (Vien(R:));,

wobei Werte auflerhalb Qy, (bzw. G}, siehe Kapitel 3) wie im sechsten Schritt
trilinear interpoliert werden. Falls die entsprechenden Ableitungen existie-
ren, gilt aufferdem:

(5.25)
32¢( )| < ey LI ED suplpl +sup o'
axk = R3 ;
(5.26)
Y Bl < (1+ [In R|) sup |p| + sup,¢jo,11 |0 (r )/7‘|+SUP|P"|
axjxi( He)) < R4

Der Beweis dieses Satzes findet sich in [62]. Wie man leicht nachrechnen
kann, befindet sich bei festem 0 < h < 1 das absolute Minimum der Funktion
a —In (ah) (fiir 0 < a) iiber @ = 1. Es betrégt 1 —In (h).

Die folgende Diskussion der Konvergenzordnung wird zuerst fiir konstan-
tes R gefiihrt. Wenn jeweils der erste Term in den obigen Abschitzungen
iberwiegt, handelt es sich bei dem oben vorgestellten Algorithmus etwa
um ein O(h%(1 — In (h)))-Verfahren hinsichtlich der Konvergenz. Sind bei-
de Terme ungefihr gleichgewichtig, verbessert sich dies auf O(h*(—In (h))),
und bei einem Uberwiegen des zweiten Termes auf O(h?) (fiir b < 1/e ist
h%(—1n (h)) groBer als A%). Da h%(1 —In (h)) < h fiir die betrachteten h ist,
konvergiert das Verfahren also schneller als linear (O(h)).

Ist nun A konstant und wird das Verhalten obiger Abschdtzungen fiir
variables R betrachtet, mufl man beachten, daf} jeweils der zweite Term der
rechten Seite von (5.23) bzw. (5.24) zwar proportional zu R™% bzw. R™% ist,
die Abhdngigkeit des jeweiligen ersten Terms von R aber nicht so deutlich
zu erkennen ist. Die Gleichungen (5.25) und (5.26) geben lediglich einen
Hinweis auf das Verhalten von .

AuBerdem fehlt aufgrund der Annahme Va € Qp, : fy(2) = f(z) noch die

Beriicksichtigung der Verteilung der Ladungen auf die jeweils umliegenden
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acht Gitterpunkte (sieche Abschnitt 5.3.1, zweiter Schritt). Dies hat Auswir-
kungen auf die Abhdngigkeit der Fehler von & und R.

Die Auswirkungen der Wahl verschiedener R und £ auf die Ergebnisse
werden nun im nichsten Abschnitt anhand einiger Beispiele untersucht.

5.4 Numerische Ergebnisse

Um dem grundlegenden numerischen Verhalten des Verfahrens auf die Spur
zu kommen, werden Systeme mit nur zwei bzw. drei Partikeln untersucht.
Fiir R werden Werte aus dem maximal méglichen Intervall ]0,d/2[=]0,1/2[
und fiir h die Werte %, é und ﬁ gewidhlt. Die getesteten Beispielsysteme
finden sich am Ende des Abschnitts.

5.4.1 Das Verhalten des verwendeten Mehrgitter-Verfahrens

Zur Berechnung der Funktion v, werden entsprechend der Ergebnisse in Ka-
pitel 3 die Programme wy-FR3D oder FR3D verwendet. Bei allen getesteten
Beispielen ergeben sich durchschnittliche Konvergenzraten, die vor allem fiir
kleine R etwas schlechter als die in Kapitel 3 angegebenen sind. Hier macht
es sich bemerkbar, dal f ¢ C?([0,1]%) ist und im Grenzfall R — oo die
Funktion f, also die rechte Seite der zu ldsenden Poissongleichung (5.18),
Singularitdten in den p; aufweist. Die Raten liegen aber in jedem Fall un-
ter den asymptotischen Konvergenzraten p™ und sind beispielsweise bei der
Verwendung von wy-FR3D-W(2,1) kleiner als 0.05.

Die entsprechenden FMG-Versionen der beiden Programme verhalten
sich wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben. Insbesondere ist fiir wo-FR3D-W(2,1)
und FR3D im W-Cycle r = 1 ausreichend, um die verlangte Genauigkeit zu
erreichen (siche Bedingung (3.8)). Die im Abschnitt 5.3.2 gemachte Annah-
me iiber den Rechenaufwand W5 trifft also zu.

5.4.2 Das Fehlerverhalten von £, und F}

Um Referenzwerte fiir £ und die F; zu erhalten, wird (5.1) mit grofien S und
mittels eines Cut-Off-Schemas (vergleiche 4.3.2) ausgewertet. Die jeweiligen
minimalen Fehler |E — F| liegen dann bei den Beispielen zwischen 2 -1075
und 7-107% die max; ||F; — Fji||co zwischen 4 - 107° und 2 - 1073, wobei
hinsichtlich der Anzahl X der Teilchen kein (negativer) Trend zu erkennen
ist.

Grundsitzlich ist zu beobachten, dafi bei gegebenem System und festem
h die Auftragungen von

(5.27) In|E — Ej| gegen In (R)
bzw. von
(5.28) In max || F; — F, || gegen In (R),

die zur Ermittlung der Konvergenzordnungen beziiglich R dienen, Knicke
oder zumindest deutliche Steigungsinderungen aufweisen (siehe Abbildun-
gen 5.1, 5.2 und 5.3), deren Anzahl gleich der Anzahl der verschiedenen
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|pi —p;la (¢ # j) ist. Unter der Annahme, daB nicht zwei verschiedene Punk-
tepaare den gleichen Abstand aufweisen, tritt die maximal maogliche Zahl
von Knicken auf, ndmlich

AY AA—1)

2 ) 2 '

Der Grund fiir das Auftreten dieser Knicke ist darin zu sehen, dafi die
Funktion f fiir ein R > |p; — p;|q gegeniiber einem R < |p; — p;|q4 eine auch
qualitativ andere Gestalt hat. Je mehr Abstdnde |p; — p;|s der Radius R
iibersteigt, desto mehr Uberschneidungen der Ladungsverteilungsfunktionen
plle = pila/R) (j = 1,..., ) weist f auf. Dies schlidgt sich letztendlich in
den Abschédtzungen nieder, wie im Beweis des Satzes 4 in [62] zu erkennen
ist.

Das Fehlerverhalten von F) in Abhéangigkeit von R

Die Auftragungen (5.27) fiir 2-Teilchen-Systeme ergeben Kurven, deren Stei-
gungen fiir R < |p; — po|q etwa bei —3 liegen, fiir R > |p; — p2|q dagegen
etwa bei —4 (siche Abbildung 5.1). Das bedeutet, daB sich die Fehler bei
konstantem % wie R™% bzw. R™* verhalten. Bei diesen und den folgenden
Aussagen mufl beachtet werden, daf§ fiir sehr kleine R, d.h. fiir R < 0.1,
Abweichungen auftreten kénnen.

Bei 3-Teilchen-Systemen verwischen die Knicke etwas, wenn sich die Wer-
te |p; — p;lq iber den moglichen Bereich verteilen. Die Systeme zeigen aber
erwartungsgemif nur einen Knick bei |p;, — pj,|4, wenn dieser Wert etwas
weiter von 0.5 entfernt ist und die zwei anderen |p; — p;|q nahe 0.5 liegen
(R < d/2 =0.5). Auch bei 3-Teilchen-Systemen besitzen die Kurven Stei-
gungen zwischen —3 und —4, in einigen Fillen in der Ndhe von 0.5 auch
noch etwas kleinere (—4.5).

Das Fehlerverhalten von Fj, in Abhéangigkeit von R

Die Kurven (5.28) zeigen dagegen kein einheitliches Verhalten hinsichtlich
der Steigungen. Die Systeme lassen sich in Bezug auf die Gestalt ihrer Gra-
phen in zwei Gruppen teilen. Die erste Gruppe besteht aus Systemen, deren
p; Gitterpunkte darstellen (,,Gitterpunktsysteme®). Hier entfillt die Vertei-
lung einer Ladung ¢; auf die umliegenden acht Gitterpunkte. Die zweite
Gruppe besteht aus den iibrigen Systemen. Hier findet mindestens eine La-
dungsverteilung statt.

Bei allen getesteten 2-Teilchen-Systemen existiert erwartungsgemé&f ein
Knick bzw. ein Sprung der Kurven bei |p; — p2|4. Falls es sich um ein Gitter-
punktsystem handelt, liegt fiir R < |py — pa|q die Steigung der Kurve (5.28)
zwischen —1 und 0, bei R = |p; — p2|s macht die Kurve einen Sprung nach
unten, und fiir R < |p; — po|q zeigen sich negative Steigungen etwa in der
Groflenordnung —2 (vergleiche Abbildung 5.2).

Liegt kein Gitterpunktsystem vor (vergleiche Abbildung 5.3), besitzt die
Kurve (5.28) einen Knick bei R = |p1 — p2|q. Links davon ergeben sich
negative Steigungen, die fiir kleine R zwischen —4 und —5 liegen. Dement-
sprechend verhalten sich die Fehler wie R=* bzw. R=°. Auf der rechten Seite
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der Knickstelle steigt die Kurve erst kurz bis zu einem Maximum, um dann
wieder mit dhnlichen Steigungen zu fallen. Dank des lokalen Minimums bei
|p1 — p2|4, ist dieses R eine gute Wahl, falls es nicht zu nah an 0.5 liegt.
Denn auch wenn fiir grofle R der Fehler wieder etwas kleiner wird, ist doch
bei R = |py — p2|q der Rechenaufwand dann letztlich geringer.
3-Teilchen-Systeme weisen bis zu drei Knicke bzw. Spriinge auf. Fiir die
Umgebung jeder dieser Stellen gilt das fiir 2-Teilchen-Systeme Gesagte.

Diese Ergebnisse zeigen, dafl die Abschdtzungen (5.23) und (5.24) im Satz
4 mit Vorsicht betrachtet werden miissen. Fiir den ersten Term der jeweili-
gen rechten Seite darf man nicht leichtfertig die Abschidtzungen (5.25) bzw.
(5.26) verwenden und erwarten, daf sich die Fehler iiberall wie R™% bzw.
R~* verhalten. Aulerdem wurde in Satz 4 die Ladungsverteilung noch nicht
beriicksichtigt (s.o.).

Tatsdchlich mufl bei Fj fiir ,grofe“ R eher mit einer Proportionalitit
zu R™* und bei F}, fiir nicht zu grofie R (bei Nicht-Gitterpunktsystemen)
mit einer Proportionalitit zu R~ gerechnet werden. Gerade die letzte Be-
obachtung ist wichtig, da besonders die Fehlerentwicklung bei kleinen R
interessant ist, um den Nutzen einer Absenkung des Rechenaufwandes bei
der Wahl eines kleineren R zu beurteilen (siche Abschnitt 5.3.2).

Das Fehlerverhalten von F, und Fj in Abhangigkeit von A

Deutlich ist bei Betrachtung der Fehlerreduktionsraten in Abhingigkeit von
h das Verhalten von Gitterpunkt- gegeniiber Nicht-Gitterpunktsystemen zu
erkennen. Die Gitterpunktsysteme weisen sowohl fiir Fj als auch Fj bei
Halbierung der Maschenweite i (von g5 auf 4, dann auf fig) eine Feh-
lerreduktionsrate von 0.25 auf (siche Tabelle 5.1). Dieses Ergebnis ist zu
erwarten, da keine Ladungsverteilung stattfindet, die Naherung 1, mit ei-
nem Mehrgitter-Verfahren und die Ndherung fiir den Gradienten von 1 mit
einem Verfahren ebenfalls zweiter Ordnung (unter geeigneten Voraussetzun-
gen) berechnet wird.

Bei Nicht-Gitterpunktsystemen dagegen ergeben sich teilweise deutlich
von 0.25 abweichende Raten. Die getesteten Systeme zeigen fiir I/, Raten

etwa zwischen 0.27 und 0.51 beim Ubergang von % zu 61—4 und Raten et-
wa zwischen 0.17 und 0.27 beim Ubergang von é zu 11% (siehe Tabellen

5.2 und 5.4). Dabei verdndern sich die Raten fiir ein gegebenes System in
Abhéngigkeit von R kaum. Die in Abschnitt 5.3.3 angegebenen und dis-
kutierten Abschitzungen lassen beziiglich h auch bei Beriicksichtigung der
logarithmischen Terme Raten zwischen 0.25 und 0.30 (bei den hier betrach-
teten h) erwarten. Hier treten also mit 0.51 deutliche Abweichungen auf.
Allerdings verhalten sich die Systeme mindestens linear, und fiir kleinere h
scheinen die Raten Werte um 0.25 zu erreichen.

Fiir F}, sieht das Verhalten wieder anders aus. Betrachtet man die Abhén-
gigkeit der Raten von R bei Nicht-Gitterpunktsystemen, so zeigen sich Spriin-
ge der entsprechenden Kurven bei den |p; — p;|q4. Die Raten fiir (31—27 61—4) und
(g1, T5g) bei festem R liegen je nach System zwischen 0.12 und 0.35 (siehe
Tabellen 5.3 und 5.4). Dabei steigen sie mit fallendem R, ausgehend von



98 KAPITEL 5. EIN NEUES VERFAHREN

etwa 0.20 bis 0.30, geringfiigig bis zum ersten Sprung und liegen dann oft
auf niedrigerem Niveau. Dies wiederholt sich fiir die Umgebungen der ande-
ren |p; — p;lq. Fiir kleine R (bis zu einer gewissen Untergrenze etwa bei 0.1)
ergeben sich schlieillich Raten der Gréflienordnung 0.15. Im ganzen bleiben
die auftretenden Raten (bis 0.35) im Rahmen der erwarteten (s.o.).

5.4.3 Der Einflufl der Ladungsverteilung auf die Genauigkeit

Beobachtet man das Verhalten des Verfahrens, wenn ein Gitterpunktsystem
etwas verschoben wird, so dafl es zum Nicht-Gitterpunktsystem wird und
somit Ladungsverteilungen auf Gitterpunkte nétig sind, stellt man fest, dafl
die minimalen Fehler grofier werden (bei gegebenem h und jeweils (1) giinstig-
stem R).

Die Fehler bei festem h und R werden bei Fj, durchgingig grofier: Diese
Fehler-Vergréflerungsrate ist beinahe unabhingig von R, wird aber bei klei-
nerem h grofer. Fir b = % liegt sie zwischen 1 und 2, fiir h = 61—4 knapp
unter 3.5 und fiir h = 73z knapp iiber 3.5 (siehe Tabelle 5.5).

Anders ist das Verhalten bei Fj. Wie schon bei den vorherigen Betrach-
tungen existieren Knicke oder Spriinge. An diesen Stellen zeigen sich in den
getesteten Beispielen sehr kleine Raten zwischen 0.5 und 1, d.h. trotz néti-
ger Ladungsverteilung sind die Fehler etwas kleiner als beim entsprechenden
Gitterpunktsystem bei gleichem R und £ (siche Abbildung 5.4). Die ande-
ren Raten sind wesentlich groBer (siche Tabelle 5.5). Das Verhalten ist durch
die schon oben beschriebene unterschiedliche Gestalt der Kurven (5.28) fiir
Gitterpunkt- bzw. Nicht-Gitterpunktsysteme zu erklidren, wie auch in Abbil-
dung 5.4 deutlich zu erkennen ist. Ein kleines (aber nicht zu kleines) |p; —p;|q
als R zu verwenden, erweist sich bei festem h wie schon oben als gute Wahl.

Der Unterschied der Fehler |E — F}| fiir das Gitterpunktsystem und ein
verschobenes System (analog fiir max; ||F; — F}, i||s) jeweils fiir festes h und
R ist ein Maf fiir den durch die Ladungsverteilung induzierten Fehler. Die
Reduzierung dieses Wertes (fiir festes R) bei Halbierung der Maschenweite h
gestaltet sich aber nicht einheitlich. Fiir E}, ist beim Ubergang von h = % zu
é die Rate fast 1, beim Ubergang von h = é zu 11% dagegen zwischen 0.25
und 0.30 (siehe Tabelle 5.6). Fiir [}, sind diese Raten wieder R-abhingig,
und wie oben treten auch hier Spriinge auf. Der Grund dafiir ist wieder die
verschiedene Gestalt der Kurven (5.28) fiir Gitterpunktsysteme gegeniiber
Nicht-Gitterpunktsystemen (s.0.). Beim Ubergang von h = % zu é liegen
die Raten fiir R rechts von der Sprungstelle (falls nur eine existiert) bei etwa
0.35, beim Ubergang von é zu ﬁ aber schon bei 0.25. Fiir R links von der
Sprungstelle sind die Raten meist (deutlich) kleiner, dafiir aber die durch

die Ladungsverteilung induzierten Fehler grofier.

Das Verhalten der trilinear gewichteten Ladungsverteilung ndhert sich
fiir kleinere h also dem eines Verfahrens zweiter Ordnung (auch wenn f nur
stiickweise zweimal stetig differenzierbar ist).
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5.4.4 Beispielsysteme

99

Im folgenden sind die verwendeten Beispielsysteme angegeben. Hier gilt

iiberall |p; — p;la = |pi — p;l.

Beispiel (1)

p1 = (0.25,0.25,0.25), ¢ = —1

p2 = (0.50,0.50,0.50), ¢o = +1
|p1 — p2| = 0.433013

F = —0.209831

Fy = (40.187695, 40.187695, +0.187695)
F, = (—0.187695, —0.187695, —0.187695)

Dies ist ein Beispiel fiir ein einfaches, ,,symmetrisches® Gitterpunktsystem.

Beispiel (2)

p1 =(0.4,05,03), q =-1

po =(0.1,04,0.1), q»=+1
lp1 — p2| = 0.374166

E = —0.234778

Fy = (—0.352445, —0.134972, —0.258911)
F, = (40.352445, +0.134972, +0.258911)

Bei diesem und dem folgenden Beispiel mufl dagegen die Ladungsverteilung durchgefiihrt

werden.

Beispiel (3)

p1 = (0.63,0.72,0.81), @ =
p2 = (0.54,0.45,0.68), ¢ = 43
|p1 — p2| = 0.312890
= —2.435278

|
|
w

&5
|

Fy = (—1.932359, —5.420910, —2.771251)
F = (+1.932359, +5.420910, +2.771251)

Beispiel (4)

p1 = (0.5000,0.6250, 0.6875), ¢
p2 = (0.1250,0.5625,0.8125), qo
pa = (0.4375,0.8750, 0.7500), qo
|p1 — p2| = 0.400195
|p1 — pa| = 0.265165
|p2 — pa| = 0.446339
E = —0.813150

=-1
-1
+2

Fy = (—0.204811, 4-2.013896, +0.362801)
F, = (+0.089675, 4+0.317030, 4+-0.042171)
Fs = (40.115136, —2.330927, —0.404972)

Hierbei handelt es sich um ein 3-Teilchen-Gitterpunktsystem.
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Beispiel (5)

p1 = (0.5000,0.6250,0.6875), ¢ = —1

p2 = (0.4375,0.8750,0.7500), ¢» = +1
|[p1 — p2| = 0.265165

F = —0.312426

Fi = (—0.251986, 4-0.971045, 4-0.251986)

F> = (40.251986, —0.971045, —0.251986)

Dieses Beispiel stellt ein Teilsystem von (4) dar, wobei das Punktepaar mit dem kleinsten
Abstand ausgewahlt wurde.

Beispiel (6)

p1 = (0.5050,0.6300, 0.6925), q1 = —1
po = (0.4425,0.8800, 0.7550), q» = +1

Die restlichen Werte sind mit denen in Beispiel (5) identisch, weil das System lediglich
verschoben wurde.

Beispiel (7)

p1 = (0.4950,0.6200,0.6825), q1 = —1
p2 = (0.1200,0.5575,0.8075), g» = —1
ps = (0.4325,0.8700,0.7450), g2

I
4
o

Die restlichen Werte sind mit denen in Beispiel (4) identisch, weil das System lediglich
verschoben wurde.

Beispiel (8)

p1 = (0.4,0.70,0.6), ¢ =—1
p2 = (0.4,0.80,0.7), q»=—1
pa = (0.2,0.65,0.4), q» =2

lp1 — po| = 0.141421

lp1 — ps| = 0.287228

lps — ps| = 0.390513
E = —0.468426
F) = (—1.220009, —3.093772, —4.000676)
Fy = (—0.448825, +2.434477, +2.175354)
Fs = (41.668834, +0.659295, +1.825322)

Dieses Beispiel stellt ein 3-Teilchen-System dar, bei dem die Ladungsverteilung durch-
gefiihrt werden muf.

5.4.5 Zusammenfassung

Die in [62] vertretene Meinung, die Konvergenzordnungen des Verfahrens
seien im wesentlichen O(h?R™?) fiir E, und O(hR*R™%) fiir F),, stellt ledig-
lich eine grobe Tendenz dar. Tatsdchlich geben beide Ausdriicke vor allem
nicht die Knicke bzw. Spriinge der Fehlerkurven fiir F}, sowie die stellenweise
deutlichen Abweichungen von h? bzw. R™3 und R~* wieder. Fiir kleine &
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(< 13g) scheint sich eine Proportionalitit zu h? oder zu einem nur etwas
schlechteren Wert (Auswirkung logarithmischer Terme) einzustellen, bzgl.

R bleiben aber wohl auch bei kleineren h Steigungsdnderungen und Abwei-
chungen bei Fj (R™*) oder bei F}, (R™°) je nach Gréfie von R bestehen.

5.5 Fazit und Ausblick

Die neue Methode stellt eine Alternative zu den bisherigen Verfahren dar,
muf allerdings noch optimiert werden. Hinsichtlich des Rechenaufwandes ist
der vorgestellte Algorithmus zwar ein O(A)-Verfahren, jedoch ist die Pro-
portionalititskonstante noch zu grof. Auch die Genauigkeit sollte noch et-
was verbessert werden, um (bei gesenktem Rechenaufwand) in Konkurrenz
zu den in Kapitel 4 vorgestellten FFT- und Multipole-Verfahren treten zu
kénnen. Einige Moglichkeiten zur Verbesserung des Algorithmus werden im
folgenden genannt.

Der Vorteil der Verwendung eines Mehrgitter-Verfahrens wie (we-) FR3D
anstatt etwa einer dreidimensionalen Fast-Fourier-Transformation besteht
vor allem darin, daf es sehr gut parallelisiert werden kann (siehe [60]). Dies
trifft ebenfalls auf den aufwendigen zweiten Schritt der Berechnung (siehe
5.3.1) zu, wenn man das System nicht jeweils von einem p;, sondern von
einem Gitterpunkt aus betrachtet, nacheinander die Absténde (gemessen in
| |4) zu den p; bzw. den acht um p; liegenden Gitterpunkten berechnet und
die entsprechenden py;i ¢, jeweils gewichtet mit dem Ladungsanteil, addiert.
Die Parallelisierung sollte in einem optimierten Algorithmus zur Verkiirzung
der Rechenzeit genutzt werden.

Um moglichst genaue Werte bei kleinem Rechenaufwand zu erhalten,
sollten vor allem bei grofieren Systemen noch Untersuchungen zur Wahl von
R (siehe Abschnitt 5.4) und p durchgefiihrt werden.

Weiterhin ist es moglich, die Genauigkeit der Werte I und Fj zu
erhéhen, indem zur Berechnung von 1 beispielsweise ein Mehrgitter-Verfah-
ren mit einem kompakten 19-Punkte-Differenzenschema vierter Ordnung
(3D-Mehrstellendiskretisierung (fourth-order scheme, FOS), siehe [60, 67]),
Full Weighting und Red-Black-Gauf3-Seidel verwendet wird. Bei der Ver-
wendung von Diskretisierungen héherer Ordnung kann auch an ein Defekt-
Korrektur-Verfahren (siehe [60]) gedacht werden.

Auflerdem sollte zusdtzlich versucht werden, ein anderes Verfahren zur
Ladungsverteilung, d.h. letztlich zur Berechnung von f5, zu finden, das zwar
genauer, aber nicht wesentlich aufwendiger als die Verteilung auf die jeweils
umliegenden acht Gitterpunkte mittels trilinearer Wichtungsfaktoren s; ist.
Vielleicht erweisen sich auch in den Umgebungen der p; lokal verfeinerte
Gitter als einsetzbar.

Zur Ausdehnung des Verfahrens auf realistischere Systeme miissen in der
Berechnung zuséitzlich noch beispielsweise die Beitrige der Bindungsldngen,
der Valenz- und Torsionswinkel und der van der Waals- und Dipol-Wechsel-
wirkungen zu F und F; beriicksichtigt werden, auflerdem die Bewegung der
Molekiile im Raum. Die Mglichkeit, sehr genaue Werte der elektrostatischen
Groflen fiir jeden Zeitpunkt erhalten zu kénnen, ist entscheidend wichtig bei
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der Betrachtung realistischer Systeme, die oft eine starke Zeitabhingigkeit
zeigen.

Insbesondere fiir sehr grofie Teilchensysteme ist dann ein intensiver Ver-
gleich mit dem Verhalten effizienter aktueller, eventuell parallelisierter Ver-
fahren nétig, um zu entscheiden, ob die neue, optimierte Methode eine Kon-
kurrenz hinsichtlich Genauigkeit und Rechenaufwand darstellt.

Bemerkung: Die FORTRAN-Programme aus den Kapiteln 2 und 3 sowie
das Programm CHEM (siehe Abschnitt 5.3.1) sollen im Internet unter

http://www.gmd.de/SCAI/

zur Verfligung gestellt werden.

5.6 Tabellen und Abbildungen

In |E-Ex|

M=32

MN=B4

M=128

In R

Abbildung 5.1: Die Auftragung (5.27) fiir Beispiel (6). Die Graphen fiir die
anderen Beispiele sehen dhnlich aus.
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In max; |[Fi- Fni|

25

2,0

NeG4 7o

N=128

In R

Abbildung 5.2: Die Auftragung (5.28) fiir Beispiel (4). Die Graphen fiir die
Beispiele (1) und (5) sehen dhnlich aus.

Tabelle 5.1: Raten

R REJ REQ RF71 RF,2
0,45 | 0,2494 0,2498 | 0,2504 0,2504
0,40 | 0,2494 0,2499 | 0,2499  0,2500
0,35 | 0,2492 0,2498 | 0,2496 0,2501
0,30 | 0,2491 0,2497 | 0,2478  0,2501
0,25 | 0,2480  0,2497 | 0,2429 0,2513
0,20 | 0,2481 0,2494 | 0,2528  0,2495
0,15 | 0,2452 0,2500 | 0,2422  0,2560
0,10 | 0,2425 0,2484 | 0,2793  0,2575
0,05 | 0,2392 0,2430 | 0,0672 0,3701

fiir Beispiel (4). Dabei bedeuten Rp,

1E=E1 /64|
[E—E)32]°

R — |E_E1/128| _ naxy ||Fi—F1/64,i||oo max; ||Fi_F1/128,i||OO
E2 - [E—FE1 /64| F1 max; [[Fi=F 32 i[|oo 2 max; [[Fi—F1 jeq,i|loo
(auch in den Tabellen 5.2, 5.3 und 5.4).
Bsp. 2 Bsp. 3 Bsp. 6 Bsp. 7
R Rg Rgp» Rg Rgp» Rg Rgp» Rg Rgp»
0,45 | 0,3694 0,731 | 0,3148 0,2501 | 0,5014  0,2696 | 0,5155 0,2702
0,40 | 0,3653 0,1736 | 0,3177 0,2456 | 0,4992 0,2696 | 0,5115 0,2700
0,35 | 0,3615 0,1741 | 0,3218 0,2401 | 0,4979 0,2696 | 0,5079 0,2700
0,30 | 0,3599 0,1751 | 0,3288 0,2316 | 0,4974 0,2697 | 0,5045 0,2700
0,25 | 0,3598 0,1760 | 0,3374 0,2239 | 0,4949 0,2698 | 0,5014  0,2700
0,20 | 0,3599 0,1769 | 0,3442 0,2192 | 0,4990 0,2703 | 0,5030 0,2704
0,15 | 0,3642 0,1776 | 0,3530 0,2166 | 0,5082 0,2710 | 0,5107 0,2710
0,10 | 0,3741 0,1797 | 0,3684 0,2173 | 0,5278 0,2738 | 0,5284 0,2738
0,05 | 0,4198 0,1894 | 0,4365 0,2279 | 0,6042 0,2880 | 0,6030 0,2880

Tabelle 5.2: Raten fiir die Beispiele (2), (3), (6) und (7).
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In maxi||Fi- Fnil|

MN=32

MN=F4

M=128

In R

Abbildung 5.3: Die Auftragung (5.28) fiir Beispiel (8). Die Graphen fiir die

Beispiele (2), (3), (6) und (7) sehen &hnlich aus.

In maxi ||Fi- Fnij||

25

05

Beizpiel (7}

Beizpiel (4)

B

do

)

InR

Abbildung 5.4: Die Auftragung (5.28) fiir Beispiele (4) und (7) fiir o =

—_
[N
o0

Bsp. 2 Bsp. 3 Bsp. 6 Bsp. 7

R Rp1 Rpo Rp1 Rpo Rp1 Rpo Rp1 Rpo
0,45 | 0,2490 0,2496 | 0,2515 0,2396 | 0,3142  0,2500 | 0,3112  0,2478
0,40 | 0,2496 0,2495 | 0,2571 0,2346 | 0,3185 0,2504 | 0,3151  0,2499
0,35 | 0,2497 10,2500 | 0,2729 0,2215 | 0,3251 0,2506 | 0,3258  0,2555
0,30 | 0,2482 0,2504 | 0,2719 0,2914 | 0,3160 0,2504 | 0,3545 0,2626
0,25 | 0,2529 0,2505 | 0,2265 0,2808 | 0,1431 0,2460 | 0,1356 0,2158
0,20 | 0,2492 0,2513 | 0,1685 0,2096 | 0,1694 0,1988 | 0,1543 0,1727
0,15 | 0,2668 0,2425 | 0,1426 0,1518 | 0,1547 0,1520 | 0,1470 0,1357
0,10 | 0,2244 0,2414 | 0,1438 0,1300 | 0,1528 0,1230 | 0,1508 0,1183
0,05 | 0,0711 0,1730 | 0,1977 0,1394 | 0,2209 0,1289 | 0,2221  0,1282

Tabelle 5.3: Raten fiir die Beispiele (2), (3), (6) und (7).
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R REJ REQ RF71 RF,2
0,475 | 0,2776 0,2245 | 0,2366 0,2495
0,450 | 0,2782 0,2242 | 0,2425 0,2406
0,425 | 0,2791 0,2238 | 0,2285  0,2668
0,400 | 0,2801 0,2233 | 0,2023  0,3008
0,375 | 0,2812 0,2224 | 0,1997 0,3039
0,350 | 0,2824 0,2217 | 0,1957 0,3088
0,325 | 0,2835 0,2211 | 0,1891 0,3174
0,300 | 0,2844 0,2208 | 0,1939 0,3015
0,275 | 0,2850 0,2205 | 0,2381  0,2448
0,250 | 0,2863 0,2201 | 0,2454 0,2429
0,225 | 0,2879 0,2195 | 0,2495 0,2378
0,200 | 0,2807 0,2188 | 0,2574 0,2283
0,175 | 0,2919 0,2184 | 0,2740 0,2081
0,150 | 0,2956 0,2185 | 0,2023 0,1093
0,125 | 0,2996 0,2219 | 0,1374 0,1268
0,100 | 0,3025 0,2243 | 0,1445 0,1300
0,075 | 0,3098 0,2291 | 0,1631 0,1350
0,050 | 0,3485 0,2372 | 0,2423  0,1487

Tabelle 5.4: Raten fiir Beispiel (8).

R RE,1/32 RE,1/64 RE,1/128 RF,1/32 RF,1/64 RF,1/128
0,45 | 14134 29215 3,1590 2,6000 3,2316 3,1976
0,40 | 14674  3,0093  3,2517 2,9279 3,6917 3,6895
035 | 15277  3,1136  3,3647 3,7339 4,8734 4,9785
0,30 | 15934  3,2273  3,4892 2,9148 4,1705 4,3803
0,25 | 1,658  3,3404  3,6124 0,9907 0,5529 0,4747
0,20 | 1,6605 3,3670  3,6508 2,1660 1,3221 0,9153
0,15 | 1,6071  3,3467 3,624 6,8692 4,1699 2,2108
0,10 | 1,4934  3,2543  3,5870 | 48,2189 26,0376 11,9673
0,05 | 1,1676  2,9436  3,4888 | 312,7386 1033,8066 358,1134

105

Tabelle 5.5: Beispiele (4) und (7) im Vergleich. Rg j, und R, bezeichnen die
(VergroBerungs-)Raten des Fehlers beim Ubergang vom Gitterpunktsystem
(4) zum Nichtgitterpunktsystem (7).

R REJ REQ RF71 RF,2
0,45 | 1,1592 0,2807 | 0,3492 0,2466
0,40 | 1,0724 0,2800 | 0,3489 0,2498
0,35 | 0,9983 0,2795 | 0,3537 0,2569
0,30 | 0,9349 10,2791 | 0,4103 0,2666
0,25 | 0,8846 0,2787 | 11,6698 0,2953
0,20 | 0,889 0,2793 | 0,0698 0,0657
0,15 | 0,9479 10,2800 | 0,1308 0,0978
0,10 | 1,1079 10,2851 | 0,1481 0,1128
0,05 | 2,7734 0,3112 | 0,2226 0,1280

Tabelle 5.6: Beispiele (4) und (7) im Vergleich. Die Rg; und Rp; bezeich-
nen die (Verkleinerungs-)Raten des Unterschiedes zwischen dem Fehler des
Wertes Fj, bzw. Fy, fiir das Gitterpunktsystem (4) und dem entsprechenden
Wert fiir das Nichtgitterpunktsystem (7) (beim Ubergang von 1/32 zu 1/64
(¢ =1) bzw. von 1/64 zu 1/128 (: = 2)).
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Anhang A

Erganzungen

A.1 Beweis der Behauptung (1.32)

In diesem Abschnitt soll die Giiltigkeit der Behauptung (1.32) aus Abschnitt
1.2.5 nachgewiesen werden:

dim(Kern(Ch)) = 1.

Es ist bereits bekannt (siche 1.2.5), daB die (N + 1) x (N 4 1)-Matrix C},
singuldr ist, daf also

(A.1) Rang(Ch,) < N
gilt. Zeigt man nun noch, dafl auch

(A.2) Rang(Ch) > N

gilt, erhdlt man insgesamt Rang(éh) = N und somit die Giiltigkeit der
Gleichung (1.32). Zum Beweis von (A.2) werden folgende Lemmata bendtigt:

Lemma 4 . Gegeben sei fir N € N> die (N —3) X (N — 2)-Matrix

-1 2 -1

-1 0 0

Diese Matriz lifit sich durch geeignete Zeilenumformungen auf folgende Ge-
stalt bringen:

My =

107
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Beweis durch vollstindige Induktion iiber N :

Fiir N = 5 ergibt sich die Behauptung durch einfaches Ausrechnen. Gelte
nun die Behauptung fiir N > 5. My41 hat folgende Gestalt:

Mni =

Offenbar ist MN in MN-H enthalten (ndmlich in ,zwei Teilen“: links oben

und links unten), und zwar so, daf§ sich MN-H nach Induktionsvoraussetzung
also in folgende Matrix umformen 148t:

-1 2 -1

= e
—1 2 | -1
0 —(N-3) N—-4] 0

Eine weitere Umformung der letzten Zeile mit Hilfe der vorletzten liefert
dann sofort M. O

Lemma 5 . Gegeben sei nun fir N € Nys und h = 3 die (N+1) x (N+1)-
Matriz

2 | -1 ~1 T
~1|2 -1
—1 2 -1
=
-1 2 -1
—1 2 | -1
~1|2 -1
i —1 0 0 |-1 2 |

Diese Matriz lifit sich durch geeignete Zeilenumformungen auf folgende Ge-
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stalt bringen:

2 | -1 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
Gy =
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
L 0 0 0 |-N N |

Beweis: Offenbar ist die Matrix MN in 5h »enthalten®. Daher kann man
also (', nach obigem in folgende Matrix umformen:

T2 | -1 ~1
102 -1
-1 2 -1
Oh: . ‘-
~1 2 ~1
—1 2 -1
-1 |2 -1
i 0 —(N-3) N—4|-1 2 |

Eliminiert man nun in der letzten Zeile mit Hilfe der drittletzten und dann
der vorletzten Zeile den viertletzten und dann den drittletzten Eintrag, so
ergibt sich sofort die Matrix C. O

Aus dem letzten Lemma folgt sofort die Giiltigkeit von (A.2), womit also
auch (1.32) bewiesen ist. O

A.2 Beweis der Gleichungen (5.4)

Offensichtlich gilt fiir 2,y € R 2 # y und n € N'(d) :

G(S:z,y)=G(S:2+n,y) (Periodizitit) ,
(A.3) G(S:a,y)=G(S:y,x) (Symmetrie) ,
GS:2—-y,00=G(S:z,y) (Translationsinvarianz) .

Die Funktion G als Grenzwert der G(S : -,-) besitzt offenbar auch diese
Eigenschaften, ist also insbesondere d-periodisch und kann daher mit einer
Funktion auf dem Torus T°(d) identifiziert werden. Die Charakterisierung
von G durch (5.4) wird nun im folgenden Satz bewiesen:
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Satz 5 . Fs gelten folgende Gleichungen:

~ MG y) =47 Y Xyra(2) — (@),
neN(d)
oy (G = ) =0
Beweils: Aus
1 1
VRl T TRPY
Aﬁ = —4dmwxo(2),
Vo(lal/s) = Lt
Aalelfs) = 25+ TG
erhilt man
A((b('ﬂ'/s)) - (A¢(|x|/S))|i—|—l—2V¢(|x|/S) - Vﬁ +¢(|wI/S>A|i—|
= )~ ot/ amalo)
_ 9"(|=[/5)
= Tm — 4dmxo()

wegen ¢(0) = 1. Daraus folgt nun

—AG(S:a,y)=— Z ((b”(|ac —y+n|/9) _ 477Xy—n($))

2 —
2 s
"(le — y+nl/S
neN (d) nEN

Die Berechnung des Grenzwertes des zweiten Termes der rechten Seite ergibt
unter Verwendung von (5.2) und der schalenweisen Integration:

: #"(lz+nl/S) _ . 1 ¢"(|nl) &
lim = Z ol Cdn )
AE(z+N(d))/S

L[ D,
d® Jps ||

1 o0
= 547?/ ro” (r)dr

4
= 5C(9),
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und insgesamt erhilt man

lim —A,G(S:2,y) =4 o

SI—>H;O_ z ( $7y)_ T Z Xy-l—n(x)_d_?) (¢)7
neN(d)

und damit den ersten Teil der Behauptung. Der zweite Teil folgt aus der
Tatsache, daff auch die G(S : z,y) diese Eigenschaft haben. O
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