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Kurzfassung

Bioinformatik spielt heutzutage sowohl in der Forschung als auch in der
Industrie eine immer gr�o�ere Rolle� Ein wichtiges Teilgebiet� das hohe An�
forderungen an die Soft� und Hardware stellt� ist die Molekulardynamik
und darin besonders die Kraftfeldrechnung� F�ur die dort auftretenden �bis
zu� dreidimensionalen Poissongleichungen mit periodischen Randbedingun�
gen sind in der vorliegenden Diplomarbeit geometrische Mehrgitterverfahren
entwickelt worden� die genauso e�zient wie die schon bekannten schnellen
Mehrgitterverfahren f�ur die Poissongleichung mit anderen Randbedingun�
gen sind� Insbesondere weisen sie eine Komplexit�at �Rechenaufwand� von
O�N� auf und sind parallelisierbar� In der Arbeit sind aber auch besonders
die Unterschiede und Besonderheiten in der Auswahl geeigneter Kompo�
nenten gegen�uber anderen Randbedingungen eingehend untersucht worden�
Die entwickelten Algorithmen wurden in ein neues Verfahren von Takumi
Washio zur Kraftfeldrechnung eingebracht� welches dank der E�zienz der
neuen Mehrgitterverfahren eine Komplexit�at aufweist� die im Gegensatz zu
vielen anderen Verfahren im wesentlichen nur von der Anzahl der Teilchen
der Basiszelle abh�angt� Da es au�erdem Werte mit sehr hoher Genauigkeit
liefern kann und f�ur Systeme mit Millionen von Teilchen geeignet ist� stellt
es vor allem f�ur die Zukunft eine sehr gute Alternative zu den heutzutage
eingesetzten FFT� bzw� Multipole�Verfahren dar�

Schlagworte�Molekulardynamik� Kraftfeldrechnung� Poissongleichung� pe�
riodische Randbedingungen� geometrisches Mehrgitter

Abstract

Bioinformatics is playing a signi	cant role in both research and industry�
An important part in this area is molecular dynamics which requires po�
werful soft� and hardware� especially for force 	eld calculations� To solve
the occurring three�dimensional Poisson equations with periodic boundary
conditions� new geometric multigrid approaches are developed in this di�
ploma thesis� They are as e�cient as already known multigrid approaches
for the Poisson equation with other boundary conditions� For instance� they
reach a complexity �computational work� of O�N� and can be parallelized�
Particularly special features and di
erences to other boundary conditions�
regarding the choice of multigrid components� are investigated in this thesis�
The developed algorithms are built in a new approach proposed by Takumi
Washio for computing force 	elds� Because of the usage of e�cient multigrid
approaches its complexity is esentially proportional only to the number of
particles in the basic cell in contrast to most of the other known approaches�
It yields results with high accuracy and can be applied to systems with mil�
lions of particles� Therefore it is a promising alternative to nowadays used
FFT� and Multipole approaches especially for the next generation of force
	eld calculation software�

Key words� molecular dynamics� force 	eld calculation� Poisson equation�
periodic boundary conditions� geometric multigrid
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Einleitung

Die Simulation von Systemen biologisch wichtiger Molek�ule wie Enzyme�
Proteine� DNA�Str�ange und Membranen besonders in der Gegenwart eines
L�osungsmittels stellt nach wie vor eine gro�e Herausforderung an die Mole�
kulardynamik dar� Die entsprechenden Systeme bestehen aus etwa tausend
bis hin zu vielen Millionen Teilchen� Heutzutage sind zum Beispiel in der
Kraftfeldrechnung aber maximal wenige Millionen Partikel simulierbar�

In den Modellen zur Beschreibung des Verhaltens der Systeme treten
eine Reihe von partiellen Di
erentialgleichungen auf� Beispielsweise st�o�t
man auf Poisson� oder Poisson��ahnliche Gleichungen� wenn Gr�o�en wie die
elektrostatische Energie und das Kraftfeld betrachtet werden� Oft wird die
Annahme gemacht� da� ein periodisches System von Teilchen vorliegt� wes�
halb man an e�zienten L�osungsverfahren f�ur die dreidimensionale Poisson�
gleichung mit periodischen Randbedingungen interessiert ist�

In den heutzutage eingesetzten Softwarepaketen f�ur die Kraftfeldrech�
nung 	nden sich meist Algorithmen� die hinsichtlich der Anzahl � der Teil�
chen etwa bei FFT�basierten Verfahren eine Komplexit�at O�� log ���� und
bei hierarchischen Multipole�Verfahren eine Komplexit�at zwischen O��� und
O�� log ���� erreichen� Hinsichtlich der Anzahl N der Gitterpunkte erreichen
FFT�Verfahren f�ur die Poissongleichung mit periodischen Randbedingungen
ebenfalls die Komplexit�at O�N log �N��� Diese Verfahren weisen aber noch
M�angel in Bezug auf die Genauigkeit� die Parallelisierbarkeit �FFT� und den
Rechenaufwand auf�

Da bekannterma�en f�ur die Poissongleichung beispielsweise mit Dirichlet�
oder Neumannschen Randbedingungen sehr e�ziente� gut parallelisierbare
Mehrgitter�Verfahren der Komplexit�at O�N� existieren� macht es Sinn� auch
hier die Einsetzbarkeit dieser Methoden zu untersuchen�

Der erste Teil der vorliegenden Diplomarbeit � Kapitel � bis � � besch�aftigt
sich mit der systematischen Entwicklung entsprechender Algorithmen f�ur pe�
riodische Randbedingungen� Dazu werden eingehende Untersuchungen der
ein�� zwei� und dreidimensionalen Aufgabe vorgenommen�

Im ersten Kapitel 	nden sich zuerst die Problemstellung und Angaben

�uber Existenz und Eindeutigkeit von L�osungen� insbesondere die
�
analyti�

schen Kompatibilit�atsbedingungen�� Dann wird anhand des entsprechenden
eindimensionalen Modellproblems untersucht� wie insbesondere die Randbe�
dingungen geeignet diskretisiert werden k�onnen� Drei verschiedene M�oglich�
keiten und ihre jeweiligen Eigenschaften werden diskutiert und miteinan�
der verglichen� Die durch die Diskretisierung des Gesamtproblems entste�
henden Gleichungssysteme sind erwartungsgem�a� singul�ar und liefern f�ur
ihre L�osbarkeit diskrete Kompatibilit�atsbedingungen� die eine Anpassung
der rechten Seiten erforderlich machen� Die Auswirkungen auf die numeri�
sche L�osung der Systeme werden mit einem direkten und einem iterativen
L�osungsverfahren untersucht�

�



Schon im ersten Kapitel stellt sich heraus� da� man das gegebene peri�
odische Problem am g�unstigsten auf einem Torus betrachtet� Auch bei der
Entwicklung von Mehrgitter�Verfahren f�ur den zwei� und dreidimensionalen
Fall in den n�achsten Kapiteln wird diese Struktur konsequent ausgenutzt�

Ver�anderungen der rechten Seiten� die Wahl der Mehrgitter�Komponen�
ten und eine Anpassung von berechneten Vektoren werden in Kapitel � ein�
gehend f�ur das zweidimensionale Modellproblem untersucht� besonders im
Zusammenhang mit der L�osbarkeit der Gleichungssysteme auf allen betrach�
teten Gittern� Hinzu kommen numerische Tests der entwickelten Program�
me� sowohl f�ur die CS� als auch die FMG�Versionen� Ihre E�zienz im Ver�
gleich untereinander und zu anderen Verfahren wird diskutiert� Das dritte
Kapitel stellt dann das Analogon zum zweiten Kapitel f�ur das dreidimensio�
nale Modellproblem dar� Die Ergebnisse zeigen deutlich� da� die entwickelten
Algorithmen bei geeigneter Komponentenwahl hinsichtlich der Konvergenz�
raten und des Rechenaufwandes den schnellen Mehrgitter�Verfahren f�ur die
Poissongleichung mit Dirichlet�Randbedingungen entsprechen�

Im zweiten Teil der Diplomarbeit� d�h� in den Kapiteln � und �� wird ei�
ne Anwendung der entwickelten e�zienten Algorithmen im Rahmen einer
neuen Methode zur Berechnung der elektrostatischen Energie und des Kraft�
feldes periodischer Teilchensysteme vorgestellt�

In Kapitel � werden zuerst die zu betrachtenden Systeme und elektrosta�
tischen Gr�o�en de	niert und das wichtige Konzept der Ewald�Summation
erkl�art� Um ein neues Verfahren in den Kontext der bereits zur Simulation
solcher Systeme existierenden einordnen zu k�onnen� erfolgt ebenfalls noch
in Kapitel � eine Vorstellung der wichtigsten klassischen und neueren Ver�
fahren� insbesondere der FFT� und hierarchischen Multipole�Ans�atze�

Die Herleitung der neuen Methode� die von Takumi Washio entwickelt
wurde� 	ndet sich zu Beginn des f�unften Kapitels� Dargestellt wird da�
bei besonders eine Aufteilung der zu berechnenden Summe� die von der
Idee her �Ahnlichkeiten mit der Ewald�Summation aufweist� Die Diskretisie�
rung des Verfahrens� die Parameterwahl und der Ablauf des Algorithmus
werden beschrieben� und anschlie�end gezeigt� da� es sich um ein O����
Verfahren handelt� In Untersuchungen zur Genauigkeit der berechneten Wer�
te in Abh�angigkeit der Parameter zeigt sich nochmals die E�zienz des einge�
setzten Mehrgitter�Verfahrens� Schlie�lich wird in einem Ausblick kurz auf
weitere n�otige und m�ogliche Arbeiten zur Verbesserung des Verfahrens und
zu seiner Ausdehnung auf realistischere Systeme eingegangen�

Herzlich bedanken m�ochte ich mich bei Prof� Dr� Ulrich Trottenberg� der
diese Arbeit am Institut SCAI der GMD � Forschungszentrum Informations�
technik GmbH erm�oglichte� Mein Dank gilt ebenfalls Horst Schwichtenberg
und Priv� Doz� Dr� Kees Oosterlee f�ur die ausgezeichnete Betreuung und
auch vielen anderen Mitarbeitern von SCAI f�ur die interessanten Diskussio�
nen und Anregungen�

Bemerkung� Aus Platzgr�unden sind die erstellten FORTRAN�Program�
me nicht in dieser Arbeit abgedruckt �siehe aber Abschnitt ���� Bemerkung��
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Kapitel �

Problemstellung und

Vor�uberlegungen

��� Problemstellung

����� Theoretische Betrachtung

Betrachtet wird im Gebiet � � R� die dreidimensionale Poissongleichung

�uxx � uyy � uzz � f in � ������

Hier wird zu vorgegebener Funktion f m�oglichst eine L�osung u � C�
t �R��R�

gesucht� wobei f�ur n � N� und t � R� de	niert wird�

Cn
t �R��R� � fu � Cn�R��R� j � x� y� z � R � u��� y� z�� u�x� �� z�

und u�x� y� �� t�periodischg �

Dabei soll eine Funktion t�periodisch hei�en� wenn sie eine Periode der
L�ange t besitzt� Funktionen aus Cn

t �R��R� werden im folgenden ebenfalls
t�periodisch genannt� Notwendige Bedingungen f�ur die Existenz von L�osun�
gen gibt der folgende Satz an�

Satz � �dreidimensionale Kompatibilit�atsbedingungen� � Falls es L�o�
sungen u � C�

t �R��R� des Problems ����� gibt� so m�ussen folgende Bedin�
gungen erf�ullt sein�

f � C�
t �R��R� ������

Z
���t��

f�r� d���r� � � ������

Beweis�� Wegen u � C�
t �R��R� gilt insbesondere uxx� uyy � uzz � C�

t �R��R��
Daraus erh�alt man ����� als eine notwendige Bedingung f�ur die Existenz von

�Die Beweisidee f�ur ����� �ndet sich in ��	� Sie ist im Beweis eines speziellen Theorems
von Green f�ur periodische Funktionen enthalten� � bezeichnet das �ubliche L�angenma
 f�ur
R� Im folgenden wird statt d�d�r� oft einfach dr geschrieben�

�
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L�osungen der gestellten Aufgabe� Sei nun v � C�
t �R��R� und K � ��� t���

De	niere dann folgende Funktion�

g � K �R� � R

�r� �r� �� v�r � �r� �

Dann gilt also

� r � K � g�r� ��� C�
t �R��R� �

Da au�erdem K kompakt ist� kann man den Satz �uber die di
erenzierbare
Abh�angigkeit eines Integrals von einem Parameter �vergleiche ��
�� zweimal
auf die Funktion

I � R�� R

�r ��
Z
K
g�r� �r� d���r� �

Z
K
v�r � �r� d���r�

anwenden und erh�alt so

� �r � R� � �Ixx � Iyy � Izz���r� �

Z
K

�vxx � vyy � vzz��r � �r� d���r� �

Weil aber o
ensichtlich I konstant ist� ergibt sich

Ixx � Iyy � Izz � �

und somit

� �r � R� �

Z
K

�vxx � vyy � vzz��r � �r� d���r� � � �

Insbesondere f�ur �r � ��� �� �� gilt dannZ
K

�vxx � vyy � vzz��r� d�
��r� � � �

W�ahlt man nun v � �u� so erh�alt man die Bedingung ������ �

O
ensichtlich sind mit einem u auch alle u�const� L�osungen des Problems�
Der folgende Satz � �vergleiche �
�� gibt nun an� da� dies dann alle L�osun�
gen sein m�ussen� d�h� die L�osung � falls sie existiert � bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt ist� Au�erdem liefert er notwendige und hinreichende
Bedingungen f�ur die Existenz zumindest

�
schwacher� L�osungen �f�ur ihre

De	nition vergleiche z�B� �
� ����

Satz � � Sei �M� g� eine orientierbare kompakte Riemannsche C��Man�
nigfaltigkeit der Dimension d mit Riemannscher C��Metrik g� die in einer
lokalen Karte die Funktionen gij � gij��� als Koe�zienten besitzt� Weiterhin
ist dann in dieser lokalen Karte

�gij� �� �gij�
�� �p

g �� det �gij� �
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Dann bezeichne H����M� den Sobolevraum mit p � � und m � � und
Cn���M� den H�olderraum �� � � � �� �siehe zur De�nition von Sobolev�
r�aumen und H�olderr�aumen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten 	
��� Ge�
nau dann existiert eine schwache L�osung u � H����M� des Laplace�Beltrami�
Operators �vergleiche 	�
��

� �p
g

dX
j��

�

��j

�p
g

dX
k��

gjk
�u

��k

�
� f

mit f � L��M�� wenn
R
f�x�dV � � gilt� Die L�osung u ist dabei bis auf

eine Konstante eindeutig bestimmt� Falls zus�atzlich f � Cn���M� mit n �
N� 	 f
g ist� so ist u � Cn�����M� �

Bemerkung� In einer anderen Karte m�ussen die gij die Transformationsfor�
mel �vergleiche �����

�gij�x���� �
X
k�l

��k

�xi

��l

�xj
gkl��������

f�ur den Kartenwechsel �� �� x���� erf�ullen� Hat man einen Atlas f�ur M

und C��Funktionen gij f�ur die Karten gegeben� so da� die Bedingung �����
erf�ullt ist� so de	nieren die entsprechenden gij��� dann eine Riemannsche
Metrik auf M� wenn die Matrizen �gij����i�j symmetrisch positiv de	nit sind�

Der Satz ist auf Problem ����� anwendbar� Die ��periodischen Funktionen
k�onnen �kanonisch� als Funktionen auf dem Torus T � �� R��Z� identi	ziert
werden� weil sie genau diejenigen Funktionen sind� die durch die Operation
von Z� auf R� invariant gelassen werden� Als Quotient aus einer Liegruppe
�R�� und einer abgeschlossenen Untergruppe �Z�� dieser Liegruppe besitzt
T � die Struktur einer C��Mannigfaltigkeit �der Dimension d��� �siehe �
����
Die Topologie auf T � ist die Identi	zierungstopologie ����� d�h� die feinste
Topologie von T �� so da� die surjektive Abbildung � � R�� T �� � �� � �Z�

stetig ist�� Lokale Karten um �x�� � T � werden in nat�urlicher Weise gegeben
durch

��x�� � U � ��� ��� � T �� � �� �x� � �� ������

Da ��� ��� kompakt� die Abbildung 	 �� �j������ stetig und 	���� ���� � T � ist�
ist auch T � kompakt� De	niert man in einer lokalen Karte die Koe�zienten
der Riemannschen Metrik durch gij � 
ij �mit dem Kronecker�Symbol 
ij��
so sieht man leicht �da Kartenwechsel die Gestalt ����y�� ��x�� � � �� x��� �

x��y��� f�ur Karten der Form ����� haben�� da� die gij durch Kartenwechsel
ineinander �ubergehen� Damit hat man also aufgrund obiger Bemerkung eine
Riemannsche Metrik de	niert� O
enbar ist

p
g � �� und aus der Gleichung

�gij�i�j � �gij�
��
i�j erh�alt man gij � 
ij � Die Betrachtung der obigen Kar�

tenwechsel ergibt au�erdem� da� T � orientierbar ist� Insgesamt sieht man

�Da
 � die identi�zierende Abbildung der Topologie ist� ist �aquivalent dazu� da
 eine
Menge U � T � genau dann o
en ist� wenn ihr Urbild bez�uglich � o
en ist�
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nun� da� der Satz � also im hier vorliegenden Fall anwendbar ist und die
L�osungen u des Laplace�Beltrami�Operators im Satz gerade den L�osungen
der dreidimensionalen Poissongleichung mit periodischen Randbedingungen
�siehe �����f�� entsprechen�

Bemerkung� Durch die obigen Karten sieht man� da� T � lokal isometrisch iso�
morph zu o
enen Teilmengen des R� �mit dem euklidischen Skalarprodukt�
ist� und deswegen �ach� T � ist jedoch keine eingebettete Mannigfaltigkeit
des R�� sondern wegen T � �� S� � S� � S� im R

� eingebettet�

����� Zur numerischen L�osung

O
enbar gen�ugt es� eine L�osung u z�B� auf � zu kennen� wobei � ein Gebiet
mit ��� t�� � � � R� sei� Da f�ur u � C�

t �R��R� bereits alle �u
�v � ��u

�v�w mit
v� w � fx� y� zg t�periodisch sind� mu� uj	 bei der Wahl von t � � insbeson�
dere eine L�osung der folgenden Aufgabe sein�

�uxx � uyy � uzz � f in ����
�

mit periodischen Randbedingungen in ���� ����

u��� y� z� � u��� y� z� �

u�x� �� z� � u�x� �� z� �

u�x� y� �� � u�x� y� ��

�����

und

ux��� y� z� � ux��� y� z� �

uy�x� �� z� � uy�x� �� z� �

uz�x� y� �� � uz�x� y� �� �

�����

Um dieses Problem numerisch mit Hilfe eines Mehrgitter�Verfahrens zu
l�osen� mu� es diskretisiert werden� Dazu werden die den Gr�o�en u und f ent�
sprechenden diskreten Funktionen uh und fh �siehe auch Abschnitte ������
����� und ������ auf einem unendlichen Gitter

Gh � f�jh� kh� lh� j j� k� l �Zg

der Maschenweite h betrachtet� Dabei ist h � �
N mit N � �p� p � N� Die

�ubliche ��Punkte�Diskretisierung zweiter Ordnung� von ���
� lautet dann in
Sternschreibweise�

�

h�

�� ��
�� �� 
 �� ��

��

��
h

uh � fh in �h � Gh 
 � ������

Die Diskretisierung von ����� liegt auf der Hand� aber f�ur die Bedingung
����� bieten sich erst einmal mehrere M�oglichkeiten an�

�falls u � C����� also insbesondere f � C���� ist�
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Da ����� einen lokalen Diskretisierungsfehler zweiter Ordnung aufweist�
lautet ein Ziel� dies auch f�ur ����� zu erreichen� um insgesamt ein Verfahren
zweiter Ordnung zu erhalten� Andererseits soll dabei aber der Arbeitsauf�
wand m�oglichst klein gehalten und der Periodizit�at der gesuchten L�osung
Rechnung getragen werden�

Im folgenden werden nun drei naheliegende Diskretisierungsm�oglichkei�
ten �im eindimensionalen Fall� untersucht und miteinander verglichen�

��� Eindimensionales Modellproblem

����� Exakte L�osbarkeit

Dazu gen�ugt es� das zum obigen Problem ���
� � ����� korrespondierende
eindimensionale Modellproblem zu betrachten� n�amlich die eindimensionale
Poissongleichung mit periodischen

�
Rand�bedingungen in �� wobei � ein

o
enes Intervall mit ��� ��� � � R sei�

�u���x� � f�x� in � �������

u��� � u��� �������

u���� � u���� �������

L�osungen von ������������� mit � ���� �� und f � C���� ��� existieren genau
dann� wenn die �eindimensionale� Kompatibilit�atsbedingungZ �

�
f�s� ds � �������

erf�ullt ist� Sie haben dann die folgende Form�

u�x� � �
Z x

�

Z t

�
f�s� ds dt� x

Z �

�

Z t

�
f�s� ds dt� c mit c � R �

Um u zu einer Funktion aus C�
��R�R� fortsetzen zu k�onnen� ist die �zus�atz�

liche� Bedingung f��� � f��� notwendig und hinreichend� d�h� genauer� Die
Fortsetzung von f mu� in C�

��R�R� liegen� Die eindimensionalen Analoga
zu ����� und ����� sind also notwendig und sogar hinreichend� um L�osungen
u von �u�� � f aus C�

��R�R� zu erhalten�

����� Diskretisierungsm�oglichkeiten

Die zu ����� analoge Diskretisierung zweiter Ordnung von ������ lautet�

�

h�
��� � � ��huh � fh in �h �������

Alle Bezeichnungen seien dabei analog dem dreidimensionalen Fall� Au�er�
dem sei im folgenden immer xj � jh � j

N �
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Wie man durch Taylorreihenentwicklung sehen kann� gilt f�ur eine Funktion
v � C��I�� wobei I � R ein �o
enes� Intervall mit x� x� t � I und t �� � sei�

v��x� �
�

t
�v�x� t�� v�x�� � O�t� �������

v��x� �
�

t
�v�x�� v�x� t�� � O�t� �����
�

v��x� �
�

�t
�v�x� t�� v�x� t�� � O�t�� �������

Benutzt man also f�ur u���� und u���� ������� so erh�alt man f�ur ������ folgende
Bedingung mit einem lokalen Diskretisierungsfehler erster Ordnung�

�

h
�uh�h�� uh���� �

�

h
�uh�� � h�� uh����

� �uh�h� � uh�� � h� � � wegen �������

u���� und u���� werden also in
�
dieselbe Richtung� diskretisiert� Hierbei mu�

�h auch den Punkt xN�� � � �h enthalten� Man kann statt der Bedingung
������ auch gleich f�ur die zu berechnende N�aherungsl�osung uh die geforderte
Periodizit�at von u ber�ucksichtigen �d�h� auf einem eindimensionalen Torus
rechnen� und erh�alt auf diese Weise ebenfalls die Bedingung

�uh�h� � uh�� � h� � � �������

Diese Vorgehensweise �andert dann an der Konsistenzordnung des gesamten
Verfahrens nichts� Es bleibt zweiter Ordnung�

Wenn man aber f�ur u���� ������ und f�ur u���� ����
� benutzt� so erh�alt man
f�ur ������ folgende Bedingung mit einem lokalen Diskretisierungsfehler erster
Ordnung�

�

h
�uh�h�� uh���� �

�

h
�uh���� uh��� h��

� �uh�h�� uh��� h� � �uh��� � � �
������

Hier wird an beiden Seiten ins Innere des Intervalls diskretisiert�

Benutzt man schlie�lich f�ur u���� und u���� ������� so erh�alt man f�ur ������
folgende Bedingung mit einem lokalen Diskretisierungsfehler zweiter Ord�
nung�

�

�h
�uh�h�� uh��h�� �

�

�h
�uh�� � h�� uh��� h��

� �uh��h� � uh�h� � uh��� h�� uh�� � h� � � �
������

Hier mu� x��� xN�� � �h gelten� In diesem Fall wird also zentral �uber den
jeweiligen Randpunkt diskretisiert� Diese Bedingung kann man �ubrigens wie
schon ������ aus der verlangten Periodizit�at von u erhalten�

Man kann also erwarten� da� sich Version ������ als die g�unstigste und Ver�
sion ������ als die ung�unstigste erweist� Zur genauen Kl�arung m�ussen nun
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alle drei M�oglichkeiten weiter untersucht werden�

In den weiteren Abschnitten wird die L�osungsfunktion uh des jeweiligen
diskreten Problems mit dem Vektor �uh�xj��

T
j�J mit J � fk jxk � �hg iden�

ti	ziert�

����� Zur ersten Diskretisierungsm�oglichkeit

Hier liefert die Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem� das aus �������
������ und ������ f�ur die Stellen uh�x��� � � � � uh�xN� besteht������������

� ��

�� � ��
�� � ��

�� �
� � �

� � �

�� � ��
�� � ��

�� �

�����������
� 	z 


Ah

�����������

uh�x��

uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN�

uh�xN���

�����������
� 	z 


uh

�

�����������

�

h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN�

�

�����������
� 	z 


rh

Die Matrix Ah ist singul�ar� da die Addition der ersten N � � Zeilen das
Negative der letzten Zeile ergibt� Daraus ergibt sich eine diskrete Kompati�
bilit�atsbedingung� die f�ur die L�osbarkeit des Gleichungssystems erf�ullt sein
mu��

h�
NX
j��

f�xj� � � �������

Falls f � C����� ��� ist� gilt wegen f�x�� � f�xN � und der Trapezformel�

Z �

�
f�s� ds � h

NX
j��

f�xj� � O�h�� �

Da f aber die Kompatibilit�atsbedingung ������ erf�ullt� erh�alt man

h�
NX
j��

f�xj� � O�h�� �

Also f�uhrt ������ zu einer N�aherung dritter Ordnung f�ur ������� weswegen im
Gegensatz zur kontinuierlichen Kompatibilit�atsbedingung ������ eine vorge�
gebene Funktion f die diskrete Kompatibilit�atsbedingung im allgemeinen
nicht exakt erf�ullt� Daher k�onnte es bei der L�osung des Gleichungssystems
�in dieser oder einer �aquivalenten Form� zu Problemen kommen� F�ur diesen
Fall werden die Funktionswerte f�xj� durch Werte fh�xj� ersetzt� und zwar
in folgender Weise�

fh�xj� �� f�xj�� �f �������
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wobei �f den Durchschnitt der Werte f�xi� bezeichne�

�f �
�

N

NX
i��

f�xi� � h
NX
i��

f�xi� �

Damit erf�ullt die neue Funktion fh also die diskrete Kompatibilit�atsbe�
dingung ������ und stellt eine N�aherung zweiter Ordnung f�ur f j	h ��h �
fx�� � � � � xNg� dar�

f�xj�� fh�xj� � h

NX
i��

f�xi� �

Z �

�
f�s� ds � O�h�� � O�h�� �

Zur Auswirkung auf die numerische L�osung des Gleichungssystems verglei�
che man f�ur den eindimensionalen Fall Abschnitt ����
 und f�ur den zwei�
bzw� dreidimensionalen Fall die Kapitel � bzw� ��

Zur Vereinfachung des Gleichungssystems werden nun die Randpunkte uh�x��
und uh�xN��� eliminiert�

Ahuh � rh

�

�����������

� ��

� �� ��
�� � ��

�� �
� � �

� � �

�� � ��
�� �� �

�� �

�����������

�����������

uh�x��

uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN�

uh�xN���

�����������
�

�����������

�

h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN �

�

�����������
Das innere Gleichungssystem

eAh

�������
uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN�

������� �

�������
h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN �

�������������

mit

eAh �

�������
� �� ��
�� � ��

� ��
� � �

� � �

�� � ��
�� �� �

�������
ist also unabh�angig von den Randpunkten�

Um ein auf diese Diskretisierung des Problems angewandtes Mehrgitter�
Verfahren theoretisch mit Hilfe der �rigorosen� Fourier�Analyse �vergleiche
etwa ����� untersuchen zu k�onnen und zus�atzlich Kern� eAh� zu bestimmen�
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ist es n�otig� die Eigenfunktionen und zugeh�origen Eigenwerte von eAh zu
kennen� Darum werden sie nun bestimmt� Es gilt � j� k �Z�

� exp �i�k	xj��� � � exp �i�k	xj�� exp �i�k	xj���

���� exp ��i�k	h�� exp �i�k	h�� exp �i�k	xj�

���� � cos ��k	h�� exp �i�k	xj� �

Weil die Exponentialfunktion �	i�periodisch ist� gilt au�erdem�

exp �i�k	xj� � exp �i�k	xj�N� �

Deswegen ist
�exp �i�k	xj��j���������N��

Eigenvektor bzw� �k mit �k�x� � exp �i�k	x� Eigenfunktion von eAh zum
Eigenwert �k � � � � cos ��k	h�� Falls N gerade ist� erh�alt man so f�ur z�B�
�N

� � k � N
� N linear unabh�angige Eigenfunktionen �k zu den Eigen�

werten �k� Somit sind also alle Eigenwerte von eAh gefunden� und insgesamt
gilt

Eig
 eAh� �� � cos 
�k�h�� � span

���
��
�
B�

exp 
i�k�x��
���

exp 
i�k�xN���

�
CA �

�
B�

exp 
�i�k�x��
���

exp 
�i�k�xN���

�
CA
���
�	

Dabei sind die Eigenr�aume zu �� � � und �N
�

� � eindimensional und

alle anderen zweidimensional� weil cos y�achsensymmetrisch ist und daher
�k � ��k gilt� Insgesamt zeigen die obigen Ausf�uhrungen also die G�ultigkeit
von

Lemma � � Das Gleichungssystem Ahuh � rh ist genau dann l�osbar� wenn
die Kompatibilit�atsbedingung ������ erf�ullt ist� Dabei gilt f�ur L�osungen uh
und �uh�

uh � �uh � Kern�Ah� � span
�

��� �� � � � � ��T
�
�

O
ensichtlich sind die �k alle nicht negativ� Damit ist insgesamt eAh symme�
trisch� positiv semide	nit und �schwach� diagonaldominant� au�erdem eine
Tridiagonalmatrix mit zwei zus�atzlichen Eintr�agen� insbesondere also d�unn�
besetzt�

F�ur die zweidimensionale Poissongleichung

�uxx � uyy � f in � ���� a������ a��������

mit periodischen Randbedingungen in ����� a��� ��� a��� �

u��� y� � u�a�� y� �������

u�x� �� � u�x� a�� �

ux��� y� � ux�a�� y� �����
�

uy�x� �� � uy�x� a�� �
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kann man ganz analog vorgehen und erh�alt f�ur entsprechendes eAh�

N � �N�� N�� mit geradem Nj �

h � �h�� h�� mit hj �
aj
Nj

�

k � �k�� k�� mit
�Nj

�
� kj � Nj

�

die Eigenfunktionen

�k�x� y� � exp �i�k�	
x

a�
� exp �i�k�	

y

a�
�

zu den Eigenwerten

�k � �� � cos ��k�	
�

N�
�� � cos ��k�	

�

N�
� �

F�ur das dreidimensionale Problem

�uxx � uyy � uzz � f in � ����� a������ a������ a��������

mit periodischen Randbedingungen in ����� a��� ��� a��� ��� a��� �

u��� y� z� � u�a�� y� z� �������

u�x� �� z� � u�x� a�� z� �

u�x� y� �� � u�x� y� a�� �

ux��� y� z� � ux�a�� y� z� �������

uy�x� �� z� � uy�x� a�� z� �

uz�x� y� �� � uz�x� y� a�� �

erh�alt man f�ur entsprechendes eAh�

N � �N�� N�� N�� mit geradem Nj �

h � �h�� h�� h�� mit hj �
aj
Nj

�

k � �k�� k�� k�� mit
�Nj

�
� kj � Nj

�

die Eigenfunktionen

�k�x� y� z� � exp �i�k�	
x

a�
� exp �i�k�	

y

a�
� exp �i�k�	

z

a�
�

zu den Eigenwerten

�k � 
� � cos ��k�	
�

N�
�� � cos ��k�	

�

N�
�� � cos ��k�	

�

N�
� �

Wie schon im eindimensionalen Fall sind die eAh f�ur den zwei� und dreidimen�
sionalen Fall symmetrisch� positiv semide	nit� �schwach� diagonaldominant
und d�unnbesetzt� Solche Eigenschaften wirken sich in vielen numerischen
Verfahren �besonders den in dieser Arbeit betrachteten� g�unstig aus�
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����� Zur zweiten Diskretisierungsm�oglichkeit

Hier liefert die Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem� das aus �������
������ und ������ f�ur die Stellen uh�x��� � � � � uh�xN��� besteht������������

� ��

�� � ��
�� � ��

�� �
� � �

� � �

�� � ��
�� � ��

�� �� �

�����������
� 	z 


Bh

�����������

uh�x��

uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN���
uh�xN�

�����������
� 	z 


uh

�

�����������

�

h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN���
�

�����������
� 	z 


rh

Die Matrix Bh ist singul�ar� da die Addition der ersten N Zeilen das Negative
der letzten Zeile ergibt� Analog zum letzten Abschnitt ergibt sich� Wenn das
Gleichungssystem l�osbar ist� mu� gelten�

h�
N��X
j��

f�xj� � � �������

Anders als bei der ersten Diskretisierung f�uhrt hier ������ nicht zu einer
N�aherung f�ur ������� weswegen man also nicht erwarten kann� da� die vor�
gegebene Funktion f die diskrete Kompatibilit�atsbedingung ������ auch nur
ann�ahernd erf�ullt� Damit das Gleichungssystem aber l�osbar ist� mu� f j	h
durch eine Funktion fh ersetzt werden� die der Kompatibilit�atsbedingung
������ gen�ugt� Wie im letzten Abschnitt geschieht dies durch Abzug des
Mittelwertes �f von jedem f�xi�� Hier ist aber

�f �
�

N � �

N��X
i��

f�xi� �

F�ur numerische Auswirkungen vergleiche man Abschnitt ����
� Das Glei�
chungssystem Bhuh � rh wird nun durch Eliminierung von uh�x�� in folgen�
des umgeformt����������

� ��

� �� ��
�� � ��

� ��
� � �

� � �

�� � ��
�� �� �

���������

���������

uh�x��

uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN�

���������
�

���������

�

h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
�

���������
Betrachtet man das sich ergebende Gleichungssystem f�ur uh�x��� � � � � uh�xN ��
so erkennt man die Matrix eAh wieder� Die rechten Seiten unterscheiden sich
jedoch in der letzten Komponente� Hier steht �� in ������� h�f���� Die Eigen�
werte und �vektoren der Matrix �Ah sind schon im Abschnitt ����� bestimmt
worden� Daraus ergibt sich� da� die N �N �Matrix �Ah den Rang N � � und
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somit die �N � ��� �N � ���Matrix Bh den Rang N besitzt� Au�erdem ist
o
ensichtlich ��� � � � � ��T Eigenvektor zum Eigenwert � �von Bh�� Dies liefert
insgesamt als Analogon zu Lemma ��

Lemma � � Das Gleichungssystem Bhuh � rh ist genau dann l�osbar� wenn
die Kompatibilit�atsbedingung ������ erf�ullt ist� Dabei gilt f�ur L�osungen uh
und �uh�

uh � �uh � Kern�Bh� � span
�

��� �� � � � � ��T
�
�

Durch die Eliminierung des anderen Randpunktes uh�xN� �und Weglassen
der Gleichungen f�ur uh�x�� und uh�xN �� erh�alt man��������

�
� �� ��

�
�� � ��

� � �
� � �

� � �

�� � ��
��
� �� �

�

�������

�������
uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN���

������� �

�������
h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN���

������� �

Die linksstehende Matrix sei mit eBh bezeichnet� Die durchgef�uhrten Umfor�
mungen haben den Vorteil� da� eBh symmetrisch und schwach diagonaldo�
minant� au�erdem eine Tridiagonalmatrix mit zwei zus�atzlichen Eintr�agen
ist �insbesondere also eine d�unnbesetzte Matrix�� Allerdings scheinen wedereBh noch dazu �aquivalente symmetrische Matrizen einfach zu bestimmende
Eigenfunktionen zu haben�

����� Zur dritten Diskretisierungsm�oglichkeit

Hier liefert die Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem� das aus �������
������ und ������ f�ur die Stellen uh�x��� � � � � uh�xN� besteht���������������

�� �

�� � ��
�� � ��

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �
� � �

�� � ��
�� � ��

�� � � ��

��������������
� 	z 


Ch

��������������

uh�x���
uh�x��
uh�x��
���
���
uh�xN���
uh�xN �

uh�xN���

��������������
� 	z 


uh

�

��������������

�

h�f�x��
h�f�x��
���
���
h�f�xN���
h�f�xN�

�

��������������
� 	z 


rh

Die Matrix Ch ist singul�ar� Wenn man n�amlich die zweite und vorletzte Zeile
und je das Doppelte der mittleren N�� Zeilen addiert� ergibt sich die letzte
Zeile� Hieraus erh�alt man folgende notwendige Bedingung f�ur die L�osbarkeit
des Gleichungssystems�

h�
�
f�x�� � �

N��X
j��

f�xj� � f�xN �

�
� � �������
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Wie bei der ersten Diskretisierung f�uhrt ������ aufgrund der Trapezformel
zu einer N�aherung dritter Ordnung f�ur ������� Man verfahre nun analog Ab�
schnitt ������

Eliminierung der Punkte uh�xN� und uh�xN��� f�uhrt durch geeignete Um�
formungen und Beachtung von f�x�� � f�xN� und f�x��� � f�xN��� auf

�
���������

� �� ��
�� � ��

� � �
� ��

� � �

� ��
� � �

� � �

�� � ��
�� �� �

�
���������

�
���������

uh�x���
uh�x��
���
���
uh�xN���
uh�xN���

�
���������
�

�
���������

h�f�x���
h�f�x��
���
���
h�f�xN���
h�f�xN���

�
���������
�

Die linksstehende Matrix sei mit eCh bezeichnet� Durch analoge Rechnung
wie in ����� sieht man� da� sie folgende Eigenwerte und �vektoren besitzt�

f�ur �N
� � k � N

�

Eigenvektor �exp �i�k	xj��j�������N

zum Eigenwert �k � �� �cos��k	h� �

Man erh�alt hier also dieselben Eigenwerte
 und
�
dieselben� Eigenvektoren

wie f�ur eAh� Wie im Anhang A�� bewiesen wird� gilt

dim�Kern�eCh�� � � �������

Insgesamt erh�alt man folgendes

Lemma � � Das Gleichungssystem Chuh � rh ist genau dann l�osbar� wenn
die Kompatibilit�atsbedingung ������ erf�ullt ist� Dabei gilt f�ur L�osungen uh
und �uh�

uh � �uh � Kern�Ch� � span
�

��� �� � � � � ��T
�
�

Fa�t man die Ergebnisse der letzten drei Abschnitte zusammen� zeichnet
sich ab� da� die erste Diskretisierungm�oglichkeit die g�unstigste ist� Zwar
liefern sowohl die erste als auch die dritte Diskretisierung diskrete Kom�
patibilit�atsbedingungen ������ bzw� ������� die � im Gegensatz zur zweiten
Diskretisierung � N�aherungen zweiter Ordnung f�ur die Kompatibilit�atsbe�
dingung ������ darstellen� jedoch ist die N�N �Matrix eAh im Gegensatz zur
�N � ��� �N � ���Matrix eCh symmetrisch und kleiner�

����� Numerische Ergebnisse

Um festzustellen� ob die Diskretisierungsordnung der vorgestellten drei Ver�
fahren zur Konvergenz gleicher Ordnung f�uhrt� werden die jeweiligen Glei�
chungssysteme erst mit einem direkten und zus�atzlich mit einem iterati�
ven Verfahren gel�ost� Dann wird jeweils der Fehler der berechneten N�ahe�
rungsl�osung zur exakten �kontinuierlichen� L�osung der Aufgabe �������������
berechnet und seine Entwicklung mit wachsendem N beobachtet�

�Allerdings hat hier z�B� f�ur N��� N�� der Eigenwert � algebraische Vielfachheit ��
aber geometrische Vielfachheit ��
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Als direktes L�osungsverfahren soll der Gau��Algorithmus verwendet wer�
den� Dazu mu� man aber vorher die Gleichungssysteme durch eine weitere
Bedingung regul�ar machen� Es gilt o
enbar�

Ahuh � rh

�



���������

� ��
�� � ��

�� �
� � �

� � �

� � �
� � �

� � �

�� � ��
�



���������



���������

uh
x��
uh
x��
���
���
uh
xN �
uh
xN���



���������
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���������

�
h�f
x��
���
���
h�f
xN �
a



���������


�����

mit a � h�
PN

j�� f�xj��

Bhuh � rh

�
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� � �
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h�f
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���������


�����

mit b � h�
PN��

j�� f�xj��

Chuh � rh

�
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� � �
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�
h�f
x��
���
���
h�f
xN �
c



���������


�����

mit c � h��f�x�� � �
PN��

j�� f�xj� � f�xN�� � �a�

Nach Lemmata �� � und � sind diese Gleichungssysteme jeweils genau dann
l�osbar� wenn a��� b�� bzw� c�� gilt� Wie in den Abschnitten �����������
bereits beschrieben wurde� ist dies durch eine Ersetzung der jeweiligen f�xi�
durch f�xi� � �f erreichbar� Hier sollen aber auch die numerischen Konse�
quenzen getestet werden� wenn diese Art der Anpassung von f zur Erf�ullung
der diskreten Kompatibilit�atsbedingungen nicht vorgenommen wird�

Setzt man in ������� ������ bzw� ������ f�ur die letzte Variable jeweils
einen Wert k fest� streicht ansonsten aber die letzte Zeile des jeweiligen



���� EINDIMENSIONALES MODELLPROBLEM ��

Gleichungssystems� sind die so entstehenden Gleichungssysteme eindeutig
l�osbar� weil die obigen Matrizen eindimensionale Kerne besitzen� Das Gau��
Verfahren kann dann eingesetzt werden�

Als Testbeispiel wurde die Funktion f�t� � � � ����	� sin ��	�t� r�� mit
r � ��� benutzt�� Die exakte L�osung von ������������� lautet dann�

u�t� � ���� sin ��	�t� r�� � s mit s � R �

Da die exakte L�osung und die diskrete N�aherungsl�osung �vor der Wahl von
k� nur bis auf eine additive Konstante s eindeutig bestimmt sind� kann
der Fehler FN zwischen der exakten und der jeweils berechneten L�osung
bestimmt werden� wenn man von uh bzw� uj	h jeweils zum Beispiel den
Durchschnitt uh �� �

�J

P
i�J uh�xi� bzw� u �� �

�J

P
i�J u�xi� abzieht und

von den so erhaltenen Funktionen die Di
erenz zum Beispiel in der Maxi�
mumsnorm betrachtet�

FN � max
i�J

fj�uh�xi�� uh�� �u�xi�� u�jg �

F�ur ������ ist J � f�� � � � � Ng� f�ur ������ ist J � f�� � � � � N � �g� und f�ur
������� ist J � f��� � � � � Ng� Die Rate der Fehlerverkleinerung von N �
�m�� zu N � �m ist dann de	niert als

R�m ��
F�m

F�m��
�

Die sich daraus ergebenden Werte 	nden sich in den Tabellen ���� ��� und
���� Es ist jeweils angegeben� wie sich die Fehler ohne bzw� mit Ersetzung der
f�xi� durch fh�xi� � f�xi� � �f verhalten� Dabei zeigt sich� da� diese Ma��
nahme f�ur ������ bzw� ������ keine Rolle spielt� Die Fehler FN unterscheiden
sich jeweils nicht � auch wenn die Kompatibilit�atsbedingungen ������ bzw�
������ �d�h� a � � bzw� c � �� nicht erf�ullt sind� Die f�ur ������ bzw� ������
berechneten Raten RN zeigen� da� sich die Fehler FN �asymptotisch� um
den Faktor ���� verkleinern� Folglich verhalten sich die erste und die dritte
Diskretisierungsm�oglichkeit auch hinsichtlich der Konvergenz wie Verfahren
zweiter Ordnung�

Anders liegt der Fall bei der zweiten Diskretisierungsm�oglichkeit� Hier
ist nat�urlich die Kompatibilit�atsbedingung �b � �� nicht ann�ahernd erf�ullt
�aber f�ur kleiner werdendes h immer

�
besser��� weswegen sich nach Erset�

zung der f�xi� durch f�xi�� �f gr�o�ere Fehler und eine Fehlerverkleinerungs�
rate von �asymptotisch� ��� ergeben� Deutlich wirkt sich hier also aus� da�
die analytische Bedingung

R �
� f�x� dx � � eben nicht zu einer N�aherung

f�ur die diskrete Kompatibilit�atsbedingung ������ f�uhrt� Die zweite Diskre�
tisierungsm�oglichkeit verh�alt sich dann entsprechend der Taylorentwicklung
auch hinsichtlich der Konvergenz nur wie ein Verfahren erster Ordnung�

Ohne die f�xi� zu ersetzen� zeigen sich aber Fehler derselben Gr�o�enord�
nung wie bei der ersten und dritten Diskretisierungsm�oglichkeit und eben�
falls eine Fehlerverkleinerungsrate von ����� Dies erkl�art sich dadurch� da�

�Andere Testbeispiele liefern aber ein analoges Bild�
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sich die Gleichungssysteme ������������� abgesehen von der Kompatibilit�ats�
bedingung im Prinzip nicht unterscheiden� ������ ist �au�er der Kompatibi�
lit�atsbedingung� in ������ und ������ enthalten� Hat man also ������ nach
dem Streichen der letzten Zeile gel�ost� kann man die zus�atzlichen Werte
uh�x��� bzw� uh�xN��� in ������ und ������ daraus berechnen� In diesem
Fall hat man aber die Gleichung� die durch die Diskretisierung erster Ord�
nung der Bedingung u���� � u���� entsteht� sowie ihre Konsequenzen aus
dem System ������ v�ollig entfernt�

Zur L�osung der drei Gleichungssysteme wird nun noch das iterative Gau��
Seidel�Verfahren herangezogen� Hier werden aber die folgenden singul�aren
Systeme benutzt �vergleiche dazu Abschnitte ����� bis ��������

eAh

�������
uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN�

������� �

�������
h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN �

������� �����
�

eBh

�������
uh�x��
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN���

������� �

�������
h�f�x��
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN���

������� �������

eCh

�������
uh�x���
uh�x��
���
uh�xN���
uh�xN���

������� �

�������
h�f�x���
h�f�x��
���
h�f�xN���
h�f�xN���

������� �������

Die Tabellen ��� und ��� zeigen die Ergebnisse� Die erste und dritte Dis�
kretisierung liefern dabei dasselbe Bild wie schon bei der L�osung mit dem
Gau��Verfahren� Die asymptotische Fehlerverkleinerungsrate betr�agt �����
und eine Ersetzung der f�xi� spielt keine Rolle� Auch wenn bei anderen
Testbeispielen a und c noch gr�o�er sind und anders als bei der L�osung mit
dem oben beschriebenen Gau��Verfahren die Gleichungssysteme ����
� und
������ ohne Ersetzung der f�xi� eigentlich keine L�osung besitzen� da nicht

�
streng� a � � bzw� c � � gilt� ist eine

�
strenge Null� nicht erforderlich�

Bei ������ dagegen zeigt sich sowohl mit als auch ohne Ersetzung der
f�xi� deutlich das Verfahren erster Ordnung� Die Fehler FN reduzieren sich
nur um �etwa� den Faktor ����

Diese Untersuchungen zeigen also numerisch eine �Ubereinstimmung der
Konsistenz� und Konvergenzordnungen bei jedem der drei Verfahren� Ins�

�Zur Verwendung iterativer Verfahren zur L�osung singul�arer Gleichungssysteme ver�
gleiche ���	�
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gesamt ergibt sich� da� das erste Verfahren in der Form ����
� den ande�
ren vorzuziehen ist� da es einen lokalen und globalen Diskretisierungsfehler
zweiter Ordnung aufweist und eine f�ur numerische Zwecke g�unstige Matrix
liefert �siehe auch Abschnitt ������� Durch Verwendung der Gleichungen
uh�x�� � uh�xN � und uh�x�� � uh�xN��� wird letztlich auf einem eindi�
mensionalen diskreten Torus gerechnet und damit der Periodizit�at von u

besonders Rechnung getragen�

N FN RN a

� ���
�E�� ���E��
� �����E�� ������ ���E�


�
 �����E�� ������ ��
E��
�� �����E�� ������ ���E��

� �����E�
 ������ ���E��

��� �����E�
 ������ ���E��
��
 �����E�� ������ ���E��
��� ����
E�� ������ ���E��

Tabelle ���� Ergebnisse f�ur ������ �Gau��Verfahren�� Die Ersetzung der f�xi�
durch fh�xi� liefert die gleichen Werte�

N FN RN FN RN b

� �����E�� ��

�E�� ����E���
� �����E�� ������ �����E�� �����
 ���
E��

�
 �����E�� ������ �����E�� ������ ����E��
�� ����
E�� ������ 
����E�� ������ ����E��

� �����E�
 �����
 �����E�� ������ ����E��

��� �����E�
 ������ �����E�� ������ ����E��
��
 �����E�� ������ �����E�� ������ ����E�

��� �����E�� ������ �����E�� ������ ����E��

Tabelle ���� Ergebnisse f�ur ������ �Gau��Verfahren�� Das �FN � RN��Paar auf
der linken Seite gibt die Werte ohne� das auf der rechten Seite mit Ersetzung
der f�xi� durch fh�xi� an�
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N FN RN c

� �����E�� ���E��
� ���

E�� ����
� ����E�


�
 �����E�� ������ ��
E��
�� �����E�� ������ 
��E��

� ���
�E�
 ����
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��� ����
E�
 ������ ����E��
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��� �����E�� ������ ���E��

Tabelle ���� Ergebnisse f�ur ������ �Gau��Verfahren�� Die Ersetzung der f�xi�
durch fh�xi� liefert die gleichen Werte�

N FN RN FN RN

� �����E�� ���
�E��
� �����E�� ������ �����E�� ������

�
 �����E�� ������ �����E�� ������
�� ����
E�� ������ �����E�� ������

� �����E�
 ������ �����E�
 ������

��� �����E�
 ������ �����E�
 ������
��
 �����E�� ������ �����E�� ������
��� �����E�� ������ �����E�� ������

Tabelle ���� Ergebnisse f�ur ����
� �links� und ������ �rechts� mit dem Gau��
Seidel�Verfahren� Die Ersetzung der f�xi� durch fh�xi� liefert jeweils die
gleichen Werte�

N FN RN FN RN

� �����E�� �����E��
� �����E�� ������ �����E�� ������

�
 �����E�� ����
� �����E�� ��

��
�� �����E�� ������ �����E�� ������

� �����E�� ������ �����E�� ������

��� �����E�� ������ �����E�� ������
��
 �����E�� ������ �����E�� ������
��� �����E�� ������ �����E�� ������

Tabelle ���� Ergebnisse f�ur ������ mit dem Gau��Seidel�Verfahren� Das
�FN � RN��Paar auf der linken Seite gibt die Werte ohne� das auf der rechten
Seite mit Ersetzung der f�xi� durch fh�xi� an�



Kapitel �

Zweidimensionales

Modellproblem

��� Verschiedene Mehrgitter�Verfahren

����� Diskretisierung

Das Ergebnis des letzten Abschnitts wird nun auf das zweidimensionale Mo�
dellproblem ������� ������� ����
� mit a� � a� � � �ubertragen� Es wird also
analog dem obigen �� Verfahren diskretisiert� wobei sich die folgenden
Gleichungen ergeben��� ��

�� � ��
��

��
h

uh � h�fh in �h�����

und in ��h

uh�x�� yj� � uh�xN � yj� � uh�x�� yj� � uh�xN��� yj� ������

uh�xj � y�� � uh�xj � yN� � uh�xj � y�� � uh�xj � yN��� �

Hierbei bezeichnen

Gh � f�xj � yk� j j� k �Zg �
�h � Gh 
 ��� � � h��� Gh 
 �h� ��� �

��h � Gh 
 �� ��� � � h�� � �

xj � jh� yj � jh und h �
�

N
mit N � �p� p � N �

Das Gleichungssystem ����������� ist entsprechend den �Uberlegungen im Ab�
schnitt ����� �vergleiche Lemma �� genau dann bis auf eine Konstante ein�
deutig l�osbar� wenn die diskrete Kompatibilit�atsbedingung erf�ullt ist�

h�
NX

j�k��

fh�xj� yk� � � ������

��
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Dieser Bedingung soll ein gegebenes fh hier gen�ugen �siehe auch Abschnitt
�������

Mit Hilfe von ����� werden nun s�amtliche Randpunkte� d�h� Punkte aus ��h�
aus ����� eliminiert� Das bedeutet konkret� Immer wenn eine Gleichung in
����� auf einen Punkt aus ��h zugreift� wird stattdessen gem�a� ����� der
entsprechende Punkt aus �h verwendet� In Operatorschreibweise lautet das
neue System dann

Lhuh � h�fh in �h ������

wobei in f�xj� yk� j j� k � �� ���� N � �g gilt�

Lh �

�� ��
�� � ��

��

��
h

�

F�ur die restlichen Punkte aus �h mu� Lh entsprechend obigem abge�andert
werden� Damit entspricht das Gebiet� auf dem man rechnet� einem diskreten
Torus�

����� Mehrgitter�Komponenten

Sei nun N fest vorgegeben� ����� soll mit Hilfe eines Mehrgitter�Verfahrens
gel�ost werden� Die Prinzipien und Funktionsweisen solcher Methoden wer�
den hier nicht dargestellt� Man vergleiche dazu etwa �
�� ��� ���� Die im
folgenden auftretenden Bezeichnungen werden ebenfalls dort erkl�art�

F�ur das vorliegende lineare Problem werden Correction�Scheme� �CS� bzw�
Full�Multigrid�Methoden �FMG� benutzt� Dazu wird eine Folge von Gittern
��� ��� ���� �m mit m � p betrachtet� die hier die folgende Gestalt haben�

Gj � f�khj � lhj� j k� l �Zg �
�j � �hj � Gj 
 �hj � ��� �

��j � ��hj �

N� � N� h� � h� hj � �hj��� Nj �
�

hj
f�ur j � f�� ���� mg �

�� ist hier das feinste und �m das gr�obste Gitter� Auch auf den gr�oberen
Gittern sollen die Operatoren Lhj �siehe ������ verwendet werden� Statt Lhj �
fhj � uhj wird meistens k�urzer Lj � fj � uj geschrieben� Gitterfunktionen uj auf
dem jeweiligen Gitter �j haben die folgende Gestalt�

uj � �j �� R �

F�ur den Raum der Gitterfunktionen auf dem Gitter �j wird dann das fol�
gende �skalierte Standard��Skalarprodukt eingef�uhrt �um z�B� Adjungierte
berechnen zu k�onnen��

� vj � wj ��� h�
X
p�	j

vj�p�wj�p� ������
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Abbildung ���� Das Einheitsquadrat� �uberzogen mit einer Folge dreier Gitter�
�� mit h � �

� und die zwei Vergr�oberungen ��� ���

Folgende Komponenten charakterisieren hier die CS�Methoden�

� Art des Mehrgitter�Cycles

Hier wird der V�Cycle �� � �� oder der W�Cycle �� � �� benutzt
�siehe auch Abbildung �����

� Relaxation

Es werden 
� Relaxationsschritte vor und 
� Relaxationsschritte nach
der Grobgitterkorrektur durchgef�uhrt� wobei hier als Relaxationsver�
fahren das Gau��Seidel�Verfahren mit schachbrettartiger �red�black�
�GS�RB� oder lexikographischer �GS�LEX� Numerierung und ein �uber�
relaxiertes GS�RB�Verfahren mit dem ��Uber��Relaxationsparameter �
benutzt werden� F�ur das im Sinne der Gl�attungseigenschaften optima�
le �opt gelten die folgenden Aussagen �siehe �
���� falls nur ein Re�
laxationsschritt zwischen aufeinanderfolgenden Grobgitterkorrektur�
Schritten statt	ndet�

� � �opt � � �

�opt � �ub �
�

� �
p

�� C�
max

�

wobei Cmax � �� cmin mit cmin � �
� f�ur den hier vorliegenden zwei�

dimensionalen Laplace�Operator ist� Ein etwas kleinerer Wert als die
obere Grenze �ub � ������ erweist sich allerdings bereits als sehr gute
Arbeitsgr�o�e �auch f�ur mehrere Relaxationsschritte�� so da� hier

� � ����

verwendet wird�
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Zur De	nition von Gl�attungsfaktoren und zur Analyse der Gl�attungs�
eigenschaften des Gau��Seidel�Verfahrens vergleiche man ������

Der Relaxationsoperator auf dem Gitter �j wird mit Sj bezeichnet�

� Restriktion

Als Restriktion zum n�achstgr�oberen Gitter wird hier Injection� Half
Weighting �HW� oder Full Weighting �FW� benutzt� F�ur ein Verfah�
ren� das GS�RB als Gl�attungsverfahren verwendet� erweist sich Injec�
tion als nicht geeignet �vergleiche z�B� ������ Daher werden in diesem
Fall Full Weighting oder Half Weighting eingesetzt� Letzteres bedeutet
hier Half Injection� da der Restriktion dann �mindestens� ein GS�RB�
Schritt vorausgeht� Der HW�Operator liefert n�amlich einen gewichte�
ten Mittelwert der Defekte eines �roten� Grobgitterpunktes pred und
seiner vier direkten Nachbarn� die alle schwarze Punkte im Sinne der
Red�Black�Numerierung darstellen� Nach einem GS�RB�Schritt ver�
schwinden aber die Defekte in den schwarzen Punkten� so da� die
Anwendung von HW auf pred den Wert �

�pred ergibt �vergleiche ������

F�ur GS�LEX kommen Injection oder Full Weighting zum Einsatz� f�ur
��GS�RB nur Full Weighting�

Der Operator f�ur die Restriktion von Daten vom Gitter �j zum Gitter

�j�� sei jeweils mit Rj��
j bezeichnet�

Das auf dem Gitter �j�� �� � j � m��� zu l�osende Gleichungssystem
lautet dann�

Lj��uj�� � fj�����
�

mit

fj�� �� �Rj��
j �fj � LjS

��
j wj� ������

wobei wj eine
�
Start�approximation� f�ur uj und fj�� den auf das

gr�obere Gitter j � � restringierten Defekt darstellt�

Die L�osbarkeit des Gleichungssystems garantiert der noch folgende
Satz �� falls Full Weighting als Restriktion verwendet wird �siehe zu
Half Weighting und Injection ebenfalls Abschnitt �������

� Exakte L�osung auf dem gr�obsten Gitter

Hier wird auf dem Gitter �m exakt gel�ost� Dabei mu� man beachten�
da� Am singul�ar und Kern�Am� eindimensional ist �vergleiche Ab�
schnitt ������� wobei Am die Matrix des entsprechenden Gleichungssy�
stems bezeichne� Die letzte Zeile ist eine Linearkombination der �ubri�
gen Zeilen�� so da� man f�ur die letzte Variable einen Wert festsetzt

�F�ur Aussagen �uber das hier betrachtete Modellproblem mit periodischen Randbedin�
gungen vergleiche dort insbesondere Kap� � und die Bemerkungen in Abschnitt ����

�Das kann im W�Cycle auch eine �neue� N�aherung f�ur uj sein� die durch �� Relaxati�
onsschritte nach einer Grobgitterkorrektur erhalten wurde�

�Die Spaltensumme �und die Zeilensumme� ist immer Null�
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�bzw� den bereits vorhandenen N�aherungswert beibeh�alt� und dann
mit dem Gau��Verfahren nur die ersten N� � � Zeilen behandelt�

In den numerischen Tests �siehe Abschnitt ���� werden durchg�angig
alle zur Verf�ugung stehenden gr�oberen Gitter verwendet� d�h� es wird
m � p festgesetzt�

Bei FW als Restriktion ist die L�osbarkeit des singul�aren Gleichungssy�
stems auf dem gr�obsten Gitter garantiert� wie Satz � zeigt� Setzt man
allerdings� wie oben beschrieben� f�ur die letzte Variable einen Wert fest�
ist das �ubrige Gleichungssystem immer l�osbar � auch wenn die letzte
Gleichung� die ja nach Umformung die Gestalt � � uh�xN � yN� � c hat�
nicht l�osbar ist �f�ur c �� ���

� Prolongation

Hier wird die auf einem groben Gitter �j�� errechnete Korrektur durch
bilineare Interpolation auf das n�achstfeinere Gitter j transferiert und
zur dortigen N�aherung addiert� Der Operator f�ur diese Interpolation
von Daten vom Gitter �j�� zum Gitter �j wird mit P j

j�� bezeichnet�

Allgemein gilt� Sei md die Diskretisierungsordnung des Operators Lj �

mp die Ordnung des Prolongationsoperators
 P j
j�� und mr die Ord�

nung des Restriktionsoperators� R
j��
j � Dann sollten die Ordnungen

mp und mr der Transferoperatoren die folgende Ungleichung �
�
Faust�

regel�� erf�ullen� die durch lokale Fourier�Analyse erhalten werden kann
�siehe ���� �����

mr � mp � md ������

Lj besitzt hier o
enbar die Diskretisierungsordnung md � � und der

bilineare Interpolationsoperator P j
j�� die Ordnung mp � �� Da dieser

Operator aber die Adjungierte des FW�Operators darstellt�

�Rj��
j �� � P

j
j�� �

wenn man das Skalarprodukt ����� verwendet� gilt f�ur FW mr � ��
Die Kombination von FW mit bilinearer Interpolation erf�ullt also die
Faustregel ������ Sowohl f�ur Injection als auch f�ur Half Weighting gilt
jedoch mr � �� so da� ����� gerade nicht erf�ullt ist� Trotzdem werden
Injection �bei GS�LEX� und Half Weighting �bei GS�RB� getestet� weil
sie in Kombination mit bilinearer Interpolation sowohl bei Dirichlet�
als auch Neumannschen Randbedingungen erfolgreich eingesetzt wer�
den�

� Behandlung der
�
Randpunkte�

Die Vorgehensweise� die auch schon zu ����� gef�uhrt hat� wird konse�
quent angewandt� Immer wenn ein Lj � Sj � R

j��
j bzw� P j��

j auf einen

�Die Ordnung der Interpolation ist k�� mit maximalem k� so da
 P j
j�� alle Polynome

des Grades � k invariant l�a
t�
�Die Ordnung der Restriktion ist k � � mit maximalem k� so da
 s�Rj��

j �� mit geeig�
netem Faktor s alle Polynome des Grades � k invariant l�a
t�
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Punkt aus ��j zugreift� wird die �geforderte� Periodizit�at der L�osung
ausgenutzt und der entsprechende Punkt aus �j verwendet� Also rech�
net man letztlich immer auf einem Torus�

Die Tabelle ����� zeigt die getesteten Kombinationsm�oglichkeiten�

Verfahren ILEX HRED FLEX FRED ��FRED
Gl�attungsverfahren GS�LEX GS�RB GS�LEX GS�RB ��GS�RB
Restriktion Injection HW FW FW FW

Tabelle ���� Getestete Kombinationen� Es sind nur die Komponenten auf�
gef�uhrt� in denen sich die Programme unterscheiden�

Bemerkung� O
ensichtlich k�onnen die hier vorgestellten Verfahren dank
ihrer Struktur prinzipiell wie entsprechende Algorithmen f�ur Dirichlet� oder
Neumannsche Randbedingungen parallelisiert werden �vergleiche z�B� �
����

Folgenderma�en sind hier die FMG�Methoden gekennzeichnet�

Auf dem Gitter �j werden� ausgehend von �m bis hin zu ��� r Mehrgitter�
Iterationen mit einem der oben beschriebenen CS�Verfahren durchgef�uhrt�
wof�ur die Gitter �j � � � � ��m benutzt werden� F�ur den Datentransport vom
Gitter �j zum n�achstfeineren Gitter �j�� sollte eine Interpolation verwen�
det werden� die eine h�ohere Ordnung �FMG als die Diskretisierungsordnung
md von Lh aufweist �vergleiche ������ F�ur md � � �wie im vorliegenden
Fall� wird oft die kubische Interpolation eingesetzt� F�ur das vorliegende
Modellproblem kann allerdings auch eine spezielle� billigere Interpolation

�� Ordnung benutzt werden �vergleiche ������ Bezeichne u

��
j���x� y� den zu

berechnenden Startwert auf dem Gitter �j�� und �uj�x� y� die berechnete
Approximation f�ur uj�x� y� auf dem Gitter �j � Die Interpolation l�auft dann
in drei Schritten ab�

�� F�ur Punkte �x� y� � �j�� 
 �j de	niert man

u

��
j���x� y� � �uj�x� y� ������

�� F�ur Punkte �x� y� � �j��n�j mit x � l�hj��� y � l�hj�� und geradem
l� � l� wird dann de	niert�

�

�h�j��

�� �� ��
�

�� ��

�� u
��j���x� y� � fj���x� y� �������

�� F�ur Punkte �x� y� � �j�� mit x � l�hj��� y � l�hj�� und ungeradem
l� � l� de	niert man nun

�

h�j��

�� ��
�� � ��

��

��u
��j���x� y� � fj���x� y� �������

Dies kann o
enbar als ein Halbschritt von GS�RB interpretiert werden�
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Die Struktur eines FMG�Verfahrens ist in Abbildung ��� dargestellt� Weitere
Eigenschaften� die ein FMG�Verfahren besitzen soll� 	nden sich in Abschnitt
������

"

FMG-Interpolation

1

2

3

4

Relaxation

bilineare Interpolation

Restriktion

Losung auf dem grobsten Gitter"

Abbildung ���� FMG mit m � �� r � � und � � ��

Weitere Bezeichnungen

NAME�X�
��
�� bezeichnet im weiteren das Verfahren NAME in der CS�
Version im X�Cycle mit 
� Relaxationsschritten vor und 
� Relaxations�
schritten nach der Grobgitterkorrektur� z�B� HRED�W������

FMG�NAME�X�
��
���r� oder k�urzer FMG�X�
��
���r� steht dann f�ur die
FMG�Version des Verfahrens NAME�X�
��
�� mit dem oben beschriebenen
r�

����� L�osbarkeit der Gleichungssysteme

Um die L�osbarkeit von ����� zu gew�ahrleisten� mu� ����� erf�ullt sein� Analog
dem eindimensionalen Modellproblem gilt jedoch aufgrund der �zweidimen�
sionalen� Kompatibilit�atsbedingungen �vergleiche Satz �� und der Trapez�
formel �falls zus�atzlich f � C����� ���� ist��

h�
NX

i�j��

f�xi� yj� �

Z
������

f�r� dr � O�h�� � O�h�� �

Verwendet man also f j	h als fh� f�uhrt
R
������ f�r� dr � � zu einer N�aherung

zweiter Ordnung f�ur ����� � im Eindimensionalen ergab sich aus ������ eine
N�aherung dritter Ordnung f�ur �������

Wie in ������ wird nun de	niert�

fh�xk� yl� �� f�xk� yl�� �f �������
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wobei �f den Durchschnitt der Werte f�xi� yj� angibt�

�f ��
�

N�

NX
i�j��

f�xi� yj� � h�
NX

i�j��

f�xi� yj� �

Somit erf�ullt die neue Funktion fh die diskrete Kompatibilit�atsbedingung
����� und stellt eine N�aherung zweiter Ordnung f�ur f j	h dar �wie im ein�
dimensionalen Fall�� Also liegt nach wie vor ein Verfahren zweiter Ordnung
bez�uglich der Konsistenz vor�

Die G�ultigkeit von ����� reicht �ubrigens bereits aus� um die L�osbarkeit
der �singul�aren� Gleichungssysteme auf allen betrachteten Gittern zu fol�
gern� falls FW als Restriktion verwendet wird� Dies sieht man mit Hilfe des
folgenden Satzes�

Satz � � Sei d� �� f� die rechte Seite von ������ vj f�ur j � f�� ���� mg
je irgendeine Funktion auf �j� R

j��
j der FW�Operator und � �� � � ein

skaliertes Standardskalarprodukt �wie z�B� ������� De�niert man nun f�ur
j � f�� ����mg

dj �� �Rj
j���dj�� � Lj��vj���

und f�ur j � f�� ���� mg
�j � � auf �j �

dann gilt folgendes�

Falls � d�� �� �� � ist� gilt sogar

� j � f�� ����mg � dj � �j �� � �������

Beweis� durch vollst�andige Induktion �uber j�
F�ur j � � ist nichts zu zeigen� Sei daher nun die Behauptung f�ur ein

j � � g�ultig� Dann ist

� dj � Ljvj � �j � �� dj � �j � � � Ljvj � �j �

� �� � vj � L
�
j�j � �

Dabei bezeichne L�j die Adjungierte von Lj � O
enbar ist

L�j�j � Lj�j � � �

Dann gilt also

� dj � Ljvj � �j �� � �

Au�erdem ist

� dj��� �j�� � � � � Rj��
j �dj � Ljvj�� �j�� �

� � � dj � Ljvj � �R
j��
j ���j�� � �

�Die Beweisidee �ndet sich in ���	�
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Durch Nachrechnen sieht man� da� f�ur Full Weighting

�Rj��
j ���j�� � �P j

j���j�� � ��j������

mit � � � gilt� wenn man das Skalarprodukt ����� verwendet� Nun folgt
insgesamt

� dj��� �j�� � � �� � dj � Ljvj � �j �

� � �

womit die Behauptung also bewiesen ist� �

Also sind � bei Verwendung von FW als Restriktion � mit L�u� � f� auch
alle Ljuj � fj l�osbar� da wegen ������ jeweils die Kompatibilit�atsbedin�
gung erf�ullt ist und vj frei gew�ahlt werden kann �etwa vj � S��j wj� siehe
auch Abschnitt ������ Restriktion�� Man sieht� da� f�ur die L�osbarkeit der
Gleichungssysteme die Art der Relaxationsschritte ebensowenig eine Rolle
spielen wie die Wahl des Cycles �d�h� die Wahl von ���

Bei der Verwendung von Half Weighting oder Injection ergeben sich
Probleme� weil in diesen F�allen ������ nicht erf�ullt ist� weder Half Weigh�
ting noch Injection stellen Restriktionsoperatoren mindestens erster Ordung
�mr � �� dar� da f�ur sie mr � � gilt �vergleiche Abschnitt ������ Prolongati�
on�� Und tats�achlich ergeben numerische Tests� da� die Gleichungssysteme
auf den gr�oberen Gittern dann oft formal nicht l�osbar sind �siehe Abschnitte
��� und �����

Eine M�oglichkeit w�are nat�urlich� dies zu erzwingen � wie schon auf dem
feinsten Gitter durch die De	nition von fh�� f�� � und statt des entspre�
chenden fj folgendes �fj zu verwenden�

�fj�xk� yl� �� fj�xk� yl�� �fj������

mit

�fj ��
�

N�

NX
k�l��

fj�xk� yl� �

Aber anders als auf dem feinsten Gitter� wo fh eine N�aherung zweiter Ord�
nung f�ur f j	h darstellt� ist auf den gr�oberen Gittern i�a� �fj keine N�aherung
f�ur fj � so da� diese Ma�nahme das zu l�osende System stark ver�andert� F�ur
numerische Ergebnisse vergleiche man Abschnitt ����

����� Anpassung

Bei Problemen� die nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt
sind�� kann es passieren� da� durch die Relaxationsschritte oder durch die
direkte L�osung auf dem gr�obsten Gitter Vektoren mit betraglich sehr gro�en
Eintr�agen entstehen�

Numerische Fehler haben dann eventuell einen gro�en Ein�u� auf die
Berechnung z�B� der Residuen� die dann m�oglicherweise auf den gr�oberen

�z�B� auch die Poissongleichung mit Neumannschen Randbedingungen� vergleiche ��	�
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Gittern nicht mehr vern�unftig zu sehen w�aren� Und selbst bei Full Weigh�
ting k�onnte es dann passieren� da� � dj� �j �� � �d�h� die L�osbarkeit der
Gleichungssysteme� vergleiche Satz �� nicht mehr erf�ullt w�are�

Um dies zu verhindern� kann es n�utzlich sein� das Verfahren um eine op�
tionale

�
Anpassung� zu erweitern� Die Anpassung anp�v� eines Vektors

v � �vi�i�������Nj sei wie folgt de	niert�

anp�v� � �vi � �v�i�������Nj �����
�

wobei �v der Mittelwert der Komponenten von v sei� also�

�v �

PNj

i�� vi
Nj

�

Auf diese Weise liegen die Komponenten von anp�v� um Null� Mit dieser
Ma�nahme �andert man an der L�osung des jeweiligen Gleichungssystems
nichts� da mit v auch anp�v� in der L�osungsmenge

f�vi � c�i�������Nj j c � Rg

liegt� Formal wird v durch anp�v� genauso ersetzt wie schon f j	h durch fh
�siehe ������� oder fj durch �fj �siehe ������� �falls man diese Ma�nahme
einsetzt�� Der Unterschied liegt allerdings darin� da� die Anpassung einen
anderen Repr�asentanten der jeweiligen L�osungsmenge ausw�ahlt� ������ und
������ dagegen die Gleichungssysteme �mehr oder weniger stark� ver�andern�

Zwei Varianten dieser Anpassung werden hier verwendet�

� die komplette Anpassung �

In den Verfahren wird jeweils nach der Relaxation �vor und nach der
Grobgitterkorrektur� und nach der L�osung auf dem gr�obsten Gitter
der erhaltene Vektor v nach obigem Schema angepa�t�

� die grobe Anpassung �

Hier wird lediglich auf dem gr�obsten Gitter die berechnete exakte
L�osung angepa�t�

Wie im Abschnitt ����� noch gezeigt wird� ist eine �komplette� Anpassung in
vielen F�allen unn�otig� vor allem� wenn FMG verwendet wird� Bei sehr gro�en
Startresiduen und f�ur die Berechnung von asymptotischen Konvergenzraten
ist sie allerdings �f�ur CS� unbedingt erforderlich 

��� Numerische Ergebnisse

Die f�unf FORTRAN�Programme wurden anhand mehrerer Beispiele gete�
stet� Dabei machte es sich beim Verfahren HRED nicht bemerkbar� da�
die L�osbarkeit der Gleichungssysteme auf den gr�oberen Gittern nicht gesi�
chert ist� Die diskrete Kompatibilit�atsbedingung ����� ist hier auch auf den
gr�oberen Gittern trotzdem erf�ullt� so da� keine Schwierigkeiten auftreten�
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Bei ILEX liegt der Fall anders� da die Bedingung ����� auf den gr�oberen Git�
tern nicht ann�ahernd erf�ullt ist� wenn auch die Werte der Summe in �����
von Cycle zu Cycle kleiner werden�

Es erweist sich bei nicht erf�ullter Kompatibilit�atsbedingung auf den
gr�oberen Gittern als nicht hilfreich� fj durch �fj �siehe ������� zu erset�
zen� Die Raten verbessern sich in keinem Fall� Diese �Anderung sorgt zwar
f�ur eine L�osbarkeit des entsprechenden neuen Gleichungssystems� ver�andert
die Ausgangsaufgabe aber so stark� da� sie nicht mehr

�
erkennbar� ist�

Au�erdem ist kein Unterschied zu bemerken� wenn man statt fh �siehe
������� doch f j	h verwendet� Die

�
exakte� Null in der diskreten Kompa�

tibilit�atsbedingung ist nicht erforderlich� Die Programme vertragen auch
Gr�o�enordnungen von etwa ���� �teilweise auch gr�o�er�� ohne da� sich die
Raten �andern� Sicherheitshalber sollte trotzdem fh verwendet werden�

Die Ergebnisse der noch folgenden Abschnitte zeigen dann eindeutig� da�
die Red�Black�Verfahren FRED und HRED und im W�Cycle auch ��FRED
den lexikographischen Verfahren FLEX und ILEX vorzuziehen sind� Im V�
Cycle jedoch erweist sich ��FRED sogar als langsamer als die anderen mit
Ausnahme von ILEX�

Da f�ur einen Mehrgitter�Cycle bei HRED der Rechenaufwand dank Half
Injection geringer als bei FRED ist� das wiederum schneller als ��FRED
einen Cycle durchl�auft� ergibt sich letztlich� da� im X������Cycle HRED
und im X������Cycle FRED vorzuziehen ist� ��FRED lohnt sich f�ur die
zweidimensionale Poissongleichung nicht�

Die erhaltenen Werte wurden mit den Konvergenzraten analoger Ver�
fahren f�ur Dirichlet�Randbedingungen bzw� Werten aus der rigorosen und
lokalen Fourier�Analyse verglichen� HRED�W����� zudem mit einem Galer�
kin�Verfahren von Hackbusch ����� das ebenfalls f�ur periodische Randbedin�
gungen gedacht ist� Es ergab sich hierbei folgendes�

� Die aus der rigorosen Fourier�Analyse stammenden Werte stimmen
mit den entsprechenden asymptotischen Konvergenzraten f�ur FRED
bzw� HRED �uberein� Der ��FRED�Wert ist etwas schlechter�

� Werte f�ur FLEX entsprechen den aus der lokalen Fourier�Analyse
stammenden �loc� Bei ILEX zeigen sich gro�e Abweichungen� wie es
dank der Probleme auf den gr�oberen Gittern auch zu erwarten ist�

� HRED und das Galerkin�Verfahren zeigen sehr �ahnliche Konvergenz�
raten von ����� bzw� ������

� Die entsprechenden Verfahren f�ur Dirichlet�Randbedingungen liefern
demgegen�uber etwa dieselben oder aber etwas schlechtere Konvergenz�
raten�

Insgesamt best�atigt dies auch f�ur ����FRED� HRED und FLEX eine Beob�
achtung von Hackbusch in ����� da� die Wahl anderer �d�h� hier periodischer�
Randbedingungen die Konvergenz der Multigrid�Verfahren nicht verschlech�
tert��

	In ���	 wurde dies f�ur das Galerkin�Verfahren ���	 beobachtet�
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Desweiteren wurden die FMG�Verfahren getestet sowie Untersuchungen zur
Wirkung der Anpassung durchgef�uhrt� Die einzelnen Ergebnisse 	nden sich
in den n�achsten Abschnitten�

����� Konvergenzordnung und �raten

Ergebnisse werden hier f�ur zwei ausgew�ahlte Beispiele angegeben� F�ur an�
dere Funktionen� zeigt sich aber das gleiche Bild�

Beispiel ���

f�x� y� � �	� sin ��	x� sin ��	y� �������

Dieses Problem besitzt als exakte L�osung die Funktionenschar

u�x� y� � sin ��	x� sin ��	y� � c mit c � R �������

F�ur dieses Beispiel wird N � 
� gew�ahlt� Als Startwerte werden u

��
h �xi� yj� �

i � j verwendet�

Beispiel ���

f�x� y� � �
	� sin ��	x� �� � 
�	� cos ��	��x� y�� �������

Die exakte L�osung dieses Problems ist die Funktionenschar

u�x� y� � � sin ��	x� �� � � cos ��	��x� y�� � c mit c � R �������

F�ur dieses Beispiel werden� wenn nicht anders angegeben� N � ��
 sowie

als Startwerte u

��
h �xi� yj� � i � j benutzt�

De	nitionen

Im folgenden sei u

j�
h die nach j Mehrgitter�Iterationen berechnete N�aherung

f�ur die diskrete L�osung uh� Mit �uh ist dann der Grenzwert dieses Iterations�
verfahrens gemeint� Mit rj wird die Maximumsnorm des Residuums nach
der j�ten Mehrgitter�Iteration bezeichnet�

rj �









fh � �

h�
L�u


j�
h









� �

Mit
�
Anfangsresiduum� ist r� gemeint� mit

�
Endresiduum� das f�ur das

jeweilige Verfahren und Beispiel kleinstm�ogliche numerisch erh�altliche rj
�abh�angig vom verwendeten Rechner��

Weiter wird f�ur j � �� �� ��� der Faktor Rj der Residuenverkleinerung
nach der j�ten Mehrgitter�Iteration de	niert�

Rj �
rj
rj��

�


u � C����� vergleiche Abschnitt ������ Fu
note�
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Die
�
durchschnittliche Konvergenzrate �� �Average Reduction Factor� ARF�

ist dann

� �

�
re
ra

� �
e�a

�

� eY
j�a��

Rj

� �
e�a

�

wobei e � a geeignet gew�ahlt sind� Weiterhin wird noch die asymptotische
Konvergenzrate �� der Rj f�ur j � 
 de	niert��� falls der Grenzwert exi�
stiert�

�� �� lim
j��

Rj �

Zum Vergleich f�ur die durchschnittlichen Konvergenzraten wurden die fol�
genden Verfahren verwendet�

� MG��� ein Mehrgitter�Verfahren aus ���� �auch abgedruckt in ������
da� zur L�osung der entsprechenden Aufgabe mit Dirichlet�Randbe�
dingungen gedacht ist� Es entspricht in der Wahl der Komponenten
dem Verfahren HRED�

� ein Galerkin�Verfahren ����� welches bilineare Interpolation� Full Weigh�
ting und zebra�line Gau��Seidel benutzt�

Konvergenzordnung�

Die vorgestellten CS�Verfahren weisen alle die Konvergenzordnung � auf�
wie man anhand der Tabelle ��� erkennen kann� ��

jju� �uhjj� � O�h�� �

Somit besitzen die Verfahren sowohl Konsistenz� als auch Konvergenzord�
nung ��

�Un
�Abh�angigkeit der Konvergenzraten

Berechnet man die �asymptotischen� Konvergenzraten � �wie z�B� in Tabelle
��� f�ur Beispiel ��� und N � ��
 geschehen�� so zeigt sich� da� sie prinzipi�
ell unabh�angig von der Wahl von h� f �siehe Beginn von Abschnitt ������

und dem Startwert u

��
h sind� Die asymptotischen Konvergenzraten lassen

sich allerdings nur mit f � � und mit kompletter Anpassung gut berech�
nen �aufgrund von Rundungsfehlern� siehe Abschnitt ������� Lediglich bei
ILEX und ��FRED�V�
��
�� zeigen sich Unterschiede �siehe Tabelle �����
die bei ILEX allerdings ihre Ursache darin haben sollten� da� die diskrete
Kompatibilit�atsbedingung auf den gr�oberen Gittern unterschiedlich schlecht
bei verschiedenen Beispielen erf�ullt ist� was wiederum die Konvergenzraten
unterschiedlich verschlechtert�

��Bei praktischen Berechnungen werden hier aber h�ochstens ��� Iterationen durch�
gef�uhrt�

��Hier ist jju� �uhjj� � jju� uhjj�� siehe daher Spalte jju� uhjj��



�� KAPITEL �� ZWEIDIMENSIONALES MODELLPROBLEM

Die Auswertung der Tabelle ��� ergibt �ohne Betrachtung von
MG����

� Im W�Cycle weist ��FRED je die besten durchschnittlichen Konver�
genzraten � auf� gefolgt von FRED� HRED� FLEX und mit gro�em
Abstand ILEX�

� HRED�W����� und HRED�V����� sind lediglich etwas schlechter als die
entsprechenden FRED�Verfahren� HRED�W����� und HRED�V�����
konvergieren allerdings nur etwa halb so schnell� F�ur X����� ist dank
des kleineren Rechenaufwandes also HRED� f�ur X����� dagegen FRED
vorzuziehen�

� ��FRED� ist zwar gegen�uber ����FRED� im W�Cycle etwa andert�
halbmal so gro�� aber daf�ur mu� bei ��FRED f�ur die Berechnung jeder
Komponente der neuen N�aherung pro Relaxationsschritt eine Multi�
plikation und eine Addition mehr durchgef�uhrt werden� weswegen sich
e�ektiv FRED und ��FRED nicht besonders unterscheiden� Da sich
im V�Cycle ��FRED sogar deutlich schlechter als FLEX verh�alt� ist
dieses Verfahren im zweidimensionalen Fall keine gute Alternative zu
FRED oder HRED�

� Weil vom Rechenaufwand her FLEX dem Verfahren FRED entspricht�
aber ��FLEX� jeweils deutlich gr�o�er als ��FRED� ist� kann FLEX mit
FRED nicht konkurrieren�

� F�ur FRED� HRED� FLEX �und MG��� gilt�

��W ��� ��� � ��V ��� ��� � ��W ��� ��� � ��V ��� ��� �

F�ur ��FRED und ILEX gilt dagegen�

��W ��� ��� � ��W ��� ���� ��V ��� ��� � ��V ��� ��� �

��FRED� bleibt immer unterhalb von ���� MG�� nur f�ur V����� nicht�
HRED und FLEX f�ur W����� und V����� nicht und ��FRED f�ur V�����
und V����� nicht�

� Da die Raten f�ur ILEX gegen�uber den anderen schlecht sind und die
Kompatibilit�atsbedingung ����� auf den gr�oberen Gittern nicht erf�ullt
�s�o�� ist� ist dieses Verfahren f�ur die gestellte Aufgabe nicht geeignet�

� Die durchschnittlichen Konvergenzraten stimmen f�ur HRED gut mit
den asymptotischen �siehe Tabelle ���� �uberein� F�ur ����FRED und
ILEX sind die Grenzwerte etwas schlechter� da nach einigen Iterations�
schritten die Raten Rj etwas gr�o�er werden� F�ur FLEX konvergieren
die Rj in keinem der getesteten F�alle �was seine Ursache letztlich darin
hat� da� der ganze Iterationsoperator f�ur das Mehrgitter�Verfahren in
diesem Fall nicht symmetrisch ist und daher auch komplexe Eigenwerte
haben kann��
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Gegen�uberstellung der �asymptotischen� Konvergenzraten ���� mit
vergleichbaren Werten�

� F�ur FRED und HRED im W�
�����Cycle ergeben sich Grenzwerte
��� die den Zwei�Gitter�Konvergenzraten �� aus der rigorosen Fou�
rieranalyse �siehe �
��� f�ur die entsprechenden Verfahren mit Dirichlet�
Randbedingungen sehr gleichen �siehe Tabelle ��
�� Die ���Werte f�ur
HRED und MG�� sind zudem mit Ausnahme von V����� fast identisch
�siehe Tabelle �����

Der Wert f�ur ��FRED ist etwas schlechter als das entsprechende ���
Dies liegt daran� da� nach etwa �� Iterationen Rundungsfehler zu ei�
nem Sprung der Rj f�uhren �um etwa ����� und sich danach die Rj auf
einem etwas schlechteren Niveau von etwa ����� bis ���
� bewegen�

� Die in �
�� durchgef�uhrte lokale Fourieranalyse f�ur GS�LEX und Full
Weighting bzw� Injection liefert lokale Raten �loc� die recht nahe an den
��Werten f�ur FLEX liegen �siehe Tabelle ����� Die ���ILEX� dagegen
weichen stark von den entsprechenden �loc ab� Die Ursache daf�ur ist�
da� auf den gr�oberen Gittern die Gleichungssysteme nicht mehr l�osbar
sind �s�o���

� Der Vergleich von HRED mit MG�� zeigt� da� sie im W������Cycle et�
wa gleichschnell sind� ansonsten allerdings MG�� vor allem f�ur X�����
deutlich schneller ist �f�ur die asymptotische Betrachtung stimmt dies
nicht� dort unterscheiden sie sich kaum� s�o���

� Vergleicht man nun HRED�W����� zus�atzlich mit dem Galerkin�Ver�
fahren f�ur periodische Randbedingungen� so ergeben sich f�ur Beispiel
����� etwa dieselben Raten� n�amlich ����� �HRED� bzw� ����� �Ga�
lerkin�� Allerdings ist der Rechenaufwand f�ur das Galerkin�Verfahren
h�oher � zumindest f�ur quadratische Gebiete �� so da� HRED�W�����
hier e
ektiver ist�

MG���W����� und das Galerkin�Verfahren f�ur Dirichlet�Randbeding�
ungen ergeben �ahnliche Raten� MG�� konvergiert �je nach Beispiel� ge�
ringf�ugig schneller oder gleichschnell als HRED�W������ das Galerkin�
Verfahren dagegen etwas langsamer �siehe Tabelle �����

Von den vorgestellten CS�Verfahren erweisen sich insgesamt FRED�W�����
und HRED�W����� als die e
ektivsten� Sie weisen das richtige Verh�altnis
von kleiner Konvergenzrate � �bzw� ��� und Rechenaufwand pro Cycle
vor und sind damit etwa gleich schnell� Da sowohl der Rechenaufwand �bis
auf

�
Rande
ekte�� als auch die asymptotischen Konvergenzraten f�ur diese

Verfahren gegen�uber entsprechenden f�ur Dirichlet�Randbedingungen etwa
gleich sind� kann man dieses Ergebnis der E
ektivit�atsanalyse in ���� �Ka�
pitel ���� entnehmen�

Damit ist also auch FRED�W����� e
ektiver als das Galerkin�Verfahren
f�ur periodische Randbedingungen �f�ur quadratische Gebiete��

��F�ur dieses Beispiel fanden sich Angaben von Konvergenzraten f�ur das Galerkin�
Verfahren�
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Allerdings kann die Verwendung von Half Weighting zu Schwierigkeiten
auf den gr�oberen Gittern f�uhren �siehe Abschnitt ������� Als e
ektives und
sicheres Verfahren bleibt damit FRED�W����� �ubrig�

Anpassung ��FRED FRED HRED FLEX ILEX MG��

W����� nein ����� ����� ����� ����� ����� �����
W����� ja ����� ����� !

W����� nein ����� ����� ����� ����� ����� �����
W����� ja ����� ����� ����� !

V����� nein ���
� ����� ����� ����� ����� �����
V����� ja ����� ����� ����� !

V����� nein ����
 ����� ����� ����� ��
�� �����
V����� ja ����� !

Tabelle ���� Durchschnittliche Konvergenzraten � f�ur Beispiel ���� Wenn
nicht anders angegeben� liefert die komplette Anpassung den gleichen Wert�
Die grobe Anpassung hat hier keine Wirkung�

��FRED FRED HRED FLEX ILEX MG��

W����� ����� ����� ����� k�K� ����� �����

W����� ���
� ����� ����� k�K� ����� �����

V����� ����
 ����� ���

 k�K� ��
�� ���
�

V����� ����� ����� ����� k�K� ����� �����

Tabelle ���� Asymptotische Konvergenzraten ��� Die Werte wurden f�ur

f � �� u

��
h �xi� yj� � �����i � j�� N � ��
 und mit kompletter Anpassung

berechnet �k�K��keine Konvergenz��

����� Test der FMG�Verfahren

Ein FMG�Verfahren soll folgende Eigenschaften besitzen �vergleiche ������

� F�ur die vom Verfahren berechnete N�aherungsl�osung uFMG
h der diskre�

ten L�osung uh gilt �in einer geeigneten Norm��

jju� uFMG
h jj � �jju� uhjj �������

� Die Anzahl der ben�otigten arithmetischen Operationen ist proportio�
nal der Anzahl der Gitterpunkte�

Da der Rechenaufwand f�ur die hier beschriebenen Verfahren und der f�ur ent�
sprechende mit Dirichlet�Randbedingungen gleich ist �bis auf vernachl�assig�
bar kleine Unterschiede durch die Behandlung der Randpunkte�� ergibt sich
die G�ultigkeit der zweiten Bedingung aus den �Uberlegungen in �
���

Die Ergebnisse des Tests der G�ultigkeit von ������ f�ur die verschiedenen
Verfahren �im W�Cycle� sind exemplarisch f�ur Beispiel ��� in Tabelle ���
dargestellt� F�ur andere Beispiele ergibt sich ein analoges Bild�
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��FRED ILEX
N V����� V����� W����� V�����

�� ����� ����� ���
� �����

� ����� ����� ����� ��
��
��� ����� ����
 ����� ��
��
��
 ����
 ����� ����� �����

Tabelle ���� Asymptotische Konvergenzraten ��� Die Werte wurden f�ur

f � �� u

��
h �xi� yj� � �����i � j�� N � ��
 und mit kompletter Anpassung

berechnet�

Randbedingungen
Verfahren periodisch Dirichlet

HRED�W����� ����� !
Galerkin ����� �����
MG���W����� ! �����

Tabelle ���� Vergleich der durchschnittlichen Konvergenzraten verschiedener
Verfahren f�ur Beispiel ����

F�uhrt man die Berechnungen f�ur r � � �siehe Abschnitt ������ FMG�
Methoden� durch� so ist aus der Tabelle ersichtlich� da� ������ bei FRED�
HRED und FLEX f�ur FMG�X�
��
����� immer� bei ��FRED aber nur f�ur
FMG�W�
��
����� erf�ullt ist� ILEX erreicht aufgrund der schlechten Kon�
vergenzraten ������ nicht�

Beginnt man mit einem ung�unstigen Startwert f�ur um�xNm � yNm� �� � so
zeigt sich� da� die �grobe� Anpassung unbedingt erforderlich ist� um ������
zu erreichen� wie man in Tabelle ��� im Vergleich zu Tabelle ���� klar sehen

kann� Mit �grober� Anpassung kann man sogar u

��
h �xi� yj� � �����i � j�

w�ahlen und erh�alt trotzdem Ergebnisse� die denen aus Tabelle ��� entspre�
chen� Ohne Anpassung dagegen erh�alt man nicht einmal bei der Wahl von

u

��
h �xj � yk� � ����i� j� und FMG�W�������� Werte� die ������ erf�ullen� Zur

Anpassung siehe auch den n�achsten Abschnitt�

Tabelle ��� zeigt deutlich� da� es sich bei FMG�X�
��
����� f�ur FRED�
HRED und FLEX um ein Verfahren zweiter Ordnung bzgl� der Konvergenz
handelt� jju� uFMG

h jj� � O�h��� ��FRED erf�ullt auch dies nur f�ur W�
����
�
 und ILEX lediglich ansatzweise f�ur W������

��Dieser Wert wird bei der L�osung des singul�aren Gleichungssystems auf dem gr�obsten
Gitter beibehalten� Hat man also z�B� als Startwert u���h �xi� yj� � ����i � j� gew�ahlt� so

ist um�xNm � yNm � � u
���
h �xN � yN � � ����N � N�� und da hier immer m � p verwendet

wird� up�x�� y�� � ����N � hp � ���� F�ur das konkrete Beispiel ��� erweist sich diese Wahl
als ung�unstig�

��wobei f�ur W����� die Werte bei diesem Beispiel
�
zu gut� sind� bei einer Wahl von

r � � allerdings wieder im Rahmen�
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Verfahren �� ��

��FRED�W����� ����� ���
�

FRED�W����� ����� �����

FRED�W����� ����� �����

HRED�W����� ����� �����

HRED�W����� ����� �����

Tabelle ��
� Vergleich der aus der rigorosen Fourier�Analyse �RFA� erhalte�
nen Werte �� mit den berechneten ���

Verfahren �loc � bzw� ��

FLEX�W����� ����� �����

FLEX�W����� ����� �����

ILEX�W����� ����� �����

ILEX�W����� ����� �����

Tabelle ���� Vergleich der aus der lokalen Fourier�Analyse �LFA� erhaltenen
Werte �loc mit den berechneten ��FLEX� bzw� ���ILEX��

����� Anpassung

Verschiedene Tests mit den Programmen ����FRED� FLEX� HRED und
ILEX zeigen� da� bei Benutzung der kompletten Anpassung die Residuen im
CS�Modus bis auf einen Wert c verkleinert werden� wobei c zwar abh�angig
von der gew�ahlten Maschenweite h und der Beispielfunktion f ist� aber dann
unabh�angig vom Verfahren und vom Startwert �siehe Tabelle ������ Auch das
Verfahren MG�� liefert bei der Maschenweite h als Endresiduum den Wert
c� Daraus kann man schlie�en� da� c nur abh�angig von der Maschinengenau�
igkeit ist�

Mit grober Anpassung oder v�ollig ohne Anpassung werden dagegen die
Residuen insgesamt um etwa den Faktor ���� �abh�angig vom Rechner� ver�
kleinert� falls nicht vorher schon ein Residuum der Gr�o�enordnung c erreicht
ist� Das minimale Residuum h�angt also in diesem Fall vom Startwert ab �sie�
he Tabelle ������

F�ur Anfangsresiduen r� moderater Gr�o�e �d�h� z�B� maximal ����� falls
man ein Endresiduum der Gr�o�e ���
 erreichen m�ochte� kann man dann
tats�achlich beobachten� da� die CS�Verfahren N�aherungsl�osungen im Be�
reich des Diskretisierungsfehlers schon berechnet haben� bevor die komplette
Anpassung signi	kante Auswirkungen zeigt� Dies zeigt Tabelle �����

In den Tabellen ��� und ��� sieht man f�ur diesen Fall au�erdem� da� die
�komplette oder grobe� Anpassung im wesentlichen auch keine Auswirkun�
gen auf die Konvergenzraten bzw� die Ergebnisse des FMG�Tests hat� Da�
die Konvergenzraten f�ur die Verfahren mit kompletter Anpassung meist ge�
ringf�ugig schlechter sind als ohne Anpassung� liegt daran� da� f�ur erstere ein
paar Iterationen mehr zur Berechnung von � benutzt werden k�onnen und
zum Ende hin �d�h� in der N�ahe von c� die Raten Rj sich meist geringf�ugig
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Z Anpassung ��FRED FRED HRED FLEX ILEX

V����� ja ���E�� ���E�� 
��E�� ���E�� ���E��
nein ���E��

V����� ja ���E�� ���E�� 
�
E�� ���E�� ���E��
nein

W����� ja ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
nein ���E��

W����� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��

Tabelle ���� FMG�Test f�ur Beispiel ���� Angegeben sind jeweils jjuFMG
h �ujj�

nach FMG�Z���� Mit Anpassung ist hier die komplette Anpassung gemeint�
Wenn nicht anders angegeben� liefert sie den gleichen Wert� Werte� die man
mit grober Anpassung erh�alt� liegen zwischen denen mit kompletter bzw�
ohne Anpassung� Hier ist jju� uhjj� � ��� � ���
�

verschlechtern�
Anders liegt der Fall bei der Berechnung der asymptotischen Konver�

genzraten ��� Hier ist unbedingt die komplette Anpassung erforderlich� weil
sonst nicht genug Iterationsschritte betrachtet werden k�onnen� Eine Resi�
duenverkleinerung um ���� reicht hier nicht aus� Nur mit der kompletten
Anpassung kann man f�ur f � � die Residuen auf � verkleinern�

Die FMG�Verfahren kommen nicht ohne eine Anpassung aus� wenn die
berechnete L�osung auf dem gr�obsten Gitter zu gro� ist� d�h� wenn

NmX
j�k��

um�xj � yk� � �

gilt� Allerdings gen�ugt in einem solchen Falle �ublicherweise die grobe Anpas�
sung� um numerische Schwierigkeiten durch betraglich gro�e Werte auszu�
schalten� da der Transfer dieser

�
kleinen� exakten L�osung auf das n�achstfei�

nere Gitter eine Startn�aherung u

��
m�� ergibt� die ein kleines Anfangsresiduum

r� liefern sollte� Ergebnisse dieser �erfolgreichen� Vorgehensweise 	nden sich
in Tabelle ����

Zusammenfassend kann man also sagen� da� nur bei sehr gro�en An�
fangsresiduen Vorsicht geboten ist� Da die komplette Anpassung den Re�
chenaufwand erh�oht� sollte also zu Beginn eines CS�Verfahrens durch Be�
rechnung von r� getestet werden� ob sie n�otig ist� Weil aber die einmalige
Anpassung auf dem gr�obsten Gitter weniger aufwendig als die Berechnung
von r� ist� sollte bei FMG direkt die grobe Anpassung verwendet werden�

����� Fazit

Von den getesteten f�unf Verfahren erweisen sich HRED�W����� und FRED�
W����� sowohl in der FMG� als auch in der CS�Version als die g�unstig�
sten� weil sie die kleinsten e�ektiven Konvergenzraten �unter Einbeziehung
des Rechenaufwandes� besitzen und die in ����� beschriebenen Kriterien
f�ur FMG�Verfahren erf�ullen� Allerdings kann es bei Verwendung von Half
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Z N jju� uhjj� ��FRED FRED HRED FLEX ILEX

�� ��
E�� ���E�� 
��E�� ���E�� ��
E�� ���E��
V����� 
� ���E�� ���E�� ��
E�� ���E�� ���E�� ���E��

��� ���E�� ���E�� ���E�� ��
E�� ���E�� ���E��
��
 ���E�� ���E�� ���E�� 
��E�� ���E�� ���E��

�� ��
E�� ���E�� ���E�� ���E�� 
��E�� ���E��
V����� 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ��
E�� ���E��

��� ���E�� ���E�� ��
E�� ���E�� ���E�� 
�
E��
��
 ���E�� ���E�� ���E�� 
�
E�� ���E�� ���E��

�� ��
E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
W����� 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��

��� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
��
 ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��

�� ��
E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
W����� 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��

��� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
��
 ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��

Tabelle ���� FMG�Test f�ur Beispiel ��� und Startwert u

��
h �xi� yj� � �����i�

j�� Angegeben ist jeweils jjuFMG
h �ujj� nach FMG�Z���� Die Werte wurden

mit grober Anpassung berechnet�

Z N jju� uhjj� ��FRED FRED HRED FLEX ILEX

W����� ��
 ���E�� ���E�� ���E�� ���E�� 
��E�� ��
E��

Tabelle ����� FMG�Test f�ur Beispiel ��� und Startwert u

��
h �xi� yj� � ����i�

j�� Angegeben sind jeweils jjuFMG
h �ujj� nach FMG�Z"��� Die Werte wurden

ohne Anpassung berechnet�

Weighting zu Schwierigkeiten auf den gr�oberen Gittern kommen� da die
L�osbarkeit der Gleichungssysteme nicht gesichert ist� auch wenn in allen
getesteten Beispielen dies nicht in sichtbar war� Eine erzwungene Kompa�
tibilit�at auf den groben Gittern �durch �Anderung der fj � siehe ������� f�ur
Verfahren� die Injection oder Half Weighting �siehe dazu auch Kapitel ��
verwenden� verbessert die Werte nicht� Damit bleibt also FRED�W����� als
e
ektives und sicheres Verfahren�

Eine Anpassung ist nur bei sehr gro�en Anfangsresiduen oder bei Be�
rechnung von asymptotischen Konvergenzraten notwendig� Bei FMG reicht
die grobe Anpassung� die den Rechenaufwand nur unwesentlich heraufsetzt�

Weil au�erdem �zumindest f�ur die hier betrachteten quadratischen Ge�
biete� FRED�W����� und HRED�W����� e
ektiver als das Galerkin�Ver�
fahren ���� sind� ergibt sich insgesamt�

Zur L�osung der zweidimensionalen Poissongleichung auf einem quadrati�
schen Gebiet mit periodischen Randbedingungen k�onnen mit Erfolg CS�
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f�x�y� N u

��
h �xi� yj� AR ER GRF c

� ���E��� ��
E��� ���E��� ��
E���

� i�j ���E��� ���E��� ���E��� ���E���

������ i�����j ��
E��� ���E��� ���E��� ���E���

� ���E��� 
��E��� ���E��� 
��E���
��
 i�j ���E��� ���E��� ���E��� ���E���

i�����j ���E��� ���E��� ���E��� 
��E���

� ���E��� ���E��� ���E��� ���E���
������ ��
 i�j ���E��� ���E��� ���E��� ���E���

i�����j ���E��� ���E��� ���E��� ���E���

Tabelle ����� Zur Anpassung� Es ist AR das Anfangsresiduum r�� ER das
Endresiduum �mit grober oder ohne Anpassung� und GRF�AR#ER� Zu c

siehe Text�

und FMG�Verfahren eingesetzt werden� die denen f�ur die Poissongleichung
mit Dirichlet�Randbedingungen in der Wahl der Komponenten sowie hin�
sichtlich des Rechenaufwandes und der Parallelisierbarkeit entsprechen� Es
ergeben sich bei geeigneter Komponentenwahl sehr �ahnliche durchschnittli�
che bzw� asymptotische Konvergenzraten�
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Verfahren j ianp

��FRED W����� � �
W����� � �
V����� �� ��
V����� �� ��

FRED W����� � ��
W����� 
 ��
V����� 
 ��
V����� �� ��

HRED W����� � ��
W����� � �

V����� � ��
V����� �� ��

FLEX W����� 
 ��
W����� � �

V����� � ��
V����� �� ��

ILEX W����� �� ��
W����� �� � ��
V����� �� � ��
V����� �
 � 
�

Tabelle ����� Zur Anpassung� Werte wurden f�ur Beispiel ��� berechnet� j gibt

die Anzahl der Iterationen an� die zum Erreichen von jju
j�h �ujj� � ���E��
n�otig ist �ohne Anpassung�� Erst nach ianp Iterationen unterscheiden sich die
Rk der Verfahren mit kompletter bzw� ohne Anpassung�



Kapitel �

Dreidimensionales

Modellproblem

��� Diskretisierung und Mehrgitter�Verfahren

����� Diskretisierung

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse soll nun das dreidimensionale Ausgangs�
problem in der Form ���
� � ����� �bzw� ������ � ������ mit a� � a� � a� � ��

�uxx � uyy � uzz � f in ������

mit periodischen Randbedingungen in ���� ��� �

u��� y� z� � u��� y� z� �

u�x� �� z� � u�x� �� z� �

u�x� y� �� � u�x� y� ��

�����

und

ux��� y� z� � ux��� y� z� �

uy�x� �� z� � uy�x� �� z� �

uz�x� y� �� � uz�x� y� ��

�����

mit einem Mehrgitter�Verfahren gel�ost werden� Im folgenden bezeichnen

Gh � f�xj � yk� zl� j j� k� l �Zg �
�h � Gh 
 �h� ��� �

��h � Gh 
 �� ��� � � h�� � �

xj � jh� yj � jh� zj � jh und h �
�

N
mit N � �p� p � N �

Dann f�uhrt eine zu Kapitel � analoge Vorgehensweise zu folgender Diskreti�
sierung zweiter Ordnung �md � ���

Lhuh � h�fh in �h ������

��
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wobei in f�xj� yk� zl� j j� k� l � �� ���� N � �g

Lh �

�� ��
�� �� 
 �� ��

��

��
h

gilt und Lh f�ur die restlichen Punkte aus �h durch Ausnutzung der gefor�
derten Periodizit�at von uh abge�andert werden mu�� Dazu werden also die
folgenden Gleichungen verwendet�

uh�x�� yk� zl� � uh�xN � yk� zl� � uh�x�� yk� zl� � uh�xN��� yk� zl� �

uh�xj � y�� zl� � uh�xj � yN � zl� � uh�xj � y�� zl� � uh�xj � yN��� zl� ������

uh�xj � yk� z�� � uh�xj � yk� zN� � uh�xj � yk� z�� � uh�xj � yk� zN��� �

Somit greift Lh nur auf Punkte in �h zu� Die Eigenfunktionen und Eigen�
werte des Operators Lh 	nden sich in Abschnitt ������ wobei in �������������
und ������ dann a� � a� � a� � � zu setzen ist�

Das Problem ����� ist entsprechend dem ein� und zweidimensionalen Fall
�vergleiche Lemma � und ������ genau dann bis auf eine Konstante eindeu�
tig l�osbar� wenn die diskrete Kompatibilit�atsbedingung

h�
NX

j�k�l��

fh�xj � yk� zl� � ����
�

erf�ullt ist� Diese Bedingung soll ein gegebenes fh hier erf�ullen� Dazu geht
man wie in den Abschnitten ����� und ����� vor�

Aufgrund der Trapezformel �f�ur f � C����� ����� und den dreidimensio�
nalen Kompatibilit�atsbedingungen �siehe Satz �� gilt�

h�
NX

j�k�l��

f�xj � yk� zl� �

Z
������

f�r� dr � O�h�� � O�h�� �

Daraus folgt�

h�
NX

j�k�l��

f�xj � yk� zl� � O�h� �

Hier f�uhrt ����� lediglich zu einer N�aherung erster Ordnung f�ur ���
�� wenn
man direkt f j	h als fh einsetzt� Da eine vorgegebene Funktion f also die
diskrete Kompatibilit�atsbedingung im allgemeinen nicht exakt erf�ullt� wird
wie in ������ und ������ de	niert�

fh�xj � yk� zl� �� f�xj � yk� zl�� �f ������

wobei �f den Durchschnitt der Werte f�xj � yk� zl� angibt�

�f ��
�

N�

NX
j�k�l��

f�xj � yk� zl� � h�
NX

j�k�l��

f�xj � yk� zl� �
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Somit erf�ullt die neue Funktion fh die diskrete Kompatibilit�atsbedingung
���
� und stellt wegen

f�xj � yk� zl�� fh�xj � yk� zl� � �f

�

Z
������

f�r� dr � O�h��

� O�h��

eine N�aherung zweiter Ordnung f�ur f j	h dar� Zusammen mit den Ergebnis�
sen f�ur den ein� und zweidimensionalen Fall �siehe ����� und ������ ergibt
sich also�

Die Kompatibilit�atsbedingung
R
�����d f�r� dr � � f�ur die d�dimensionale

Poissongleichung �d � f�� �� �g� mit periodischen Randbedingungen f�uhrt zu
einer N�aherung ���d��ter Ordnung f�ur die diskrete Kompatibilit�atsbedingung

h�
NX

j������jd��

f�xj� � ���� xjd� � � �

Die Funktion fh �� f � �f stellt aber immer eine N�aherung zweiter Ordnung
f�ur f j	h dar� so da� sich mit ����� insgesamt ein Verfahren zweiter Ordnung
bzgl� der Konsistenz zur Bestimmung einer N�aherungsl�osung f�ur u ergibt�

����� Mehrgitter�Verfahren

Wie die Ergebnisse des vorherigen Kapitels gezeigt haben� sind die Red�
Black�Verfahren ����FRED und HRED den lexikogra	schen Verfahren ILEX
und FLEX vorzuziehen� Ein �ahnliches Bild erh�alt man f�ur entsprechende
Verfahren f�ur die dreidimensionale Poissongleichung mit Dirichlet�Randbe�
dingungen �vergleiche ����� Daher werden hier nur Mehrgitter�Verfahren be�
trachtet� die ����Red�Black�Gau��Seidel als Gl�atter verwenden� Im einzelnen
sind sie durch die folgenden Komponenten charakterisiert�

� Mehrgitter�Cycle

Es wird � � � �V�Cycle� oder � � � �W�Cycle� verwendet�

� Relaxationsverfahren

Es werden 
� � f�� �g Relaxationsschritte vor und 
� � � Relaxati�
onsschritte nach der Grobgitterkorrektur durchgef�uhrt� und zwar mit
��GS�RB oder GS�RB�

In Abschnitt ����� �Relaxation� wurden bereits obere und untere Gren�
zen f�ur �opt sowie eine sehr gute Arbeitsgr�o�e �ein etwas kleinerer Wert
als �ub� angegeben� Im vorliegenden dreidimensionalen Fall berechnet
sich �ub zu�

�ub �
�

� �
p

�� C�
max

� ������
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mit Cmax � � � cmin � � � �
� f�ur den dreidimensionalen Laplace�

Operator� Hier werden die auch in der Literatur �siehe z�B� �
�� 
���
verwendeten Werte

�� �� ��� �

�� �� ����

getestet�

� Restriktion

Als Restriktion zum n�achstgr�oberen Gitter kommen Half oder Full
Weighting zum Einsatz� Im Zusammenspiel mit GS�RB ist Half Weigh�
ting wie im zweidimensionalen Fall dasselbe wie Half Injection�

Da Satz � genauso f�ur den dreidimensionalen Fall gilt� reicht die G�ultig�
keit von ���
� wie im zweidimensionalen bereits aus� um die L�osbarkeit
der �singul�aren� Gleichungssysteme auf allen betrachteten Gittern zu
folgern� falls FW als Restriktion verwendet wird�

� Exakte L�osung auf dem gr�obsten Gitter

Dies wird analog dem zweidimensionalen Fall durchgef�uhrt� In den
numerischen Tests wird grunds�atzlich m � p festgesetzt� d�h� alle zur
Verf�ugung stehenden gr�oberen Gitter werden verwendet� Zur L�osung
auf dem gr�obsten Gitter wird dabei uhp�x�� y�� z�� � � festgelegt�

� Prolongation

Trilineare Interpolation wird verwendet�

� Behandlung der
�
Randpunkte� auf allen Leveln

Analog dem zweidimensionalen Fall wird konsequent ����� �d�h� die
Torusstruktur� ausgenutzt�

� FMG�Interpolation

Hier wird die �tri�kubische Interpolation benutzt� Da f�ur ihre Interpo�
lationsordnung �FMG � � gilt� ist also �FMG � md erf�ullt �hier ist
md � �� vergleiche Abschnitt �������

In der Tabelle ��� sind die getesteten Kombinationen aufgef�uhrt�

Verfahrensname ���FR�D ���FR�D FR�D HR�D

Gl�attungsverfahren ���GS�RB ���GS�RB GS�RB GS�RB

Restriktion FW FW FW HW

Tabelle ���� Die getesteten Mehrgitter�Verfahren f�ur das dreidimensionale
Modellproblem� Es sind nur die Komponenten aufgef�uhrt� in denen sich die
Verfahren unterscheiden�
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Bemerkung� Die vorgestellten Verfahren k�onnen wie im zweidimensiona�
len Fall analog entsprechenden Algorithmen z�B� f�ur Dirichlet� oder Neu�
mannsche Randbedingungen parallelisiert werden�

��� Numerische Ergebnisse

Konkrete Werte werden im folgenden meist f�ur die Beispielfunktion ���� die
auch in ��� verwendet wurde� oder f�ur die Beispielfunktion ��� angegeben�
F�ur andere Beispiele� zeigt sich aber das gleiche Bild� Weitere Beispiele �mit
f �� C����� 	nden sich in Kapitel ��

Beispiel ���

f�x� y� z� � ��	sin��	x�sin��	y�sin��	z� �

Die exakte L�osung dieses Problems ist die Funktionenschar

u�x� y� z� � sin��	x�sin��	y�sin��	z� � c mit c � R �

Beispiel ���

f�x� y� z� � �	sin��	x� �� � cos��	y � �� � sin��	z � �� �

Die exakte L�osung dieses Problems ist die Funktionenschar

u�x� y� z� � sin��	x� �� � cos��	y � �� � sin��	z � �� � c mit c � R �

Wenn nicht anders angegeben� werden jeweils N � ��� und u

��
h �xj � yk� zl� �

j � k � l verwendet�
F�ur Beispiel ��� mit N � 
� fanden sich asymptotische Konvergenzraten

f�ur das entsprechende Dirichlet�Problem in ���� B�FR bzw� B�HR meinen
dabei Mehrgitter�Verfahren� die in der Wahl der Komponenten FR�D bzw�
HR�D entsprechen�

����� Konvergenzordnung und �raten

Den dreidimensionalen Fall kann man prinzipiell mit dem zweidimensionalen
vergleichen� Er weist aber doch einige Besonderheiten auf� Wie im zweidi�
mensionalen sind fast alle CS�Verfahren auch hinsichtlich ihrer Konvergenz
zweiter Ordnung�

jju� �uhjj� � O�h�� �

Lediglich HR�D�V����� konvergiert nicht bzw� nur extrem schlecht� Die Ra�
te betr�agt etwa ����� Dies ist ein erster Hinweis darauf� da� es bei HR�D
anders als im zweidimensionalen Fall zu Schwierigkeiten kommt� Der Grund

�mit u � C����� siehe Abschnitt ������ Fu
note�
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daf�ur ist� da� die Gleichungssysteme auf den gr�oberen Gittern bei allen ge�
testeten Beispielen tats�achlich nicht l�osbar sind �siehe Abschnitt ������� was
Auswirkungen auf die vom Gl�atter bzw� auf dem gr�obsten Gitter berech�
neten �N�aherungs��L�osungen hat und letztlich die Konvergenzraten stark
verschlechtert�

Dieses Problem tritt bei HR�D�X�
��
�� f�ur die getesteten 
� � f�� �g�

� � � auf� allerdings sind die Auswirkungen nicht in jedem Fall so drama�
tisch wie bei V������ Es zeigt sich im direkten Vergleich� da� sowohl � � �
gegen�uber � � � als auch mehr Relaxationsschritte dazu f�uhren� da� die
diskrete Kompatibilit�atsbedingung auf den gr�oberen Gittern jeweils immer
besser erf�ullt ist� Die Relaxationsverfahren reduzieren auch bei nicht erf�ull�
ter Kompatibilit�atsbedingung die Residuen �meistens�� allerdings dies umso
besser� je kleiner der Wert der Summe in der Kompatibilit�atsbedingung ist�
So kommt es� da� die ���HR�D� f�ur W������ W����� und V����� nicht zu
stark von entsprechenden Werten f�ur B�HR abweichen �siehe Tabelle �����
Bei V����� dagegen summieren sich die Fehler�

Es n�utzt wie im zweidimensionalen Fall allerdings nichts� auf den gr�obe�
ren Gittern die Kompatibilit�at der rechten Seite zu erzwingen �vergleiche
Abschnitte ����� und �����

�Un
�Abh�angigkeit der Konvergenzraten

Wie auch die Tabellen ���� ��� und ��� zeigen� sind die Konvergenzraten
� und die asymptotischen Raten �� f�ur HR�D� ��� und ���FR�D im W�
Cycle� f�ur FR�D aber durchg�angig prinzipiell unabh�angig von h� f �siehe
Beginn von Abschnitt ���� und der Startn�aherung� Die �� lassen sich wie im
zweidimensionalen Fall nur mit f � � und kompletter Anpassung berechnen�

Beim V�Cycle macht sich bei HR�D wieder die nicht erf�ullte Kompatibi�
lit�atsbedingung auf den gr�oberen Gittern bemerkbar� Bei V����� werden die
Werte mit wachsendem N nur etwas gr�o�er �um ���� bis ������ bei V�����
dagegen um mehr als ��� f�ur verdoppeltes N �siehe Tabelle �����

��� und ���FR�D zeigen im V�Cycle wie ��FRED eine h�Abh�angigkeit
der �asymptotischen� Konvergenzraten�

Abh�angigkeit von �

Beim Vergleich der Verfahren ���FR�D� ���FR�D und FR�D stellt sich
heraus� da� �� f�ur den W
Cycle die beste Wahl ist� Dies ergibt sich aus
den folgenden Beobachtungen�

Die Tabellen ���� ��� und ��� zeigen� da� die �asymptotischen� Raten f�ur
���FR�D kleiner als die f�ur ���FR�D und diese wiederum kleiner als die f�ur
FR�D sind� W�ahlt man ein etwas kleineres � als ����� �andern sich die Raten
nicht merklich� Eine Wahl von �� � ��� erh�oht allerdings bereits die Werte�
so da� sich �� hier als die richtige Wahl erweist�

Den Aussagen in �
�� entsprechend verbessert das optimale � die Gl�at�
tungseigenschaften f�ur die dreidimensionale Poissongleichung so sehr� da�
sich der Einsatz dieses �Uberrelaxationsparameters lohnt� Dies kann man
hier daran beobachten� da� �����FR�D� deutlich weniger als halb so gro�
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wie ��FR�D� und ������FR�D� nur knapp mehr als halb so gro� wie
���FR�D�� der Rechenaufwand aber klar weniger als doppelt so gro� ist�
Also ist anders als im zweidimensionalen Fall ���FR�D im W�Cycle e
ekti�
ver als FR�D� Da au�erdem �����FR�D�W������ deutlich mehr als doppelt
so gro� wie �����FR�D�W������ ist �bei �� ist es fast das Doppelte�� aber
der Rechenaufwand bei W����� nicht doppelt so gro� wie bei W����� ist�
erweist sich letztlich ���FR�D�W����� als das g�unstigste Verfahren�

Im V�Cycle liegt der Fall anders� Hier liefert FR�D mit Abstand die
besten Raten� und das Verhalten kehrt sich im ganzen um� denn nun ist
auch ��� besser als ���FR�D�

Vergleich mit entsprechenden Werten f�ur Dirichlet
Randbeding

ungen

Die asymptotischen Konvergenzraten �� �siehe Tabelle ���� unterscheiden
sich f�ur FR�D und B�FR kaum� die Werte f�ur FR�D sind nur geringf�ugig
schlechter �dritte Nachkommastelle�� Bei HR�D liegt der Fall anders� Von
W����� bis V����� werden die Unterschiede zu B�HR immer gr�o�er� ������
������ ������ ������ Da� die Werte f�ur HR�D immer schlechter gegen�uber
denen f�ur B�HR sind� liegt an den nicht erf�ullten Kompatibilit�asbedingungen
auf den gr�oberen Gittern �s�o���

Vergleicht man die aus der RFA f�ur das entsprechende Dirichlet�Problem
stammenden ���W������ mit den berechneten ���W������ f�ur FR�D und �i�
FR�D �siehe Tabelle ��
�� so stellt sich heraus� da� sie f�ur � � � �d�h� FR�D�
sehr gut �ubereinstimmen� f�ur � � ��� die �� nur geringf�ugig schlechter sind�
aber f�ur � � ���� deutlich abweichen �um etwa �������

Der Grund hierf�ur ist� da� bei der Berechnung der �� f�ur ��� bzw�
���FR�D nach etwa ��� bzw� �� Schritten innerhalb von einigen wenigen
Schritten ein etwas gr�o�erer Wertesprung der Rj zu beobachten ist� Vor
dem Sprung liegen die Rj etwa auf dem Niveau der �� �bei etwa ����� bzw�
������� danach allerdings bei ���� bzw� etwas darunter� und gehen dann
langsam auf die in der Tabelle angegebenen Werte zu� Der Wertesprung
sollte seine Ursache in Rundungsfehlern haben� die �im dreidimensionalen
Fall� auch durch die komplette Anpassung nicht mehr abgefangen werden
k�onnen�

Wie sehr die �� von den �� abweichen� ist also im dreidimensionalen
Fall davon abh�angig� wieviele Iterationen man maximal zur Bestimmung
des

�
Endwertes� zul�a�t�

����� Test der FMG�Verfahren

Anders als im zweidimensionalen Fall gen�ugt hier in der Mehrzahl der F�alle
nicht r � �� um die Bedingung

jjuFMG
h � ujj� � �jjuh � ujj������

�siehe ������� zu erf�ullen� FR�D und HR�D kommen sowohl bei W�
��
���
als auch bei V����� mit r � � aus� die anderen scha
en dies nur f�ur W�����
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Anpassung ���FR�D ���FR�D FR�D HR�D

W����� nein ����� ����� ����� �����
W����� ja �����

W����� nein ����� ����� ����� �����
W����� ja �����

V����� nein ����� ����� ����� �����
V����� ja �����

V����� ����� ����� ����� �����

Tabelle ���� Durchschnittliche Konvergenzraten � �f�ur N���� und Beispiel
����� Wenn nicht anders angegeben� liefert die komplette Anpassung den
gleichen Wert� Die grobe Anpassung hat hier keine Wirkung�

���FR�D ���FR�D FR�D HR�D B�FR B�HR

W����� ����� ����
 ����� ����� ����
 �����

W����� ����� ����� ����� ����
 ����� ���
�

V����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

V����� ����� ��
�� ����� ����
 ����� �����

Tabelle ���� Werte f�ur ��� Sie wurden f�ur f � �� u

��
h � �����i � j � k��

N�
� und mit kompletter Anpassung berechnet� Die Werte f�ur B�FR und
B�HR stammen aus ����

�siehe Tabelle ������ Im W������Cycle reicht dann allerdings immer r � ��

Bei den Verfahren �i�FR�D macht es sich im V�Cycle und bei HR�D
im V������Cycle deutlich bemerkbar� da� die Konvergenzraten schlecht sind�
selbst r � � hilft noch nicht� Lediglich bei FR�D�V�
��
�� und HR�D�V�����
gen�ugt diese Wahl� Diese Werte erf�ullen ������ allerdings nicht mehr �wie
vorher meistens� jjuFMG

h � ujj� � jjuh � ujj��

In den F�allen� wo ein Verfahren dann f�ur passendes r im entsprechenden
Cycle sowohl f�ur N � 
�� als auch f�ur N � ��� der Bedingung ����� gen�ugt�
erweist es sich als Verfahren zweiter Ordnung bzgl� der Konvergenz�

jju� uFMG
h jj� � O�h�� �

����� Anpassung

Bei Untersuchungen zur Wirkung der groben bzw� der kompletten Anpas�
sung kommt man zu den gleichen Ergebnissen wie im zweidimensionalen
Fall �siehe Abschnitt ������� Mit grober oder v�ollig ohne Anpassung werden
bei den CS�Verfahren die Residuen um etwa den Faktor ���� verkleinert�
falls nicht vorher schon ein Residuum der Gr�o�enordnung c erreicht ist� Mit

�Bei �i�FR�D und HR�D kann es je nach Beispiel passieren� da
 f�ur r � � manche
Werte

�
zu gut� sind� Dies ist Zufall� wie dann die Werte f�ur r � � �oder gr�o
er� zeigen�

die wieder denen f�ur jju���� � ujj� bzw� jju����	 � ujj� entsprechen�
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���FR�D ���FR�D FR�D HR�D

W����� ����� ����� ����� �����

W����� ����� ����� ����� ����


V����� ����
 ����� ����� �����

V����� ��
�� ��
�� ����� �����

Tabelle ���� Werte f�ur ��� Sie wurden f�ur f � �� u

��
h � �����i � j � k��

N���� und mit kompletter Anpassung berechnet�

N �� 
� ���

W����� ����� ����� �����

W����� ����
 ����
 ����


V����� ����
 ����� �����

V����� ����� ����
 �����

Tabelle ���� Werte f�ur ���HR�D�� Sie wurden f�ur f � �� u

��
h � �����i�j�k�

und mit kompletter Anpassung berechnet�

kompletter Anpassung werden die Werte eben auf diesen vom Verfahren und
Startwert unabh�angigen Wert c verkleinert�

Bei den FMG�Verfahren gen�ugt es� die grobe Anpassung � d�h� Anpas�
sung nur auf dem gr�obsten Gitter � durchzuf�uhren� Diese ist aber nur dann
n�otig �und hat nur dann Wirkung�� wenn die Festlegung von uhp�x�� y�� z�� �
� zu folgendem f�uhrt�

�X
j�k�l��

uhp�xj � yk� zl� � � �

����� Fazit

Anders als beim zweidimensionalen Modellproblem lohnt es sich hier im W�
Cycle� ein �uberrelaxiertes Verfahren einzusetzen� �� � ���� erweist sich als
optimaler �Uberrelaxationsparameter und letztendlich ���FR�D�W����� als
das e
ektivste CS�Verfahren� wenn man � bzw� �� und den Rechenaufwand
ber�ucksichtigt�

Im dreidimensionalen Fall macht es sich zudem bemerkbar� da� f�ur Half
Weighting die L�osbarkeit der Gleichungssysteme auf den gr�oberen Gittern
nicht gesichert ist� was dann auch tats�achlich zu einer Verschlechterung der
Konvergenzraten f�uhrt� die dann je nach Beispiel aber unterschiedlich stark
ausfallen kann� Das Erzwingen der Kompatibilit�at auf den gr�oberen Gittern
hilft nicht� dieses Problem zu beseitigen� da sich die Raten nicht verbes�
sern� HR�D ist also kein sicheres Verfahren� und selbst f�ur W����� ist schon
Vorsicht geboten�

Bei den FMG�Verfahren gen�ugt es� FR�D zu verwenden� da es nie schlech�
tere Ergebnisse als �i�FR�D liefert und diese zudem schneller berechnet�
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� � � � � ��� � � ����
N �� �� �� �� �� ��

�� ����� ����� ����� ����� ����� �����

� ����� ����� ����� ����� ����� �����

Tabelle ��
� Vergleich der aus der RFA stammenden Werte �� �
�� mit den
berechneten ��� Alle Werte sind f�ur den W������Cycle angegeben�

r N ���FR�D ���FR�D FR�D HR�D

W����� � 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
��� 
��E�� ���E�� 
��E�� ���E��

� 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
��� 
��E�� 
��E�� 
��E�� 
��E��

W����� � 
� ��
E�� ���E�� ���E�� ��
E��
��� ���E�� ��
E�� 
��E�� 
�
E��

� 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
��� 
��E�� 
��E�� 
��E�� 
��E��

V����� � 
� ���E�� 
��E�� ��
E�� ���E��
��� ���E�� ���E��

� 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
��� 
��E�� 
��E��

V����� � 
� ���E�� ���E�� ���E�� ���E��
��� 
��E��

Tabelle ���� FMG�Test f�ur Beispiel ���� Angegeben ist jeweils jjuFMG
h �ujj�

nach FMG�Z���� Es sind jju���
 � ujj� � ���E � � und jju����� � ujj� �

��E � �� Die Anpassung spielt �in diesem Beispiel� keine Rolle�

Eine komplette Anpassung ist in den CS�Verfahren nur n�otig� falls eine
Residuenreduktion um mehr als �� Zehnerpotenzen gew�unscht wird oder
n�otig ist �bei Berechnung der �� etwa�� Den FMG�Verfahren reicht die grobe
Anpassung� die den Rechenaufwand vernachl�assigbar wenig heraufsetzt�

Abschlie�end ist also zu sagen� da� zur L�osung der zwei� oder dreidimen�
sionalen Poissongleichung auf einem quadratischen Gebiet mit periodischen
Randbedingungen mit Erfolg CS� und FMG�Methoden eingesetzt werden
k�onnen� die bei geeigneter Komponentenwahl hinsichtlich der Konvergenzra�
ten� des Rechenaufwandes und der Paralelisierbarkeit Verfahren f�ur Dirichlet�
Randbedingungen entsprechen� Dabei mu� aber beachtet werden� da� an�
ders als bei einem Problem mit reinen Dirichlet�Randbedingungen die Pe�
riodizit�at zu singul�aren Systemen auf allen Gittern f�uhrt� deren L�osbarkeit
jeweils erf�ullt sein mu�� Dies schr�ankt die Auswahl an Restriktionsverfahren
ein� so da� sich etwa Injection oder Half Weighting als nicht verwendbar
bzw� zumindest nicht sicher erweisen�



Kapitel �

Berechnung elektrostatischer

Gr�o�en

��� Einleitung

Die Kenntnis der elektrostatischen Energie und des Kraftfeldes eines ma�
kroskopischen� periodischen Systems von Teilchen spielt in der Moleku�
lardynamik besonders f�ur Biomolek�ule eine gro�e Rolle� Klassische Modelle
zerlegen die elektrostatische Energie E meist in eine Summe aus f�unf Be�
standteilen� die Beitr�age der Bindungsl�angen� der Valenz� und Torsionswin�
kel� der e
ektiven Ladungen �Coulomb�Wechselwirkungen� und der van�der�
Waalsschen Wechselwirkungen� Durch Bestimmung des negativen Gradien�
ten von E erh�alt man das Kraftfeld Fi f�ur jedes Teilchen i� womit wiederum
in zeitabh�angigen Simulationen aus den klassischen Bewegungsgleichungen
die �neue� Position jedes Teilchen sowie seine Geschwindigkeit berechnet
werden�

Die letzten beiden Summanden in der Beschreibung von E� d�h� die Bei�
tr�age der Coulomb�Wechselwirkungen und der van�der�Waalsschen Wechsel�
wirkungen� sind f�ur den gr�o�ten Teil� n�amlich etwa ��$� der totalen Rechen�
zeit verantwortlich� Der Beitrag der Coulomb�Wechselwirkungen soll in den
folgenden Betrachtungen im Vordergrund stehen� Insbesondere wird er im
folgenden allein als elektrostatische Energie des periodischen Systems be�
zeichnet�

Die Periodizit�at eines Systems� das man in der Praxis antri
t� bedeutet
dabei� da� man es mit einer Grundstruktur zu tun hat� die sich in den
drei Raumrichtungen in jeweils gleichen Abst�anden mehrfach wiederholt�
bis sie an den Rand des Systems st�o�t� Dieser weist jedoch im allgemeinen
eine unregelm�a�ige �bzw�

�
abgebrochene�� Struktur auf� Die bekanntesten

Beispiele f�ur solche Systeme sind Ionenkristallgitter�

Da man die elektrostatische Energie und das Kraftfeld als
�
innere� Mate�

rialeigenschaften ansehen kann� werden oft in Simulationen die Ein��usse des
Randes erst einmal nicht betrachtet� sondern lediglich die innere Struktur
des Systems� Aus diesem Grunde untersucht man dann unendliche periodi�
sche Systeme� Weiterhin nimmt man oft an� da� die Partikel im System als

�
Punktladungen� gesehen werden k�onnen" d�h� die Masse oder das Volumen

��
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eines Teilchens gehen in die Betrachtungen �von E und Fi� nicht ein� weil
sonst die Modellierung zu kompliziert wird�

Um allerdings zu realistischeren Ergebnissen zu kommen� m�ussen nat�ur�
lich auch Systeme ohne unendlich periodische Fortsetzung� d�h� mit Rand�
betrachtet sowie au�erdem die anderen vier Beitr�age zur elektrostatischen
Energie und die Zeitabh�angigkeit �s�o�� miteinbezogen werden� Dies soll al�
lerdings hier� wie schon erw�ahnt� nicht geschehen�

In den folgenden Ausf�uhrungen und Untersuchungen wird davon aus�
gegangen� da� ein unendlich periodisches System mit einen w�urfelf�ormigen
Aufbau vorliegt� Betrachtet wird also folgende periodische Verteilung von �

Punktladungen im R
��

Q �� f�pi � n� qi�j � i � �� � � � � � � pi ���� d��� qi � R�� n � N �d�g
mit einer W�urfelkantenl�ange d � R� und

N �d� � f�n�d� n�d� n�d� j n�� n�� n� �Zg �
Hierbei meint qi die Gr�o�e der Ladung� die im Punkt pi � n lokalisiert ist�
Verwendet man charakteristische Funktionen� �p� so kann man die Vertei�
lung der Punktladungen im dreidimensionalen Raum auch durch folgende
Funktion q ausdr�ucken�

q � R�� R�

x ��
X

n�N 
d�

�X
i��

qi�pi�n�x� �

Als Einheitszelle von Q wird dann die folgende Menge Q� bezeichnet�

Q� �� f�pi� qi�j i � �� � � � � �g �
Wie viele Teilchen Q� formal enth�alt� h�angt im allgemeinen davon ab� wie die
	ktiven W�urfel der Kantenl�ange d um die Partikel des Systems geschnitten
sind� Die Abbildungen ��� �a���c� zeigen verschiedene M�oglichkeiten� ein
periodisches System ��D� in W�urfel �bzw� hier Quadrate� zu zerlegen� F�ur
die verschiedenen Q� gilt�


a� Q� � f
�
�
� �
�
����� 
�� ����

�
�� 
�� ����

�
�� 
�� ����

�
�� 
�� ����

�
�g mit d � ��


b� Q� � f
�
�
� �
�
����� 
�

�
� �
�
� ���g mit d � ��


c� Q� � f
�
�

p
�� �

�

p
������ 
�

�

p
�� �

�

p
������ 
�

�

p
�� �

�

p
������ 
�

�

p
�� �

�

p
�����g

mit d �
p
��

Um den Rechenaufwand m�oglichst klein zu halten� sollten zum Beispiel
Ladungsteilungen wie in �a� m�oglichst weitgehend vermieden werden�

Das System Q soll elektrisch neutral sein� Dies ist aufgrund der Periodi�
zit�at gleichbedeutend mit der elektrischen Neutralit�at seiner Einheitszelle�

�X
i��

qi � � �

�de�niert durch �p�x� � � f�ur p �� x� �p�p� � ��
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hat die Ladung +1

(b) (c)(a)

hat die Ladung -1

Abbildung ���� Verschiedene Q f�ur ein periodisches System von Partikeln�
Erl�auterungen 	nden sich im Text�

Das elektrostatische Potential P des Systems Q ist f�ur Orte x �� Q gegeben
durch

P �x� �
X

n�N 
d�

�X
j��

qj
jx� pj � nj ������

wobei j � j immer die euklidische Norm bezeichne� Dieses Potential gibt an�
welche Arbeit notwendig ist� um eine positive Einheitsladung aus dem Un�
endlichen an den Ort x �� Q zu bringen �siehe ������ De	niert man noch f�ur
i � �� � � � � �

�P �pi� �

� �X
j ��i�j��

qj
jpi � pj j �

X
n�N 
d�nf�g

�X
j��

qj
jpi � pj � nj

�
�

kann man �letztlich mit Hilfe von P � nun die im ganzen System Q gespei�
cherte elektrostatische Energie E angeben�

E�p�� � � � � p�� �
�

�

�X
i��

qi �P �pi�

�
�

�

� �X
i ��j�i�j��

qiqj
jpi � pj j �

X
n�N 
d�nf�g

�X
i�j��

qiqj
jpi � pj � nj

�
�

�����

Das auf das Teilchen i wirkende Kraftfeld ist dann

Fi � �rpi E�p�� � � � � p�� ������

Die erste Summe in ����� beschreibt dabei die Wechselwirkungen innerhalb
der Einheitszelle� die zweite dagegen die Wechselwirkungen zwischen der
Einheitszelle und ihren

�
periodischen Kopien�� Problematisch an dieser

�
De�

	nition� ist� da� obiger Summenwert von der Reihenfolge der Summation
abh�angt� die Reihe somit nicht �absolut� konvergiert�
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Wollte man diesem Problem aus dem Wege gehen� indem man doch
ein System aus endlich vielen Zellen und einem Randbereich betrachten
w�urde� h�atte man es mit einer sehr komplizierten Formel zu tun� da man das
Verh�altnis jeder Zelle �bzw� jedes Teilchens� zum Rand betrachten m�u�te�
Wie oben aber bereits erw�ahnt wurde� sollen Rande
ekte hier gerade nicht
betrachtet werden�

Um zu einer eindeutigen und physikalisch sinnvollen De	nition der elek�
trostatischen Energie zu gelangen� mu� man also die Reihenfolge der Sum�
mation in ����� festlegen� Per Konvention geschieht dies dadurch� da� man
das unendliche periodische System in �ungef�ahr� kugelf�ormigen Schichten
um die Einheitszelle aufbaut�

Bei der direkten numerischen Berechnung der Reihe in ����� tritt das
Problem auf� da� diese Reihe nur sehr langsam konvergiert� Um eine gu�
te Approximation von E zu erhalten� ist der Rechenaufwand entsprechend
gro�� W�urde man also hier bereits ein Cut�O
�Schema oder die Minimum
Image Convention einsetzen �analog den in Abschnitt ����� beschriebenen
Vorgehensweisen� aber f�ur die Berechnung der komplette Summe�� w�are die
Rechenzeit zwar k�urzer� aber daf�ur der Approximationfehler zu gro�� Schon
bei einem fast

�
statischen� System f�uhrt dies zu einem k�unstlichen Verhal�

ten� und erst recht dann bei Langzeit�Simulationen� wo sich die Fehler die�
ser Nichtbeachtung der weitreichenden Wechselwirkungen stark summieren
k�onnen�

Im noch folgenden Kapitel � wird ein neuer Algorithmus zur Berechnung
der elektrostatischen Energie und des Kraftfeldes vorgestellt und getestet�
Er verwendet eines der in Kapitel � entwickelten Mehrgitter�Verfahren f�ur
die dreidimensionale Poissongleichung mit periodischen Randbedingungen�
Diesen neuen Algorithmus kann man in eine Klasse von Verfahren einord�
nen� die �verbesserte� Varianten der Ewald�Summation durchf�uhren� Daher
wird zuerst ein �Uberblick �uber das Konzept der Ewald�Summation gegeben�
um anschlie�end kurz einige Standard�Methoden und neuere Verfahren� die
Fast�Fourier�Transformationen durchf�uhren� vorzustellen� Als direkte Kon�
kurrenz zu diesen Algorithmen erweisen sich hierarchische Verfahren� die
Multipole�Entwicklungen verwenden� Diese Klasse soll hier ebenfalls vorge�
stellt werden�

��� Die Ewald�Summation �ES�

����� Ewalds Idee

Die Ewald�Summation �ES� ���� wurde bereits ���� einf�uhrt� Ewalds Idee
war es� die nur langsam konvergierende Reihe ����� in eine Summe aus zwei
schnell konvergierenden Reihen und einem konstanten Term zu zerlegen�

E�p�� � � � � p�� � Er � Em � Eo ������

wobei die Reihe f�ur den
�
direkten Raum� Er �im folgenden

�
direkte Summe�

genannt�� die reziproke �oder Fourier��Reihe Em und der konstante Term
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�self term� Eo folgende Gestalt besitzen�

Er �
�

�

�X
j ��k�j�k��

X
n

qjqk
erfc��jpj � pk � nj�

jpj � pk � nj �

Em �
�

�	V

�X
j�k��

qjqk
X
m���

Re

�
exp ���	m���� � �	i � m� pj � pk ��

m�

�
�

Eo � � �p
	

�X
j��

q�j �

Hierbei bezeichnen das nicht als Index auftretende i die imagin�are Einheit�
Re den Realteil einer komplexen Zahl� � �� � � das Standardskalarprodukt
im R�� V das Volumen der Simulationsbox �hier V � d��� m � �m�� m�� m��
die zu den n � N �d� reziproken� Vektoren und erfc die komplement�are
Fehlerfunktion�

erfc�t� �� �� erf�t� � �� �p
	

Z t

�
exp ��u��du �

Da die Basis des hier betrachteten Koordinatensystems die Standardein�
heitsbasis ist und diese reziprok zu sich selbst bzgl� � �� � � ist � sie bildet
n�amlich eine Orthonormalbasis � � durchlaufen die m ebenfalls N �d� �siehe
������

Der konstante Term Eo ist ein Korrekturterm� der die Wechselwirkungen
der k�unstlich eingef�uhrten

�
Gegenladungen� �siehe Abschnitt ������ jeweils

mit sich selbst wieder ausl�oscht�
In der Herleitung ���� dieser streng g�ultigen Formel erweist sich der posi�

tive Parameter � als die Trennungsstelle einer Integration� Rechts und links
von � werden dann unterschiedliche� �aquivalente Darstellungen benutzt� um
zur obigen Formel zu gelangen� die g�unstiger als die urspr�ungliche ����� ist�
Der Wert der Summe ist aber unabh�angig von ��

Die Ewald�Formel f�ur das Kraftfeld kann aus obiger Formel ����� durch
Di
erentiation der direkten und der reziproken Summe erhalten werden� Eo

f�allt hierbei weg� da es konstant ist�
Zur Theorie der Ewald�Summation vergleiche auch �����

����� Eine physikalische Interpretation

Die Spaltung von E in der Ewald�Summation l�a�t sich folgenderma�en ver�
anschaulichen� Jede Punktladung denkt man sich umgeben von einer Gau��
schen Ladungsverteilung derselben Gr�o�e und gegens�atzlichem Vorzeichen
�siehe Abbildung ����� wobei die folgende Ladungsdichtefunktion ��� verwen�
det wird�

�j�r� � qj�
�p
	

�� exp ����r�� �

�Sind a�� a�� a� drei Vektoren im R�� so sind die zu ihnen reziproken Vektoren b�� b�� b�
durch die folgenden Gleichungen bestimmt� � ai� bj �� 	ij f�ur i� j � �� �� �� Dabei be�
zeichne 	ij das Kronecker�Symbol�
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Dabei gibt � die Weite der Verteilung und r die relative Position zum Zen�
trum pi der Verteilung an� Diese eingef�uhrte Ladungsverteilung schirmt die
Wechselwirkungen zwischen den Punktladungen soweit ab� da� sie auf einen
kleinen Bereich beschr�ankt werden� Dies hat die schnelle Konvergenz von Er

zur Folge� Um die k�unstlich eingef�uhrten �j zu kompensieren� wird f�ur jeden
Punkt pi eine zweite Gau�sche Verteilung derselben Gr�o�e und mit demsel�
ben Vorzeichen wie qi hinzugef�ugt� Die daraus entstehende Summe wird im
reziproken Raum berechnet� wobei Fouriertransformationen zur L�osung der
sich ergebenden Poissongleichung eingesetzt werden �siehe ������ Statt der
Gau�schen Ladungsverteilung k�onnen auch andere Funktionen verwendet
werden �siehe z�B� Abschnitt ����� oder ������

Abbildung ���� Zur physikalischen Interpretation� Die Abbildung entstammt
�����

����� Numerische Berechnung

M�ochte man nun die Ewald�Summation ����� numerisch durchf�uhren� mu�
man f�ur eine Reihe von Parametern Werte festsetzen und so aufeinander ab�
stimmen� da� die Summation schnell abl�auft und doch der Fehler m�oglichst
klein bleibt� Drei Parameter bestimmen die E�zienz der ES�

� nmax gibt die maximale Anzahl der f�ur die Summation verwendeten
Vektoren n an und bestimmt so den Aufwand f�ur die direkte Summe
Er�

� Analog dazu gibt mmax die maximale Anzahl der Vektoren m in Em

an�

� Der Ewald�Konvergenzfaktor � bestimmt die relative Konvergenzrate
zwischen der direkten und der reziproken Summe� Ein gro�es � be�
wirkt eine enge Gau�verteilung und somit eine schnelle Konvergenz
der direkten Summe �lim��� erfc��jtj� � ��� Dann gen�ugt also ein
kleines nmax� Andererseits sorgt ein kleines � f�ur die schnelle Konver�
genz der reziproken Summe �lim��� exp ���t����� � ��� Dann ist ein
kleines mmax ausreichend�

Wie man z�B� in den Abschnitten ����� und ��� sieht� kann die reziproke
Summe so umgeformt werden� da� ihre Auswertung deutlich e�zienter als
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die der direkten Summe ist� Daher wird in der Praxis � so gro� gew�ahlt� da�
der Aufwand f�ur die direkte Summe minimiert wird �siehe auch Abschnitt
������� und somit die

�
Hauptlast� �d�h� ein gro�es mmax� auf der rezipro�

ken Summe liegt� Eine Vielzahl von Arbeiten haben sich damit besch�aftigt�
durch eine geeignete Wahl der Parameter einen Kompromi� zwischen Ge�
nauigkeit und Geschwindigkeit des Verfahrens zu 	nden� Dabei entstanden
eine Reihe von Absch�atzungen f�ur die

�
richtige� Gr�o�e von � abh�angig von

der Systemgr�o�e und der gew�unschten Genauigkeit �siehe z�B� ���� ��� �����

��� Standard�ES�Methoden

����� Verbesserte ES

Durch einige Umformungen k�onnen die Reihen in ����� e�zienter berechnet
werden �vergleiche ������ Beispielsweise kann man die Reihe f�ur Em folgen�
derma�en umformen�

Em �
�

�	V

X
m���

exp ���	m�����

m�

�X
j�k��

qjqkRe

�
exp ��	i � m� pj � pk ��

�
�

Nun ist aber

�X
j�k��

qjqkRe

�
exp ��	i � m� pj � pk ��

�

�
�X

j�k��

qjqk cos ��	 � m� pj � pk ��

�
�X

j�k��

qjqk

�
cos ��	 � m� pj �� cos ���	 � m� pk ��

� sin ��	 � m� pj �� sin ���	 � m� pk ��

�
�

� �X
j��

qj cos ��	 � m� pj ��

��

�

� �X
j��

qj sin ��	 � m� pj ��

��

� jS�m�j�

mit dem
�
Strukturfaktor�

S�m� ��
�X

k��

qk exp ��	i � m� pk �� �

Folglich l�a�t sich Em schreiben als

Em �
�

�	V

X
m���

exp ���	m�����

m�
jS�m�j� ������

Auf diese Weise wird der Summationsaufwand von O���� �bzw� O���mmax��
auf O��� �bzw� O��mmax�� gesenkt�
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����� Truncation

Um den Aufwand zur Berechnung der direkten Summe der ES �d�h� den
Parameter nmax� m�oglichst klein zu halten� kann man ein gro�es � w�ahlen
�siehe Abschnitt ������� Dies hat n�amlich den Vorteil� da� man nun einen
sph�arischen Cut�O
�Radius Rcutoff oder die Minimum Image Convention
�MIC� einsetzen kann� Im Gegensatz zum Einsatz solcher Methoden bei
der Berechnung �der ganzen Summe� von ����� f�uhrt dies n�amlich dank der
schnellen Konvergenz der direkten Summe Er �f�ur gro�es �� nicht zu gro�en
Fehlern�

Bei der Minimum Image Convention werden f�ur jedes Teilchen i in der
Summe nur die Wechselwirkungen herangezogen� die es mit seinen genau
� � � n�achsten Nachbarn eingeht� Diese sind gerade in einem W�urfel mit
Kantenl�ange d und Zentrum pi enthalten�

Benutzt man einen Radius Rcutoff � der �ublicherweise zwischen � und ��
%A liegt� betrachtet man f�ur Er nur die Wechselwirkungen des Teilchens i
�i � �� � � � � �� mit den Teilchen� die maximal Rcutoff von i entfernt sind�

Er �
�

�

X
i�j�n�jpi�pj�nj�Rcutoff

qiqj
erfc��jpi � pj � nj�

jpi � pj � nj �

F�ur Rcutoff � d
� werden also f�ur jedes Teilchen i h�ochstens � � � Wechsel�

wirkungen betrachtet� da eine Sph�are um pi mit dem Radius Rcutoff dann
in einem W�urfel mit Zentrum pi der Kantenl�ange d enthalten ist �siehe auch
Abbildung ����� Somit ist in diesem Fall die Gesamtzahl der Interaktionen
beim Cut�O
 kleiner gleich der Gesamtzahl bei der MIC� Letztere betr�agt
�
����� ��� F�ur gro�e Systeme� � � ��
 � ist die MIC also immer noch sehr

aufwendig� weswegen in der Praxis dann ein Rcutoff � d
� und ein gro�es

� verwendet werden� Durch die Wahl eines �eventuell sehr� kleinen Rcutoff

kann man die Komplexit�at der direkten Summe auf O��� senken�

Rcutoff

Abbildung ���� MIC und Rcutoff � d�� im Vergleich� Bei der MIC werden
hier f�ur das ausgew�ahlte Teilchen Wechselwirkungen mit zwei weiteren� f�ur
den Cut�O
 aber nur mit einem weiteren Partikel berechnet�
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����� Vernachl�assigung des reziproken Raumes

In ���� haben Rycerz und Jacobs f�ur ganz spezielle Beispiele �z�B� f�ur be�
stimmte Bi�O�� und NaCl�Systeme� beobachtet� da� man bei geeigneter
Wahl der Parameter komplett auf die Berechnung der reziproken Summe
verzichten kann� da der Anteil von Em an E dort sehr klein ist �z�B� nur et�
wa �

������ Diese systemabh�angige Methode sollte allerdings nicht allgemein
eingesetzt werden� da nicht klar ist� ob man einen allgemeineren Anwen�
dungsbereich �uberhaupt angeben kann� F�ur kleine Systeme etwa erweist
sich dieses Verfahren oft als nicht geeignet �vergleiche ������

����� Tabulationsmethoden

Um die Geschwindigkeit eines Verfahrens zur Berechnung von E und Fi
zu beschleunigen� kann es sinnvoll sein� Werte f�ur E bzw� Fi zu tabulieren
und daraus durch Interpolation weitere Werte zu gewinnen� �Ublicherwei�
se werden dazu die elektrostatische Energie bzw� das Kraftfeld von Syste�
men mit Q� � f�p�� q��� �p�� q��g berechnet� wobei p� � ��� �� �� ist und die
p� � �p��� p��� p��� ein ��� d� �� durchziehendes Gitter der Maschenweite a be�
schreiben� Es kommt nur auf den Abstand�svektor� der beiden Punkte bzw�
ihrer zueinander am n�achsten liegenden Kopien und nicht auf ihre genaue
Lage an� Die so gewonnenen Werte werden dann �z�B�� als Funktion von
r�� � p� � p� tabuliert�

Es gen�ugt� f�ur die p� nur die Punkte des Gitters zu nehmen� die die
folgende Bedingung erf�ullen �siehe ������

d

�
� p�� � p�� � p�� �

Die G�ultigkeit dieser Ungleichung kann durch eine Transformation �Ver�
schiebung� Drehung bzw� Spiegelung der Einheitszelle� eines �periodischen�
Systems mit zwei Punktladungen in Q� erreicht werden �vergleiche auch Ab�
bildung ����� Zur Erh�ohung der Genauigkeit werden bei Sangester ���� f�ur die
Tabulation allerdings die Summanden� die die Wechselwirkungen zwischen
den beiden zueinander am n�achsten liegenden Teilchen angeben� ausgelassen�
Sie werden erst w�ahrend der Simulation des jeweils zu untersuchenden Sy�
stems berechnet� Diese Methode reduziert den Speicherplatzbedarf� erh�oht
aber gleichzeitig dank der Transformationen den Rechenaufwand�

Die Maschenweite a und die Ordnung der Interpolation� bestimmen
ebenfalls die Genauigkeit der interpolierten Werte� gleichzeitig aber auch
die E�zienz des Verfahrens� Hier mu� ein Kompromi� zwischen der Genau�
igkeit� der Geschwindigkeit der Berechnung und dem Speicherplatzbedarf
gefunden werden�

Verglichen mit der Standard�Ewald�Summation ist der Rechenaufwand
eines solchen Verfahrens immer noch O����� Man kann alternativ auch nur
Werte f�ur die direkte Summe tabulieren� falls die reziproke Summe e�zienter
berechnet werden kann� Kann man n�amlich die Ewald�Parameter geeignet

�Sangester ���	 z�B� verwendet die trilineare Interpolation� Hier kann nat�urlich auch
eine andere benutzt werden�
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w�ahlen� betr�agt der Aufwand f�ur die direkte Summe O��� �siehe Abschnitt
������� Belhadj et al� ���� haben so in ihren Tests eine vierfache Beschleuni�
gung festgestellt�

Es k�onnen auch Werte f�ur exp��� oder erfc��� tabuliert werden� falls ihre
Berechnung auf speziellen Computern zu lange dauert� Weiterhin liefert eine
Spline�Interpolation ���� gute N�aherungen f�ur erfc�x� und ihre Ableitung
� �p

�
exp ��x���

Fazit� Tabulationsmethoden k�onnen Verfahren beschleunigen� falls eine
mittlere Genauigkeit der Werte ausreicht� Ansonsten werden sie zu teuer
bzw� �ubersteigen den vorhandenen Speicherplatz�

����� Polynom�Approximations�Methoden

Statt Tabulation zu verwenden� ist es auch m�oglich� ein Polynom P �x� ein�
zusetzen� das E �in der Form ������ ann�ahert� aber billiger auszuwerten ist�
Zur Berechnung des Kraftfeldes wird es dann analytisch abgeleitet�

Verschiedene Polynom�Approximationen sind bereits vorgeschlagen wor�
den� von einer einfachen von Brush et al� ���� bis zu einer genaueren mit
kubisch harmonischen Funktionen von Von der Lage und Bethe �����

Man kann P �x� auch aufteilen in einen isotropischen und einen kubisch
symmetrischen Teil und dann exakte kubisch harmonische Funktionen ver�
wenden �anisotropische Approximation von Hansen ���� f�ur Monte�Carlo�
Simulationen�� Der hierbei beobachtete Fehler f�ur E lag unter �� �$� Slat�
tery et al� ��
� haben in einem �ahnlichen Verfahren Poissongleichungen mit
kubischer Symmetrie verwendet�

In ��� haben Adams und Dubey verschiedene Approximationen f�ur La�
dung�Ladung�� Ladung�Dipol� bzw� Dipol�Dipol�Systeme getestet� Beispiels�
weise wurde P �x� in eine Reihe entwickelt� die zur Berechnung der Koe��
zienten mit kubisch symmetrischen Funktionen angen�ahert wurde� Dies lie�
ferte

Pl�x� �
�

jxj � S � A�jxj� �
lX

n�
��

�AnKhn�x� � BnKh�n�x�� �

wobei � � l � �� und l gerade ist� Bn f�ur n � �� verschwindet und S

den
�
self term � bezeichnet� Die An und Bn sind in ��� tabuliert� F�ur l � 


entstand ein relativer
 Fehler von � ����� und f�ur l � �� ein Fehler von �� � �
����� Allerdings haben Toukmaji und Board ���� durch Tests gezeigt� da�
dieses Verfahren teuer wird� wenn man eine mittlere bis hohe Genauigkeit
verlangt�

Falls Tabulation zu teuer ist� kann man auch f�ur erfc��� ein schnell aus�
wertbares Polynom verwenden�

Zusammenfassend ergibt sich wie schon bei der Tabulation� Approxima�
tion ist nur e�zient� falls keine hohe Genauigkeit verlangt wird�

�Der relative Fehler f�ur Werte w�� � � � � wn ist de�niert als
pPn

i
��wi � �wi���
Pn

i
� w
�
i �

wobei die wi die exakten und die �wi die approximativ berechneten Werte darstellen�
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����� Ein O��
�
� ��Algorithmus

Ohne Approximationen zu verwenden� haben Perram et al� ���� in ihrem
Verfahren die Komplexit�at der ES verringert� und zwar durch die

�
linked�

cell spatial decomposition��Technik von Hockney und Eastwood ��
�� Durch
eine geeignete Spaltung der Potential�Auswertung in einen Teil f�ur die Wech�
selwirkungen mit kurzer Reichweite �Komplexit�at O����� und einen Teil f�ur
die weitreichenden Wechselwirkungen �Komplexit�at O���� kann die Kom�

plexit�at der Summation auf O��
�
� � gesenkt werden� Ein weiterer Beweis f�ur

dieses Ergebnis 	ndet sich in �����

����	 Zusammenfassung

Von den bisher vorgestellten� klassischen Verfahren stellt der O��
�
� ��Algo�

rithmus von Perram wohl die beste Kombination aus Geschwindigkeit und
Genauigkeit dar �vergleiche ������ Eine Vielzahl von Molekulardynamik�
Codes verwenden allerdings Approximationen� F�ur gro�e Systeme ist aber
auch bei Perrams Algorithmus der Rechenaufwand noch zu gro�� Aus diesem
Grund sollen in den folgenden Abschnitten Verfahren diskutiert werden� die
die Komplexit�at der Berechnung nochmals verringern�

��� Auf FFT basierende ES�Methoden

In diesem Abschnitt werden einige Methoden vorgestellt� die die Komple�
xit�at der ES auf O��log���� senken� indem sie die klassische Em oder eine

�ahnliche reziproke Summe e�zienter durch dreidimensionale Fast�Fourier�
Transformationstechniken �FFT� berechnen�

����� Particle�Particle Particle�Mesh 
P�M�

Diese Klasse von Verfahren wurde von Hockney und Eastwood ��
� ent�
wickelt und von Luty et al� ���� und Rajagopal und Needs ���� erweitert� Das
elektrostatische Potential� hervorgerufen durch weitreichende Wechselwir�
kungen zwischen den Teilchen� wird �ahnlich der ES in eine Summe aus zwei
Komponenten gespalten� Der erste Teil �Short�Range�Potential� verschwin�
det au�erhalb eines Cut�O
�Radius Rcutoff und repr�asentiert die Kr�afte
mit kurzer Reichweite" der zweite Teil� die

�
Referenzkraft� �Long�Range�

Potential�� steht f�ur die Kr�afte mit einem gro�en Wirkungsradius� ist glatt
und l�a�t sich daher auf einem Gitter approximieren�

Die Analogie zur direkten bzw� reziproken Summe der klassischen ES
ist gut zu erkennen� Aber anders als in der ES wird in ���� nicht die Gau��
Verteilung� sondern die P�M�Standard�Ladungsdistribution �S��Funktion�
verwendet� eine Sph�are mit

�
einheitlich fallender Dichte�� Diese S��Funktion

s ist gegeben durch�

s�x� �

�

�
�a�

�a� � jxj� f�ur jxj � a
� �

� sonst�
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wobei a die Breite der Verteilung bestimmt� Das Short�Range�Potential
�short zweier Teilchen i und j kann dann mit einem Cut�O
�Radius Rcutoff �
���a folgenderma�en berechnet werden�

�short��ij� �
�

�	��

�
�

jpi � pj j �
�

��a

�X
n���

Cn�
n
ij

�
f�ur � � �ij � �

mit �ij �
�jpi�pj j

a und

�C��� � � � � C�� �

�
��� ���� ������� �� �
�������� �� f�ur � � �ij � ��

���� ���� ��������� ������
����� ����� f�ur � � �ij � ��

Zur Berechnung des Long�Range�Potentials �long geht man so vor�

�� Die Gesamtladungsverteilungsfunktion Vges f�ur ein dreidimensionales
Gitter� das die Einheitszelle ausf�ullt� mu� bestimmt werden� Dazu wird
zuerst jeder Ladungspunkt auf die umliegenden Gitterpunkte mit ei�
nem Wichtungsverfahren � der Inversen einer Interpolation � verteilt�
wof�ur viele M�oglichkeiten existieren� z�B� die

�
triangle�shaped cloud�

�TSC� �siehe ��
��� M�oglichst wenige Gitterpunkte sollen dabei mit�
einbezogen werden� au�erdem soll die Verteilung eine m�oglichst glatte
Funktion der Position des Ladungspunktes sein� Dies bedeutet� da� die
Maschenweite des Gitters passend gew�ahlt sein mu�� was wiederum
den Rechenaufwand bestimmt� Jede Ladung auf einem Gitterpunkt
wird dann mit der �Einzel��Ladungsverteilungsfunktion s auf umlie�
gende Gitterpunkte verteilt�

�� Aus Vges erh�alt man &Vges mit Hilfe der Fast�Fourier�Transformation�
Im Fourier�Raum wird dann die Transformierte von �long berechnet�

&�long�k� � &Vges�k� &G�k� �

Die
�
Ein�u�funktion� &G ist �ublicherweise durch &G�k� � �s
k�

	�jkj� be�

stimmt� kann aber je nach Systemgr�o�e und Art der Ladungsverteilung
noch optimiert werden� Die optimierte Funktion ist dann aber nicht
generell verwendbar� mu� also f�ur ein anderes System neu bestimmt
werden� Durch die inverse Fourier�Transformation erh�alt man letztlich
Werte f�ur �long in den Gitterpunkten�

�� Eine numerische Di
erentiation des Potentials liefert das Kraftfeld f�ur
Gitterpunkte�

�� Werte f�ur das Potential bzw� das Kraftfeld urspr�unglicher Ladungs�
punkte werden durch dieselbe Interpolation berechnet� die umgekehrt
schon im ersten Schritt benutzt wurde�

Dank der FFT ergibt diese Vorgehensweise einen O��log�����Algorithmus�
Um die Genauigkeit der Berechnungen zu erh�ohen� mu� man z�B� das Git�
ter verfeinern oder ein besseres Wichtungs� bzw� Interpolationsschema bzw�
ein Di
erentiationsverfahren h�oherer Ordnung einsetzen� Auch hier mu� al�
so �gew�ohnlich experimentell� ein guter Kompromi� zwischen Genauigkeit�
Laufzeitkosten und Speicherplatzbedarf gefunden werden�
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����� Particle�Mesh Ewald 
PME�

Auch dieses Verfahren ���� ��� wurde durch die P�M�Methode von Hock�
ney und Eastwood ��
� angeregt� Doch anders als dort verwendet PME die
direkte und reziproke Summe von Ewald und auch die Gau�verteilung der
Ewald�Summation�

Zur Auswertung der direkten Summe wird der Ewald�Parameter � so
gro� gew�ahlt� da� ein Cut�O
�Radius eingesetzt werden kann und die Kom�
plexit�at der direkten Summe von O���� auf O��� reduziert wird �siehe Ab�
schnitt �������

Zur Berechnung der reziproken Summe verteilt man mit einem Wich�
tungsverfahren �siehe Abschnitt ������ die Punktladungen auf ein Gitter der
Dimensionen K��K��K�� das die Einheitszelle ausf�ullt� und erh�alt so eine
Ladungsmatrix M � M�k�� k�� k�� gibt dann die Ladung des Gitterpunktes
� k�
K�
� k�K�

� k�K�
� an �ki � �� � � � � Ki�� Mit F�M� sei die diskrete Fast�Fourier�

Transformation von M bezeichnet� Schreibt man nun die Gleichung ����� in
der Form�

Em �
�

�	V

X
m���

exp ���	m�����

m�
S�m�S��m�

und approximiert den Strukturfaktor S

S�m� �
X

k� �k��k�

M�k�� k�� k�� exp

�
�	i

�
m�

k�
K�

� m�
k�
K�

� m�
k�
K�

��

durch

S�m� � �S�m� � F�M��m� �

so erh�alt man folgende Approximation f�ur die reziproke Summe Em�

�Em �
�

�	V

X
m���

exp ���	m�����

m�
F�M��m�F�M���m� �

Nach einigen Umformungen gelangt man dann zu

�Em �
�

�

K���X
m���

K���X
m���

K���X
m���

M�m�� m�� m����rec �M��m�� m�� m�� �

wobei �rec das reziproke Ladungspaar�Potential und ' eine Konvolution an�
gibt �siehe z�B� ���� �
��� Um also die reziproke Summe Em auszuwerten�
wird zuerst die Matrix M berechnet und danach durch �inverse� �D�FFT
transformiert �um u�a� die Strukturfaktoren S zu erhalten�� Mit der letz�
ten Gleichung wird dann �Em bestimmt� wobei �D�FFT zur Berechnung der
Konvolution �rec �M eingesetzt wird�

Die reziproke Summe wird also mit einer dreidimensionalen FFT�Technik
berechnet� deren Rechenaufwand proportional zu �log��� ist� Insgesamt ist
PME somit ein O��log�����Verfahren�

�F�ur den Strukturfaktor S �siehe Abschnitt ������ gilt n�amlich jS�m�j � S�m�S��m��



�� KAPITEL �� BERECHNUNG ELEKTROSTATISCHER GR�OSSEN

Urspr�unglich wurde als Ladungsinterpolationsfunktion im PME�Verfah�
ren die Lagrange�Interpolation ���� verwendet� Ein weiterentwickeltes PME
���� benutzt die B�Spline�Interpolationsfunktion� Sie hat einerseits den Vor�
teil� auf einfache Weise die Interpolationsordnung und damit die Genauigkeit
zu erh�ohen� andererseits erlaubt sie durch ihre Glattheit eine analytische Dif�
ferentiation der direkten und reziproken Summe� Auf diese Weise kann der
Ausdruck f�ur das Kraftfeld mit hoher Genauigkeit analytisch ausgewertet
und Speicherplatzverbrauch deutlich gesenkt werden�

Desweiteren kann PME so ohne gro�en weiteren Rechenaufwand eine
hohe Genauigkeit� d�h� einen relativen Fehler von etwa ���� bis ����� erzie�
len� Dies ist auch der Vorteil gegen�uber P�M� welches zwar e�zient ist� aber
bisher nicht so leicht eine h�ohere Genauigkeit erreichen kann�

Tests zeigen eine hohe E�zienz dieses Verfahrens� F�ur hinreichend klei�
ne Systeme ist zwar die konventionelle Ewald�Summation e�zienter� aber
bereits ab einer Systemgr�o�e von etwa 
�� bis ��� Teilchen �je nach Rech�
ner� ist PME ���� schneller� Beispielsweise liegt f�ur etwa ����� Teilchen der
Verschnellerungsfaktor bei ungef�ahr 
�� ��
 bzw� ��� �auf einer SGI R�����
f�ur geringe� mittlere bzw� hohe Genauigkeit �siehe ������

����� Fast Fourier Poisson 
FFP�

Die Fast�Fourier�Poisson�Methode �

� formt die ES in einer anderen Wei�
se als das PME�Verfahren um� benutzt aber ebenfalls die FFT und besitzt
auch die Komplexit�at O��log����� Eine hohe Genauigkeit wird hier ohne In�
terpolation ���� oder Multipole�Entwicklung ���� �siehe n�achsten Abschnitt�
erreicht�

Wie in der klassischen Ewald�Summation �siehe Abschnitt ���� wird fol�
gende �Gesamt��Ladungsdichtefunktion �s verwendet� die um jede Punktla�
dung eine sph�arische Gau�sche Funktion mit derselben Gr�o�e und gegens�atz�
lichem Vorzeichen legt�

�s�x� � �
�X

j��

qj�
�p
	

�� exp ����jx� pj j�� �
�X

j��

�j�jx� pj j� �

Die sich daraus ergebende reziproke Summe Em und das reziproke Potential
�recip lauten dann �vergleiche Abschnitt �����

�recip�pk� �
�

	V

�X
j��

qj
X
m���

exp ���	m�����

m�
exp ��	i � m� pk � pj ��

und

Em �
�

�

�X
i��

qi�recip�pi� ����
�

Die Funktionen �s und �recip sind dabei �uber eine Poissongleichung mitein�
ander verbunden�

(�recip�x� � �	�s�x� ������
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Das reziproke Potential wird auf einem Gitter mit Hilfe der FFT ausgewer�
tet� Dadurch erh�alt man gute Werte f�ur �recip �und seinem Gradienten� in
Gitterpunkten� Ebenso k�onnte man nat�urlich ����� mit einem der in Kapitel
� beschriebenen Mehrgitter�Verfahren l�osen�

Da man zur Berechnung von Em in der Form ���
� die Werte von �recip
in den Ladungspunkten pi ben�otigen w�urde� wird die reziproke Summe fol�
genderma�en aufgespalten�

Em �
�

�

�X
i��

qi�recip�pi�

�
�

�

Z
���p��recip��p� d�p

�
�

�

Z
����p� � �s��p���recip��p� d�p� �

�

Z
�s��p��recip��p� d�p

mit der Punktladungsfunktion der Einheitszelle

��x� �
�X
i��

qi�pi�x� �

Dahinter steckt wieder die Idee� die Interaktion von �recip mit der Punkt�
ladung �pi� qi� durch eine Interaktion mit einer Gau�schen Funktion� die
dieselbe Gesamtladung qi hat und deren Zentrum gerade auf pi liegt� plus
einem Korrekturterm zu ersetzen� Letztendlich kann man dann mit den fol�
genden Gleichungen arbeiten�

E �
�

�

�X
jpi�pj j�rc �i�j
�

qiqj
erfc�
jpi � pj j�

p
��

jpi � pjj � 
p
�

�X
i

q�i � �

�

Z
�s��p�
recip��p�d�p �

Fi �� qi

�X
jpi�pj j�rc �j
�

qj

�



r
�

�
exp ���
jpi � pjj����� � erfc�
jpi � pjj�

p
��

jpi � pj j
�

pi � pj
jpi � pjj�

�

Z
�is��p�r
recip��p�d�p �

F�ur die etwas modi	zierte direkte Summe wird hier ein Cut�O
�Radius rc
eingesetzt� Die auftretenden Integrale m�ussen numerisch integriert werden�

Der Vorteil der FFP�Methode liegt darin� da� sie die Energie und ih�
re Gradienten als stetige Funktionen der Ladungsposition liefert� Allerdings
zeigen die in �

� pr�asentierten Rechenzeiten� da� f�ur eine mittlere Genau�
igkeit ����
 als relativem Fehler f�ur das Kraftfeld� und eine Systemgr�o�e
von � � ��
� Teilchen die Laufzeitkosten etwa dreimal h�oher als bei einer
konventionellen Abbruchmethode mit Rcutoff � �%A sind ������� Die Imple�
mentierung dieser Methode mu� also noch verbessert werden�

����� Zusammenfassung

Die vorgestellten auf FFT basierenden Methoden besitzen alle eine Komple�
xit�at von O��log����� Sowohl die PME� als auch Lutys P�M�Methode ����
sind sehr e�zient� Es ist aber nicht klar� ob P�M so leicht wie PME eine ho�
he Genauigkeit erreichen kann� FFP kann zwar hinsichtlich der Genauigkeit�
nicht jedoch der Geschwindigkeit mit PME konkurrieren �siehe ���� �����
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��� Auf Multipole basierende Methoden

����� Fast�Multipole�Algorithmus 
FMA�

Der FMA von Greengard und Rokhlin ���� ��� �
� f�ur einzelne �nicht peri�
odische� Zellen sowie vor allem Erweiterungen f�ur periodische Systeme �s�u��
sind in vielen Anwendungen erfolgreich zur Simulation eingesetzt worden�
Die entscheidende Eigenschaft dieser Algorithmen ist� da� sie in vielen F�allen
O����� schlechtestenfalls aber O��log�����Verfahren darstellen� Dank rigoros
abgeleiteter Fehlergrenzen wird eine bekannte Genauigkeit erreicht�

Verwendet wird wie auch schon in vielen anderen Verfahren folgendes�
Das Potential� das auf ein Teilchen wirkt� kann in zwei Komponenten aufge�
spalten werden� Diejenige� die auf benachbarte Teilchen zur�uckzuf�uhren ist�
wird auch in der FMA direkt berechnet� Diejenige aber �Pfar�� die durch
entfernte Teilchen zustande kommt� wird bei Greengard und Rokhlin durch
Multipole�Entwicklungen approximiert�

Be	nden sich Punkte pi� i � �� � � � � k in einer Kugel mit dem Radius a
und ist r der Abstand zwischen dem Kugelzentrum und dem �entfernten�
Punkt p �siehe Abbildung ���� mit r � a� so ist das Potential Pfar�r�� das
auf p wirkt und durch die Punktladungen �pi� qi� zustande kommt� gegeben
durch eine unendliche Multipole�Entwicklung �siehe ���� ����� Stattdessen
sind aber auch andere Entwicklungen zur Approximation von Pfar denkbar�
z�B� Andersons

�
Ring�� bzw�

�
Kugel��Approximation ����

p

a

r

Abbildung ���� Zur Multipole�Entwicklung�

Die grundlegende Idee der FMA ist es aber� eine baumstrukturierte
hierarchische Unterteilung der Ausgangszelle �W�urfel� Level �� vorzuneh�
men �Barnes und Hut ���� bereits ein � O��log�����Verfahren�� Der Aus�
gangsw�urfel wird in ��ublicherweise� acht gleichgro�e W�urfel �

�
Kinderzel�

len�� Level �� geteilt� und jede dieser Kinderzellen� die mehr als ein Partikel
enth�alt� wird wieder in acht W�urfel geteilt �Level ��� Dies wird fortgef�uhrt�
bis ein bestimmtes feinstes Level m erreicht ist �siehe Abbildung �����

Auf dem feinsten Level m werden f�ur jedes Teilchen die Wechselwir�
kungen mit den anderen Teilchen derselben Zelle sowie mit den Teilchen
der maximal �
 Nachbarzellen direkt berechnet� Auf dem Level m wird au�
�erdem f�ur jede Zelle eine nur endlich viele Summanden ber�ucksichtigende
Multipole�Entwicklung berechnet� die die Wechselwirkungen aller Teilchen
in dieser Zelle relativ zum Zentrum der Zelle mit entfernten Teilchen aus�
dr�uckt� Diese Entwicklungen werden dann entsprechend der Hierarchie so
miteinander kombiniert� da� sie die E
ekte von immer gr�o�eren Gruppen
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Abbildung ���� �a� Die beschriebene hierarchische Unterteilung des Aus�
gangsw�urfels �zur Vereinfachung nur zweidimensional dargestellt�� m � �
f�uhrt hier bereits dazu� da� jede Zelle auf dem Level m maximal ein Teil�
chen enth�alt� �b� Die �maximal �
� direkten Nachbarzellen �gekennzeichnet
mit N� einer Zelle A des Levels �� die Zellen I ihrer Interaktionsliste sowie
die von A entfernten Zellen I und F � Eine Box B geh�ort genau dann zur
Interaktionsliste von A� wenn A und B nicht benachbart sind und die Eltern�
boxen von A und B benachbart sind� Zwei Zellen A und B liegen entfernt
voneinander� wenn sie keine Nachbarn sind�

von Teilchen repr�asentieren �
�
upward pass��� Dabei verschieben jeweils die

Kinderzellen ihre Multipole�Entwicklungen zum Zentrum ihrer Elternzelle
�
�
multipole to multipole translation���

Mit Hilfe der
�
multipole to local translation� wird ausgehend vom Level

� f�ur eine Zelle A eine lokale Taylor�Entwicklung berechnet� die das durch
alle von A entfernten Teilchen hervorgerufene Potential Pfar beschreibt� Da�
zu werden die Multipole�Entwicklungen der Zellen in der Interaktionsliste
von A in lokale Entwicklungen konvertiert und diese addiert� Im

�
downward

pass� werden die lokalen Entwicklungen benutzt� um diejenigen f�ur die jewei�
ligen Kinderzellen zu berechnen �

�
local to local translation��� Letztendlich

werden dann f�ur jedes Teilchen die direkt berechneten Wechselwirkungen mit
benachbarten Teilchen und die durch Multipole� und Taylor�Entwicklungen
approximierten Wechselwirkungen mit entfernten Teilchen addiert� Genaue
Beschreibungen des Algorithmus 	nden sich in ���� ���� Dreidimensionale
parallele Implementierungen wurden z�B� in ���� ��� ��� getestet�

Die Fast�Multipole�Methode ist erweitert worden� um auch Systeme mit
periodischen Randbedingungen behandeln zu k�onnen� Um Multipole�Ent�
wicklungen f�ur die periodischen Kopien der Einheitszelle zu erhalten� wird
dabei von der Tatsache Gebrauch gemacht� da� die Einheitszelle und ihre
Kopien

�
dieselbe� Multipole�Entwicklung besitzen� Diejenige der Einheits�

zelle mu� nur auf das Zentrum der jeweiligen Kopie verschoben werden� Dies
wurde beispielsweise in ���� f�ur periodische Systeme verwendet�

Schmidt und Lee ���� haben eine Methode entwickelt� die neutrale Punkt�
ladungssysteme mit periodischen Randbedingungen in drei Dimensionen si�
muliert und dazu sowohl FMA� als auch Ewald�Techniken ebenfalls unter
Beachtung der obigen Tatsache benutzt� In ihren Geschwindigkeits� und Ge�
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nauigkeitstests f�ur ihre FMA�Implementierung und die Ewald�Summation
ergaben sich je nach Parameterwahl in beiden F�allen relative Fehler der
Gr�o�enordnungen ���� bis ����� Da allerdings die Verfahren nicht opti�
miert wurden� ist nicht klar� bei welcher Systemgr�o�e � beide Verfahren
gerade noch gleich schnell sind� um die gleiche Fehlergr�o�e zu erreichen� Da�
her kann �uber die E�zienz ihres Algorithmus lediglich festgestellt werden�
da� die Behandlung eines periodischen Systems gegen�uber der Behandlung
einer einzigen Einheitszelle etwa �$ aufwendiger ist�

����� Reduced�Cell�Multipole�Methode 
RCMM�

Die RCMM ���� versucht� die Kosten der Ewald�Summation ebenfalls durch
Verwendung eines hierarchischen Verfahrens ���� ��� zu reduzieren� �Ahnlich
dem FMA werden Wechselwirkungen zwischen der Einheitszelle und den
�
 n�achstgelegenen Kopien der Einheitszelle �Nachbarzellen� mit der Zell�
Multipole�Methode ���� berechnet� w�ahrend anders als im FMA die Wech�
selwirkungen mit den entfernten Kopien der Einheitszelle �Distanzzellen�
durch die Ewald�Summation ausgewertet werden�

Um die Distanzwechselwirkungen e�zient zu berechnen� wird jede Di�
stanzzelle durch eine reduzierte Zelle ersetzt� Diese bestehen jeweils aus ��
zuf�allig verteilten geladenen Teilchen� deren qi so berechnet werden� da� die
ersten f�unf Glieder einer Multipole�Entwicklung f�ur die reduzierte Zelle mit
denen der Einheitszelle �ubereinstimmen�

In ���� wird berichtet� da� dieses Verfahren sehr genau sei und sein Re�
chenaufwand proportional mit der Anzahl � der Teilchen in der Einheitszelle
steige� Hierbei mu� aber betont werden� da� die reduzierten Zellen mit ��
Teilchen die Multipole�Entwicklung eines Teilchensystems nur mit f�unfter
Ordnung approximieren� Vorsicht ist also geboten� weil dies in manchen Si�
mulationen nur zu durchschnittlich genauen Werten etwa f�ur das Potential
f�uhren kann�

����� Particle��Mesh�Multipole�Expansion 
P�M�MPE�

Die P�M#MPE�Methode von Shimada et al� ���� ��� stellt eine Erweiterung
der P�M�Methode von Hockney und Eastwood ��
� �vergleiche Abschnitt
������ mit Multipole�Entwicklungen dar�

Zuerst wird die Simulationsbox in M��M��M� Zellen geteilt� Im Zen�
trum jeder Zelle be	ndet sich ein Gitterpunkt� f�ur den das Potential� die
Multipole�Entwicklung usw� bestimmt werden� Das elektrostatische Poten�
tial bzw� das Kraftfeld� das auf ein Teilchen i wirkt� wird in Partikel�Partikel�
�PP�� und Partikel�Gitter� �PM�� Wechselwirkungen gespalten�

Die nur auf kurze Entfernung wirkenden PP�Wechselwirkungen zwischen
zwei Partikeln in derselben oder in benachbarten Zellen werden direkt be�
rechnet� Die weitreichenden PM�Wechselwirkungen eines Teilchens i mit den
restlichen Zellen� die deutlich getrennt von pi liegen �Distanzzellen�� werden
f�ur i)s Zellenzentrum berechnet� indem man das durch alle entfernten Zellen
hervorgerufene Potential durch eine Multipole�Entwicklung ausdr�uckt�
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Dann werden die PM�Methoden aus ��
� verwendet� denen FFT�Verfah�
ren �und nicht hierarchische Schemata wie in FMA oder RCMM� zugrun�
de liegen� Da die PM�Potentiale �bzw� �Kraftfelder� wie glatte Funktionen
behandelt werden k�onnen� k�onnen die Resultate f�ur die tats�achlichen Teil�
chenpunkte interpoliert werden�

Die Leistung der P�M#PME�Methode f�ur die Simulation eines zeitab�
h�angigen Systems wird verbessert� wenn die Behandlung der beiden Berei�
che �PP bzw� PM� folgenderma�en abl�auft� Die PP�Wechselwirkungen wer�
den in jedem Zeitschritt berechnet� wobei jeweils die aktuellsten Informatio�
nen �uber die Teilchenpositionen benutzt werden� Die PM�Wechselwirkungen
werden dagegen nur nach jedem ��� bis ��� Zeitschritt neu berechnet� Diese
Verfahrensweise hat in Tests die Berechnungszeit um durchschnittlich ein
Drittel verk�urzt�

In ���� wird behauptet� da� P�M�Methoden allein
�
keine extrem genauen

Resultate erzielen� und daher nur mit Vorsicht f�ur pr�azise Simulationen
langer Zeitr�aume eingesetzt werden sollten� Dort ������ 	ndet sich auch ein
Vergleich der Methode mit Hockney und Eastwoods Verfahren� Hinsichtlich
der Gesamtleistung sollen beide vergleichbar sein�

����� Macroscopic�Multipole�Methode 
MMM�

Die MM�Methode von Lambert et al� ����� ein O����Algorithmus� verwendet
Fast�Multipole�Verfahren� um die elektrostatischen Kr�afte eines Systems zu
berechnen� das aus endlich vielen periodischen Einheitszellen besteht� Die
Teilchen werden dabei �uber ein Gitter aus �k��k ��D� bzw� �k��k��k ��D�
Zellen verteilt� Die Methode basiert wieder auf der Beobachtung� da� die
periodischen Kopien der Einheitszelle dieselben Multipole�Koe�zienten wie
diese besitzen� eine einmalige Berechnung dieser Koe�zienten also gen�ugt
�siehe auch Abschnitt �������

Die Simulationszelle wird wie im FMA rekursiv in kleinere Unterzellen
geteilt� Die Multipole�Entwicklung jeder Unterzelle wird auf dem feinsten
Level berechnet� und Unterzellen werden je zu gr�o�eren Strukturen bis hin
zur Einheitszelle zusammengefa�t �upward pass�� Nun werden makrosko�
pische Multipole�Prozeduren aufgerufen� um die Multipole�Entwicklung Mi

f�ur die Zelle Si �i � �� � � � � k� �� zu berechnen�

Der nun folgende Schritt startet auf dem h�ochsten Level �i � k� und
konvertiert Mi in eine lokale Entwicklung um die zentrale Einheitszelle� falls
das makroskopische Gebiet auf diesem Level

�
weit genug� von der zentralen

Einheitszelle getrennt ist� Sonst wird das Gebiet in � ��D� bzw� �� ��D�
Zellen geteilt� und obiges f�ur jede dieser Zellen durchgef�uhrt usw� Auf dem
untersten Level dieser Rekursion werden dann Kr�afte zwischen Zellen bzw�
Teilchen� die nicht weit genug voneinander entfernt sind� direkt berechnet�
Sind auf diese Weise alle makroskopischen Zellen behandelt worden� beginnt
der Downward Pass der FMA�

In Simulationen� die in der Praxis ablaufen� sorgen k � �� � � � � 
 und
p � �� �
 �p sei die Anzahl der Multipole�Terme� f�ur durchschnittliche bis
sehr genaue Resultate� Der vorgestellte Algorithmus ist au�erdem sehr e�zi�
ent und lediglich �����$ teurer als ein Fast�Multipole�Algorithmus f�ur eine
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einzelne Einheitszelle� Die Ergebnisse der MMM mit p � � und k � � und
Ergebnisse der Ewald�Summation zeigten eine �Ubereinstimmung in � bis �
signi	kanten Stellen� Eine h�ohere Genauigkeit wird durch Vergr�o�erung von
p erreicht� was allerdings die Rechenzeit verl�angert� MMM ist auch in der
Lage� e�zient nicht�kubische Systeme� d�h� �i��j��k�Gitter mit i �� j �� k�
zu behandeln� Dies erlaubt letztlich die Untersuchung z�B� von Ober��achen�
also Systemen� die endlich in einer der drei Dimensionen sind�

����� Zusammenfassung

Zusammenfassend ist festzustellen� da� die Komplexit�at aller vorgestellten
Multipole�Methoden zwischen O��� und O��log���� liegt� Die Macroscopic�
Multipole�Methode zeigt dabei die beste Kombination aus Genauigkeit und
E�zienz und ist zudem in der Lage� Systeme mit

�
irgendeiner� geometri�

schen Kon	guration zu simulieren�

��	 Weitere Verfahren

Berman und Greengard ���� haben eine neue generelle Methode zur schnel�
len Auswertung von Summen bestimmter Potentialfunktionen unendlicher
periodischer Systeme vorgestellt� Sie wurde f�ur zwei� und dreidimensiona�
le Systeme entwickelt� F�ur elektrostatische Punktladungssysteme verwendet
das Verfahren Multipole� und Taylor�Entwicklungen� um zu einer rekursi�
ven� unendlichen Summe zu gelangen� Diese ben�otigt die Auswertung einer
Funktion� die den Gitterpunktkoordinaten bestimmte endliche Summen zu�
ordnet�

In ���� ��� wurde die Ewald�Summation modi	ziert� um Systeme mit
weitreichenden Wechselwirkungen zu simulieren� die lediglich in zwei der drei
Dimensionen

�
unendlich� sind� Beispiele hierf�ur sind biologische Membra�

nen und polare Fl�ussigkeiten� Solche quasi�zweidimensionalen Systeme las�
sen sich n�amlich nicht direkt mit dreidimensionalen Implementierungen der
Ewald�Summation behandeln� weil dies eventuell zu unrealistischen Wech�
selwirkungen zwischen den Schichten der endlichen Dimension f�uhrt und das
Verfahren au�erdem ine�zient w�are� Die modi	zierte Methode soll dagegen
eine vern�unftige Geschwindigkeit und Genauigkeit erreichen� ben�otigt daf�ur
allerdings viel Speicherplatz�

Die hier bereits erw�ahnten Verfahren und Ans�atze sind die momentan
wohl am h�au	gsten eingesetzten� Es gibt aber noch eine ganze Reihe ande�
rer� die teilweise auch Mehrgitter�Verfahren verwenden� Hier sind z�B� Ar�
beiten von Brandt und Lubrecht ���� zu nennen� die ein schnelles Mehrgitter�
Verfahren f�ur die Multi�Integration �und diskrete Analoga� entwickelt ha�
ben�

��
 Zusammenfassung

Algorithmen aller drei Klassen �Standard�� Fourier� bzw� Multipole�basierte
Ewald�Summationen� sind heutzutage in Simulationspaketen vertreten� wenn
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auch eine konventionelle Ewald�Summation selten verwendet wird� da sie
teuer ist� Die Standard�Methoden sind am einfachsten zu programmieren
und die Fourier� etwas leichter als die Multipole�basierten�

Eine vergleichende Zusammenstellung von Berechnungszeiten und rela�
tiven Fehlern f�ur spezielle Tests� die in der Literatur f�ur einige der oben be�
schriebenen FFT� bzw� Multipole�Verfahren aufgezeichnet sind� 	ndet sich
z�B� in Tafel � in ����� Auch wenn die Werte schwer vergleichbar sind� da
verschiedene Rechner und Teilchensysteme verwendet wurden und ein Ver�
gleich in der Literatur oft nur zu Standard�Ewald�Methoden gezogen wird�
spiegelt die Tabelle doch folgenden allgemein beobachteten Trend wieder�

Die Multipole�Methoden erweisen sich als starke Konkurrenten zu den
Standard� und Fourier�Verfahren� Kleine Systeme� � � ����� k�onnen e�zi�
ent �hinsichtlich Rechenzeit und Genauigkeit� mit Standard�ES�Verfahren
simuliert werden� f�ur Systeme der Gr�o�enordnung ��� � ��
 sind Fourier�
Methoden �ublicherweise e�zienter� und f�ur noch gr�o�ere Systeme eventuell
spezielle Multipole�Methoden�

Allerdings h�angen solche Vergleiche stark davon ab� wie der jeweilige
Algorithmus auf dem jeweiligen Computer implementiert wird� So wird in
der Literatur von Systemgr�o�en � � ��� ���� bis � � ����� ���� berichtet� bei
denen Fourier� gerade noch so schnell wie Multipole�Verfahren sein sollen� In
���� wird sogar berichtet� da� FMA und eine direkte Implementierung der ES
sich erst bei � � ������ trennen sollen� Ausf�uhrliche Tests von Pollock und
Glasli ��
� f�ur P�M� FMA und ES� die auch parallele Implementierungen von
P�M und der Ewald�Summation vergleichen� kommen zu dem Ergebnis� da�
selbst bei sehr gro�en Teilchensystemen die P�M der FMA und der ES �auch
klar im Parallelen� vorzuziehen sei� Eine Entscheidung zwischen Fourier�
basierten und Multipole�Methoden ist also l�angst noch nicht gefallen�

F�ur Teilchensysteme� die wie Kristalle eine
�
vollst�andige� Periodizit�at

aufweisen� scheint aber noch immer die
�
echte� Ewald�Summation bzw� ihre

Durchf�uhrung mit Hilfe der FFT die beste Vorgehensweise zu sein�
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Kapitel �

Ein neues Verfahren

��� Einleitung

Die hier vorgestellte neue Methode� beschrieben in den Abschnitten ��� und
���� wurde im wesentlichen von Takumi Washio �
�� entwickelt� Sie basiert
auf der folgenden De	nition der elektrostatischen Energie E� die den Vorteil
hat�

�
mathematisch besser fa�bar� als die De	nition ����� zu sein�

E�p�� � � � � p�� �� lim
S��

E�S � p�� � � � � p�������

mit�

E
S � p�� � � � � p�� ��
�

�

�X
i��j

qiqj
�
jpi � pjj�S�
jpi � pjj �

X
n���

X
i�j

qiqj
�
jpi � pj � nj�S�
jpi � pj � nj

�

f�ur S � R�� Dabei sei � eine nichtnegative C��R��Funktion mit den fol�
genden Eigenschaften�

���� � � �

C��� ��

Z �

�
r����r�dr �
 �

�����

Das Kraftfeld f�ur die Punktladung �pi� qi� ist nun wieder de	niert durch

Fi �� �rpi E�p�� � � � � p�� ������

De	niert man noch f�ur x� y � R�� x �� y �N �d� und S � R� die Funktionen
G�S � �� �� durch

G�S � x� y� ��

�
��jx� yj�S�

jx� yj �
X
n���

�
��jx� y � nj�S�

jx� y � nj � ��jnj�S�

jnj
��

�Die Indexgrenzen � bzw� � f�ur Indizes� die sich auf die pi bzw� qi beziehen� werden im
folgenden oft weggelassen� Die entsprechenden Summen sind nat�urlich trotzdem endlich�

��
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und beachtet� da� wegen
P�

i�� qi � �X
i

q�i � �
X
i��j

qiqj

gilt� so erh�alt man

E�S � p�� � � � � p�� �
�

�

X
i��j

qiqjG�S � pi� pj� �

Sei nun � so gew�ahlt� da� die Funktionen G�S � �� �� f�ur S �
 gleichm�a�ig
gegen eine Funktion G��� �� konvergieren� Dann existiert o
enbar auch der
Grenzwert in ������

Wie im Anhang A�� gezeigt wird� ist die Funktion G d�periodisch und
durch folgende Poissongleichung charakterisiert�

� x� y � R� � �(xG�x� y� � �	
X

n�N 
d�

�y�n�x�� �	

d�
C��� �

lim
x�y

�
G�x� y�� �

jx� yj
�

� � �

�����

Die zweite Gleichung sorgt daf�ur� da� die L�osung f�ur G eindeutig bestimmt
ist� G l�a�t sich also mit einer Greenschen Funktion auf dem dreidimensiona�
len Torus T ��d� �� R��N �d� identi	zieren� H�atte man nun eine d�periodische
L�osung * der Poissongleichung

�(*�x� �
�X
i��

qi

�
�	

X
n�N 
d�

�pi�n�x�� �	

d�
C���

�

�
�X
i��

qi�	
X

n�N 
d�

�pi�n�x� �

so w�urde man wegen

*�x� �
�X
i��

qiG�x� pi� � const�

�Begr�undung analog Abschnitt ������ die elektrostatische Energie und das
Kraftfeld �formal� aus

E�p�� � � � � p�� �
�

�

�X
i��

qi�*�x�� qiG�x� pi��jx�pi �

Fi � �qirx �*�x�� qiG�x� pi��jx�pi
erhalten� Hierbei ergeben sich nun die folgenden Schwierigkeiten f�ur die Be�
rechnung von E und Fi aus einer �diskreten� L�osung f�ur *�

� Der Term limx�pi G�x� pi�� der �in R� nicht konvergiert� �ie�t in die
obige Formulierung mit ein� Er w�urde dem

�
Ein�u� jeder Punktladung

auf sich selbst� entsprechen�

� Die rechte Seite der obigen Poissongleichung weist Singularit�aten auf�
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��� Aufspaltung der Greenschen Funktion

����� De
nition von � und Aufspaltung von G

Um die elektrostatische Energie E und das Kraftfeld Fi letztendlich e��
zient berechnen zu k�onnen und dabei die oben geschilderten Probleme zu
umgehen� wird zuerst ��ahnlich der Ewald�Summation und Varianten� eine
Aufspaltung der Greenschen Funktion G in zwei Funktionen U und V vor�
genommen� Dazu wird eine auf ���
� de	nierte� stetige Funktion � mit den
folgenden Eigenschaften verwendet�

� � C����
�
 C���� �� �

lim
r
���

���r� � � �

sup
r������

j���r��rj �
 �

� j � f�� �� �� �g sup
r������

j�
j�j �
 �

� r � � � ��r� � � �Z �

�
��r��	r�dr � � �

�����

Ein Beispiel f�ur eine solche Funktion 	ndet sich im Abschnitt ������ Die
ersten vier Bedingungen werden vor allem im Abschnitt ����� f�ur Fehler�
absch�atzungen verwendet� De	niert man nun f�ur R � d�� die Funktionen
U und V als d�periodische L�osungen der folgenden Poissongleichungen mit
zus�atzlichen Bedingungen zum Erhalt jeweils einer eindeutigen L�osung�

�x � R� � �(U�R � x� � �	
X

n�N 
d�

�n�x�� �	

R�
�

� jxjd
R

�
����
�

lim
x��

�
U�R � x�� �

jxj
�

� � ������

�x � R� � �(V �R � x� �
�	

R�
�

� jxjd
R

�
� �	

d�
C��� ������

V �R � �� � � ������

wobei

jxjd �� min
n�N 
d�

jx� nj

sei� so ist

G�x� y� � U�R � x� y� � V �R � x� y� �

und die elektrostatische Energie l�a�t sich aus

E�p�� � � � � p�� �
�

�

�X
i��j

qiqjU�R � pi � pj� �
X
i�j

qiqjV �R � pi � pj�

�
������
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berechnen� Da� in der zweiten Summe auch die Summanden mit i � j
auftreten k�onnen� kommt daher� da� nach De	nition V �R � �� � � gilt�

Die Bedeutung von � besteht darin� eine stetige und st�uckweise �minde�
stens� dreimal stetig di
erenzierbare� sph�arisch symmetrische Verteilung

qi�

� jx� pijd
R

�
der Ladung qi um den Punkt pi zu bestimmen� Die Weite der Verteilung ist
durch den Radius R gegeben� Dies entspricht zusammen mit der Spaltung
von G der Grundidee der Ewald�Summation und verwandter Verfahren �ver�
gleiche besonders die Abschnitte ������ ����� und ������� Im folgenden werden
nun Gleichungen hergeleitet� die eine e�ziente Berechung von U und V und
somit E und Fi gestatten�

����� Berechnung von U

F�ur x � ��d��� d���� ist jxjd � jxj� und daher

�(U�R � x� � �	���x�� �	

R�
�

� jxj
R

�
�

Insbesondere f�ur jxj � R ist wegen R � d�� also jxjd � jxj� Unter der
Annahme� da� U sph�arisch symmetrisch� d�h� U�R � x� � X�R � jxjd� mit
passender Funktion X ist� liefert das Divergenz�Theorem von Gau� �siehe
����� aufgrund obigem� da� X durch das L�osen der folgenden gew�ohnlichen
Di
erentialgleichung erhalten werden kann�

� � � r � d�� � ��	r�
dX

dr
�R � r� � �	 � �	

R�

Z
jxj�r

�

� jxj
R

�
dx

� �	 � �	

R�

Z r

�
��t�R��	t� dt

� �	 � �	

Z r�R

�
��s��	s� ds

������

mit der zus�atzlichen Bedingung

lim
r��

�
X�R � r�� �

r

�
� � �������

De	niert man

+�r� �� �	

Z r

�
��s�s� ds �

,�r� �� �	

Z r

�
��s�s ds �
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so erh�alt man folgende Schar von L�osungen der Di
erentialgleichung �a �� ��
c � R��

X�R � r� � c �
�

r
�

Z r

a

+�t�R�

t�
dt

�
�

r
�

�
�+�t�R�

t

�r
a

�

Z r

a

+��t�R�

tR
dt

�
�

r
� +�r�R�

r
�

+�a�R�

a
�

�	

R�

Z r

a
��t�R�t dt

�
�

r
� +�r�R�

r
�

+�a�R�

a
�

�	

R

Z r�R

a�R

��s�s ds

�
�

r
� +�r�R�

r
�

+�a�R�

a
�

,�r�R�

R
� ,�a�R�

R
�

wobei sich aus ������ und �����

+�a�R�

a
� ,�a�R�

R
� c � �

ergibt� Dies liefert f�ur � � jxjd � d�� also�

U�R � x� � X�R � jxjd�
�

�

jxjd �
+�jxjd�R�

jxjd �
,�jxjd�R�

R
�

������

F�ur r � � ist wegen ����� o
enbar

+�r� � � �

,�r� � ,��� �
������

Ebenfalls wegen ����� ergibt sich f�ur jxjd � R

�(U�R � x� � � �������

U�R � x� ist also f�ur jxjd � R konstant� Weil aber R � d�� ist und f�ur
jxjd � �R� d��� aus den obigen Ergebnissen ������ und ������

U�R � x� �
�

jxjd �
�

jxjd �
,���

R

�
,���

R

folgt� ist auch

� jxdj � R � U�R � x� �
,���

R
�����
�

Die oben gemachte Annahme� da� U�R � x� � X�R � jxjd� gilt� f�uhrt also
zu einer eindeutigen L�osung U der Gleichungen ������ und ������� Ande�
rerseits erf�ullt die erhaltene Funktion auch die Gleichungen ���
� und ������
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wie man leicht nachrechnen kann� und ist damit die gesuchte L�osung dieser
Gleichungen� Aus ����
� und den GleichungenX

i ��j�jpi�pj jd�R
qiqj �

X
i

qi

� X
j
��i��jpi�pjjd�R

qj

�
�

X
j
 ��i��jpi�pj jd�R

qj �
X

j
��i��jpi�pj jd
R
qj � qi �

X
j

qj � �

erh�alt man nun

�

�

X
i��j

qiqjU�R � pi � pj�

�
�

�

X
i��j�jpi�pj jd
R

qiqjU�R � pi � pj� �
,���

�R

X
i��j�jpi�pj jd�R

qiqj

�
�

�

X
i��j�jpi�pj jd
R

qiqjU�R � pi � pj� �
,���

�R

X
i

qi��qi �
X

j
��i��jpi�pj jd
R
qj�

�
�

�

X
i��j�jpi�pj jd
R

qiqj

�
U�R � pi � pj�� ,���

R

�
� ,���

�R

X
i

q�i

�
�

�

X
i��j�jpi�pj jd
R

qiqj

�
��+�jpi � pj jd�R�

jpi � pj jd �
,�jpi � pj jd�R�� ,���

R

�

� ,���

�R

X
i

q�i �

������

Dies zeigt� da� man f�ur jedes pi den Cut�O
 au�erhalb des Kreises um pi
mit Radius R in der Berechnung des ersten Terms der rechten Seite von
������ ohne jeden Fehler anwenden kann�

����� Berechnung von V

Nachdem nun also eine Formel zur schnellen Berechnung von U entwickelt
wurde� soll dies auch f�ur V geschehen� Sei nun ��R � �� eine d�periodische
L�osung der Gleichung

�(��R � x� �
�X

j��

qj

�
�	

R�
�

� jx� pj jd
R

�
� �	

d�
C���

�

�
�	

R�

�X
j��

qj�

� jx� pj jd
R

�
�

������

Da dies eine �dreidimensionale� Poissongleichung darstellt� deren rechte Seite
wegen R � d�� stetig �und st�uckweise �dreimal� stetig di
erenzierbar� und
d�periodisch ist und die Kompatibilit�atsbedingung ����� erf�ullt� gilt mit der
De	nition von V o
ensichtlich

��R � x� �
�X

j��

qjV �R � x� pj� � const� �
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und somit wegen
P�

i�� qi � �

�

�

X
i�j

qiqjV �r � pi � pj� �
�

�

X
i

qi��R � pi� �������

Damit hat man nun die Berechnung der rechten Summe in ������ auf die
Bestimmung von ��R � �� zur�uckgef�uhrt� Dies hat den Vorteil� da� zur Be�
rechnung einer N�aherungsl�osung �h�R � �� von ������ eines der Mehrgitter�
Verfahren aus Kapitel � eingesetzt werden kann� Hierbei mu� allerdings be�
achtet werden� da� im allgemeinen nicht f �� C����� d��� gilt� wobei f die
rechte Seite von ������ darstellt �vergleiche Abschnitte ����� und �����

����� Berechnung von E und Fi

Unter Ausnutzung von ������ und ������ f�ur ������ ergibt sich zusammen�
fassend also folgende Gleichung zur Berechnung von E�

E�p�� � � � � p��

�
�

�

�X
i��j

qiqjU�R � pi � pj� �
X
i�j

qiqjV �R � pi � pj�

�

�
�

�

X
i ��j�jpi�pjjd
R

qiqj

�
�� +�jpi � pj jd�R�

jpi � pj jd �
,�jpi � pj jd�R�� ,���

R

�

� ,���

�R

X
i

q�i �
�

�

X
i

qi��R � pi� �

Zur Herleitung der entsprechenden Formel f�ur die Fi mu� E gem�a� �����
noch abgeleitet werden� Dazu werden die folgenden Gleichungen ben�otigt�

rx

�
�

jxj
�

� � x

jxj� �

rx

�
+�jxj�R�

jxj
�

�
�	

R�
x�

� jxj
R

�
� x

jxj�+

� jxj
R

�
�

rx

�
,�jxj�R�

R

�
�

�	

R�
x�

� jxj
R

�
�

Mit xd � a � x �N �d�� so da� jaj � jxjd gilt� ist dann

rx U�R � x� � � xd
jxj�d

� �	

R�
xd�

� jxjd
R

�
�

xd
jxj�d

+

� jxjd
R

�
�

�	

R�
xd�

� jxjd
R

�
und somit

rpi U�R � pi � pj� � ��pi � pj�d
jpi � pj j�d

�
��+

� jpi � pj jd
R

��
�
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Au�erdem gilt �da V wie U entsprechend Abschnitt ����� sph�arisch symme�
trisch ist��

rpi

�

�

X
j

qj��R � pj� �
�

�
rpi

X
j�k

qjqkV �R � pj � pk�

�
�

�
rpi

X
j

�qiqjV �R � pi � pj�

� qirpi��R � pi� �

Dann kann das auf die i�te Punktladung wirkende Kraftfeld insgesamt fol�
genderma�en berechnet werden�

Fi � �qi
X

j
 ��i��jpi�pj jd
R
qjrpi U�R � pi � pj�� qirpi ��R � pi�

� qi
X

j
��i��jpi�pj jd
R
qj

�pi � pj�d
jpi � pj j�d

�
��+

� jpi � pj jd
R

��
� qirpi ��R � pi� �

��� Diskrete L�osung

����� Ein Algorithmus zur Berechnung von E und Fi

Im folgenden bezeichnen Eh und Fh�i die Approximationen f�ur E und Fi�
die mit Hilfe einer N�aherungsl�osung �h�R � �� f�ur ��R � �� auf einem Gitter
�h �siehe dazu Kapitel �� berechnet werden sollen� Die Zellgr�o�e ist hierbei
�o�B�d�A�� durch d � � gegeben�

Zur Bestimmung von Eh und Fh�i wurde das FORTRAN�Programm
CHEM erstellt� welches in sechs Schritten die diskreten L�osungen bestimmt�

�� �� R und h geeignet w�ahlen� pi und qi einlesen�

�� Die �diskrete� rechte Seite von ������ berechnen�

�� Eine diskrete L�osung f�ur ��R � �� bestimmen�

�� Mit obigem � die Funktionen + und , durch �exakte� Integration be�
rechnen�

�� Die N�aherung Eh berechnen�


� Die N�aherung Fh�i f�ur alle i � �� � � � � � berechnen�

Zum ersten Schritt�

Beispielsweise erf�ullt die folgende Funktion � alle Bedingungen in ������

��r� ��

�
��


����
�� � cos �	r�� f�ur r � ��

� sonst�
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Durch diese Wahl von � k�onnen die Funktionen + und , leicht berechnet
werden �siehe vierter Schritt�� Sie wird im folgenden immer verwendet� Als
weitere Parameter m�ussen der Radius R und die Maschenweite h � �p mit
p � N des Gitters �h �siehe auch Kapitel �� festgelegt werden� Siehe dazu
auch Abschnitt ������

Aus einer vorher erzeugten Datei werden � und die Ladungspunkte
�pi� qi� �i � �� � � � � �� nacheinander eingelesen� Da die Werte jpi�pj jd sp�ater
bei der Berechnung sowohl von Eh als auch Fh gebraucht werden� kann man
sie an dieser Stelle einmal berechnen und abspeichern �wenn genug Speicher
vorhanden ist�� Da sich alle pi in ��� ��� be	nden� gen�ugt zur Berechnung
von jpi � pj jd die Betrachtung der jpi � pj � nj mit n � f�n�� n�� n�� j ni �
f��� �� �g� i � �� �� �g� Ist f�ur den Abstand ein Wert � ��� erreicht �falls
dies m�oglich ist�� hat man jpi � pj jd bereits gefunden und kann die Suche
abbrechen� Ansonsten wird das Minimum �� ���

p
�� bestimmt� Zus�atzlich

sollte auch der Vektor �pi � pj�d abgespeichert werden �f�ur Fh��

Zum zweiten Schritt�

Bevor man ������ numerisch l�osen kann� mu� die rechte Seite

f�x� �
�	

R�

X
i

qi�

� jx� pijd
R

�
������

auf dem Gitter �h diskretisiert werden� Dies geschieht in mehreren Schritten�

Schritt �A�� Zuerst wird eine Hilfsfunktion �hilf berechnet� Sie stellt
die Diskretisierung der Ladungsverteilungsfunktion ��jxj�R� mit Zentrum
��� �� �� dar� Der Faktor �	�R� in ������ wird dabei bereits ber�ucksichtigt�

� x � Gh 
 ��R�R�� � �hilf�x� ��

�

��
jxj�R�

R� f�ur jxj � R�

� sonst�

Im Algorithmus wird �hilf nat�urlich nur in Gh 
 ��� R�� berechnet� da die
Funktion sph�arisch symmetrisch ist�

Schritt �B�� F�ur jeden Ladungspunkt pi � �pi�� pi�� pi�� �i � �� � � ���
wird festgestellt� ob er ein Gitterpunkt ist� d�h� pi � �h gilt� Falls dies
nicht der Fall ist� wird eine trilinear gewichtete Verteilung seiner Ladung
auf die umliegenden � Gitterpunkte vorgenommen� wobei die Torusstruktur
gegebenenfalls ausgenutzt wird� Sind die Wichtungsfaktoren s�� s� und s�
durch

s� � �� �pi��h� int�pi��h�� �

s� � �� �pi��h� int�pi��h�� �

s� � �� �pi��h� int�pi��h��

gegeben� wobei int�z� den ganzzahligen Anteil von z bezeichne� so erh�alt
beispielsweise der Gitterpunkt

�
rechts vorn oben� � von pi �

�int�pi��h� � h � h� int�pi��h� � h� int�pi��h� � h � h� �

�falls er in �h liegt� sonst die entsprechende periodische Kopie�
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den Ladungsanteil

��� s��s���� s��qi �

Analog berechnen sich die Anteile f�ur die anderen � Punkte�

Schritt �C�� Nun wird die diskrete Entsprechung fh zu f berechnet� Dazu
wird die Hilfsfunktion �hilf �d�h� ihr Zentrum� auf pi bzw� die � Gitterpunkte
um pi jeweils verschoben �f�ur alle i � �� � � � � ��� Dabei wird die Torusstruk�
tur explizit beachtet� d�h� f�ur jedes pi wird vorher berechnet� wann �hilf
die Grenzen von �h erreicht� Dann werden die entsprechenden Teile von
f�hilf�x� jx � Gh 
 ��� R��g gezielt verschoben� Auf diese Weise erspart man
sich �wie auch schon in den Mehrgitter�Verfahren der Kapitel � und �� die
Anwendung der Modulo�Funktion�

Hinzu kommen gem�a� ������ die Ladungen qi bzw� die durch die sj ge�
wichteten Anteile als Faktoren� Die sich so ergebenden Werte werden zu be�
reits vorhandenen f�ur die jeweiligen Gitterpunkte addiert� Letztlich erh�alt
man so die Gitterfunktion fh�

Schritt �B� und Schritt �C� werden im Algorithmus miteinander verbun�
den� Dabei stellt Schritt �B� die �au�ere und Schritt �C� die innere Schleife
dar�

Zum dritten Schritt�

Die trilinear gewichtete Verteilung der Ladungen bewirkt o
ensichtlich� da�
fh bereits die diskrete Kompatibilit�atsbedingung ���
� erf�ullt� Daher ist die
L�osung der diskreten Poissongleichung

�(h�h�R � �� � fh

existent und bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt� Sie wird nun mit
Hilfe eines der Mehrgitter�Verfahren ����FR�D oder FR�D� aus Kapitel �
berechnet�

Zum vierten Schritt�

Um nur an m�oglichst wenigen Stellen im ganzen Proze� mit N�aherungsl�osun�
gen rechnen zu m�ussen� ist es von Vorteil� die Funktionen , und + explizit
angeben zu k�onnen� Andererseits ist es wichtig� beide Funktionen schnell
auszuwerten� um den Rechenaufwand m�oglichst gering zu halten� Insbeson�
dere soll eine zeitraubende numerische Integration vermieden werden�

Verwendet man das oben angegebene �� so erh�alt man durch partielle
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Integration�

+�r� � �	

Z r

�
��s�s� ds

�
�	�

	� � 


�
�

�
r� �

�

	
r� sin �	r� �

�

	�
r cos �	r�� �

	�
sin �	r�

�
�

,�r� � �	

Z r

�
��s�s ds

�
�	�

	� � 


�
�

�
r� �

�

	
r sin �	r� �

�

	�
cos �	r�� �

	�

�
�

,��� �
�	� � ��

�	� � ��
�

In diesem Falle sind beide Funktionen also explizit bestimmbar und schnell
auswertbar�

Zum f�unften Schritt�

Mit Hilfe der bereits bestimmten Funktion �h�R � �� kann man nun eine
N�aherungsl�osung f�ur E angeben�

Eh�p�� � � � � p�� �
�

�

X
i�
j�jpi�pj jd�R

qiqj

�
����jpi � pj jd�R�

jpi � pjjd �
��jpi � pjjd�R�� ����

R

�

� ����

�R

X
i

q�i �
�

�

X
i

qi�h�R � pi�

�
�X
i
�

i��X
j �
i�jpi�pj jd�R�j
�

qiqj

�
����jpi � pj jd�R�

jpi � pj jd

�
��jpi � pjjd�R�� ����

R

�
� ����

�R

X
i

q�i �
�

�

X
i

qi�h�R � pi� �

������

Die Umformung hat den Vorteil� da� die Gleichheit von je zwei Summan�
den der Doppelsumme ausgenutzt wird� Da sie jeweils nur einmal berechnet
werden� halbiert sich der Aufwand zur Berechnung der Doppelsumme�

Falls ein pi kein Gitterpunkt ist� existiert kein Wert f�ur �h�R � pi�� In
diesem Falle wird mit Hilfe der umliegenden � Gitterpunkte durch trilineare
Interpolation �vergleiche den ersten Schritt� ein Wert gewonnen�

Zum sechsten Schritt�

Ebenso kann mit Hilfe der �h�R � pj� schlie�lich eine Approximation Fh�i
bestimmt werden�

Fh�i �qi
X

j
��i��jpi�pj jd
R
qj

�pi � pj�d
jpi � pj j�d

�
�� +

� jpi � pj jd
R

��
� qirh�pi �h�R � pi� �

������
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Hierbei wird die Approximation rh�pi �h�R � pi� f�ur den Gradienten wie
folgt berechnet�

rh�pi �h�R � pi� �

�
BBBBBB	

�
h

�
�h�R � �pi� � ���h� pi�� pi���� �h�R � �pi� � ���h� pi�� pi���

�

�
h

�
�h�R � �pi�� pi� � ���h� pi���� �h�R � �pi�� pi� � ���h� pi���

�

�
h

�
�h�R � �pi�� pi�� pi� � ���h��� �h�R � �pi�� pi�� pi� � ���h��

�
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Dieses Verfahren zur n�aherungsweisen Berechnung des Gradienten ist dank
der hier verwendeten symmetrischen Sterne zweiter Ordnung �siehe auch
�������� Die Werte f�ur �h�R � x� an den entsprechenden Stellen x erh�alt
man jeweils wieder durch trilineare Interpolation aus den umliegenden �
Gitterpunkten�

����� Rechenaufwand

Der Rechenaufwand W ���R� h� h�angt ab von der Anzahl � der Teilchen in
der Einheitszelle Q�� der Gr�o�e des Radius R und der Maschenweite h� Er
setzt sich aus den vier Anteilen Wi �i � f�� �� �� 
g� f�ur den zweiten� drit�
ten� f�unften und sechsten Schritt zusammen� die im wesentlichen folgende
Gestalt haben�

W� � �����R�h�� � ������R�h�� �

W� � �����h�� �

W� � �����den�R� ���� ����� �

W� � �����den�R� ���� ����� �

Hierbei bezeichnen die �j von �� R und h unabh�angige Proportionalit�ats�
konstanten� Ist �den�i�R� �� �i � �� � � � � �� die Anzahl der Ladungspunkte
pj � die h�ochstens den Abstand R �gemessen mittels j � jd� von pi �i �� j�
haben� so ist �den�R� �� der Durchschnitt dieser Werte� R ist nun f�ur ein
System aus � Teilchen immer so w�ahlbar� da� �den�R� �� unterhalb eines
fest vorgegebenen Wertes bleibt� der bei gro�em � deutlich kleiner als � ist�

Der erste Summand von W� gibt die Arbeit f�ur Schritt A� der zweite
Summand die Arbeit f�ur die Kombination von Schritt B und C an� Letzterer
ist vor allem dank der Abh�angigkeit von � und der trilinear gewichteten
Verteilung auf je � Punkte deutlich aufwendiger� so da� man f�ur W�

W� � ������R�h��

schreiben kann� F�ur W� wird angenommen� da� �h mit einem der Mehrgitter�
Verfahren aus Kapitel � in der FMG�Version berechnet wird� W� ergibt sich
direkt aus der Gleichung zur Berechnung von Eh �siehe f�unften Schritt��
wobei in ����� der Aufwand f�ur die letzten beiden Summanden steckt� W�

spiegelt schlie�lich den Aufwand f�ur die Berechnung aller Fh�i �i � �� � � � � ��
wider�

Liegt eine gleichm�a�ige Verteilung der pi im W�urfel ��� ��� vor� so ist
�den�R� �� �im Idealfall� proportional zu �����R�� � �R�� Dann gilt mit
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�den�R� �� � ���R
� �

W� � �������R
�� � ����� �

W� � �������R
�� � ����� �

Bei der Wahl der Parameter R und h mu� beachtet werden� da� ein kleineres
R bei festem h und gegebenem Teilchensystem� d�h� festem �� zwar
den Rechenaufwand deutlich herabsetzt � W� und jeweils der erste Term von
W� und W� sind proportional zu R� �� allerdings dazu f�uhrt� da� �h�R � ��
eine schlechtere N�aherung f�ur ��R � �� darstellt� weil die rechte Seite f von
������ im Grenzfall R�
 Singularit�aten in den pi aufweist� Bei kleinerem
R mu� also normalerweise auch h kleiner gew�ahlt werden� um etwa die
gleiche Genauigkeit zu erreichen�

Verkleinert man h sogar im gleichen Ma� wie R� so da� also R�h etwa
konstant bleibt� ist auch W� konstant� und man hat einerseits ein propor�
tional zu ���h�� �d�h� der Anzahl der Gitterpunkte� wachsendes W�� ande�
rerseits gegen ����� bzw� ����� schrumpfende W� bzw� W�� Ein zu kleines R
ist bei festem � also nicht vorteilhaft� da der Verlust an Genauigkeit nicht
mehr durch einen kleineren Rechenaufwand gerechtfertigt wird� �Ahnliche
�Uberlegungen gelten o
ensichtlich umgekehrt f�ur zu gro�e h�

Der Gesamtrechenaufwand in Abh�angigkeit der Systemgr�o�e � soll
nun im Vordergrund stehen� W� und W� sind o
ensichtlich im wesentlichen
proportional zu �� wenn R jeweils so klein gew�ahlt wird� da� �den�R� �� etwa
konstant bleibt� Bei einer gleichm�a�igen Teilchenverteilung bedeutet das�

�R� � const�

� R � const��������� �

Bei festem h �uberwiegen dann f�ur gen�ugend gro�es � die Terme W� und W�

die Terme W� und W� deutlich� so da� hier ein O����Verfahren vorliegt�

Aber auch in dem Fall� da� aufgrund obiger �Uberlegungen zus�atzlich
h kleiner gew�ahlt wird� und zwar sogar so klein� da� R�h �etwa� konstant
bleibt� ist W� im wesentlichen proportional zu �� Au�erdem ist dann h pro�
portional zu ������ und daher auch W� im wesentlichen proportional zu ��
Auf diese Weise ergibt sich ebenfalls ein O����Algorithmus zur Berechnung
von E und Fi�

����� Fehlerabsch�atzungen

Wie man aus ������ und ������ ersehen kann� h�angt die Genauigkeit der be�
rechneten N�aherungsl�osungen Eh bzw� Fh�i direkt von den globalen Diskre�

tisierungsfehlern jj��R � ����h�R � ��jj� bzw� jj��
R�	�xj
� �rh�x�h�R � ���jjj�

�mit x � �x�� x�� x��� ab� Absch�atzungen f�ur diese Gr�o�en gibt der folgende
Satz an�

Satz 
 � Wenn � den Bedingungen ����� gen�ugt �wie etwa die Funktion aus
Abschnitt ������ und � x � �h � fh�x� � f�x� angenommen wird� gilt f�ur
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jedes a � ��� ��h� und j � �� �� �

jj��R � ��� �h�R � ��jj� � c�h
��a� ln �ah��

�X
k��

max
	h

jr�
h�k�hj������

�c�
h�

R�

�
sup
�����

j�j� sup
�����

j��j� sup
�����

j���j
�
�









���R � ��
xj

� �rh�x�h�R � ���j









�
� c�h

��a� ln �ah��
�X

k��

max
	h

jrh�jr�
h�k�hj

������

�c

h�

R


�
sup
�����

j�j� sup
r������

j���r��rj� sup
�����

j���j� sup
�����

j����j
�
�

Hierbei sind die ci Konstanten und

rh�j�h �� �rh�x�h�R � ���j �

wobei Werte au�erhalb �h �bzw� Gh� siehe Kapitel �� wie im sechsten Schritt
trilinear interpoliert werden� Falls die entsprechenden Ableitungen existie�
ren� gilt au�erdem�





����x�k
�R � x�





 � c�
�� � j lnRj� sup j�j� sup j��j

R�
�

������





 ����xjx�k
�R � x�





 � c�
�� � j lnRj� sup j��j� supr������ j���r��rj� sup j���j

R

�

����
�

Der Beweis dieses Satzes 	ndet sich in �
��� Wie man leicht nachrechnen
kann� be	ndet sich bei festem � � h � � das absolute Minimum der Funktion
a� ln �ah� �f�ur � � a� �uber a � �� Es betr�agt �� ln �h��

Die folgende Diskussion der Konvergenzordnung wird zuerst f�ur konstan�
tes R gef�uhrt� Wenn jeweils der erste Term in den obigen Absch�atzungen

�uberwiegt� handelt es sich bei dem oben vorgestellten Algorithmus etwa
um ein O�h��� � ln �h����Verfahren hinsichtlich der Konvergenz� Sind bei�
de Terme ungef�ahr gleichgewichtig� verbessert sich dies auf O�h��� ln �h����
und bei einem �Uberwiegen des zweiten Termes auf O�h�� �f�ur h � ��e ist
h��� ln �h�� gr�o�er als h��� Da h���� ln �h�� � h f�ur die betrachteten h ist�
konvergiert das Verfahren also schneller als linear �O�h���

Ist nun h konstant und wird das Verhalten obiger Absch�atzungen f�ur
variables R betrachtet� mu� man beachten� da� jeweils der zweite Term der
rechten Seite von ������ bzw� ������ zwar proportional zu R�� bzw� R�
 ist�
die Abh�angigkeit des jeweiligen ersten Terms von R aber nicht so deutlich
zu erkennen ist� Die Gleichungen ������ und ����
� geben lediglich einen
Hinweis auf das Verhalten von �h�

Au�erdem fehlt aufgrund der Annahme �x � �h � fh�x� � f�x� noch die
Ber�ucksichtigung der Verteilung der Ladungen auf die jeweils umliegenden
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acht Gitterpunkte �siehe Abschnitt ������ zweiter Schritt�� Dies hat Auswir�
kungen auf die Abh�angigkeit der Fehler von h und R�

Die Auswirkungen der Wahl verschiedener R und h auf die Ergebnisse
werden nun im n�achsten Abschnitt anhand einiger Beispiele untersucht�

��� Numerische Ergebnisse

Um dem grundlegenden numerischen Verhalten des Verfahrens auf die Spur
zu kommen� werden Systeme mit nur zwei bzw� drei Partikeln untersucht�
F�ur R werden Werte aus dem maximal m�oglichen Intervall ��� d������� ����
und f�ur h die Werte �

�� � �
�
 und �

��� gew�ahlt� Die getesteten Beispielsysteme
	nden sich am Ende des Abschnitts�

����� Das Verhalten des verwendeten Mehrgitter�Verfahrens

Zur Berechnung der Funktion �h werden entsprechend der Ergebnisse in Ka�
pitel � die Programme ���FR�D oder FR�D verwendet� Bei allen getesteten
Beispielen ergeben sich durchschnittliche Konvergenzraten� die vor allem f�ur
kleine R etwas schlechter als die in Kapitel � angegebenen sind� Hier macht
es sich bemerkbar� da� f �� C����� ���� ist und im Grenzfall R � 
 die
Funktion f � also die rechte Seite der zu l�osenden Poissongleichung �������
Singularit�aten in den pi aufweist� Die Raten liegen aber in jedem Fall un�
ter den asymptotischen Konvergenzraten �� und sind beispielsweise bei der
Verwendung von ���FR�D�W����� kleiner als �����

Die entsprechenden FMG�Versionen der beiden Programme verhalten
sich wie in Abschnitt ����� beschrieben� Insbesondere ist f�ur ���FR�D�W�����
und FR�D im W�Cycle r � � ausreichend� um die verlangte Genauigkeit zu
erreichen �siehe Bedingung ������� Die im Abschnitt ����� gemachte Annah�
me �uber den Rechenaufwand W� tri
t also zu�

����� Das Fehlerverhalten von Eh und Fh

Um Referenzwerte f�ur E und die Fi zu erhalten� wird ����� mit gro�en S und
mittels eines Cut�O
�Schemas �vergleiche ������ ausgewertet� Die jeweiligen
minimalen Fehler jE �Ehj liegen dann bei den Beispielen zwischen � � ����

und � � ���
� die maxi jjFi � Fh�ijj� zwischen � � ���� und � � ����� wobei
hinsichtlich der Anzahl � der Teilchen kein �negativer� Trend zu erkennen
ist�

Grunds�atzlich ist zu beobachten� da� bei gegebenem System und festem
h die Auftragungen von

ln jE � Ehj gegen ln �R�������

bzw� von

ln max
i
jjFi � Fh�ijj� gegen ln �R� �������

die zur Ermittlung der Konvergenzordnungen bez�uglich R dienen� Knicke
oder zumindest deutliche Steigungs�anderungen aufweisen �siehe Abbildun�
gen ���� ��� und ����� deren Anzahl gleich der Anzahl der verschiedenen
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jpi�pj jd �i �� j� ist� Unter der Annahme� da� nicht zwei verschiedene Punk�
tepaare den gleichen Abstand aufweisen� tritt die maximal m�ogliche Zahl
von Knicken auf� n�amlich �

�
�

�
�

�
�� ��

�
�

Der Grund f�ur das Auftreten dieser Knicke ist darin zu sehen� da� die
Funktion f f�ur ein R � jpi � pj jd gegen�uber einem R � jpi � pj jd eine auch
qualitativ andere Gestalt hat� Je mehr Abst�ande jpi � pj jd der Radius R

�ubersteigt� desto mehr �Uberschneidungen der Ladungsverteilungsfunktionen
��jx � pijd�R� �j � �� � � � � �� weist f auf� Dies schl�agt sich letztendlich in
den Absch�atzungen nieder� wie im Beweis des Satzes � in �
�� zu erkennen
ist�

Das Fehlerverhalten von Eh in Abh�angigkeit von R

Die Auftragungen ������ f�ur ��Teilchen�Systeme ergeben Kurven� deren Stei�
gungen f�ur R � jp� � p�jd etwa bei �� liegen� f�ur R � jp� � p�jd dagegen
etwa bei �� �siehe Abbildung ����� Das bedeutet� da� sich die Fehler bei
konstantem h wie R�� bzw� R�
 verhalten� Bei diesen und den folgenden
Aussagen mu� beachtet werden� da� f�ur sehr kleine R� d�h� f�ur R � ����
Abweichungen auftreten k�onnen�

Bei ��Teilchen�Systemen verwischen die Knicke etwas� wenn sich die Wer�
te jpi � pj jd �uber den m�oglichen Bereich verteilen� Die Systeme zeigen aber
erwartungsgem�a� nur einen Knick bei jpi� � pj� jd� wenn dieser Wert etwas
weiter von ��� entfernt ist und die zwei anderen jpi � pj jd nahe ��� liegen
�R � d�� � ����� Auch bei ��Teilchen�Systemen besitzen die Kurven Stei�
gungen zwischen �� und ��� in einigen F�allen in der N�ahe von ��� auch
noch etwas kleinere �������

Das Fehlerverhalten von Fh in Abh�angigkeit von R

Die Kurven ������ zeigen dagegen kein einheitliches Verhalten hinsichtlich
der Steigungen� Die Systeme lassen sich in Bezug auf die Gestalt ihrer Gra�
phen in zwei Gruppen teilen� Die erste Gruppe besteht aus Systemen� deren
pi Gitterpunkte darstellen �

�
Gitterpunktsysteme��� Hier entf�allt die Vertei�

lung einer Ladung qi auf die umliegenden acht Gitterpunkte� Die zweite
Gruppe besteht aus den �ubrigen Systemen� Hier 	ndet mindestens eine La�
dungsverteilung statt�

Bei allen getesteten ��Teilchen�Systemen existiert erwartungsgem�a� ein
Knick bzw� ein Sprung der Kurven bei jp��p�jd� Falls es sich um ein Gitter�
punktsystem handelt� liegt f�ur R � jp�� p�jd die Steigung der Kurve ������
zwischen �� und �� bei R � jp� � p�jd macht die Kurve einen Sprung nach
unten� und f�ur R � jp� � p�jd zeigen sich negative Steigungen etwa in der
Gr�o�enordnung �� �vergleiche Abbildung �����

Liegt kein Gitterpunktsystem vor �vergleiche Abbildung ����� besitzt die
Kurve ������ einen Knick bei R � jp� � p�jd� Links davon ergeben sich
negative Steigungen� die f�ur kleine R zwischen �� und �� liegen� Dement�
sprechend verhalten sich die Fehler wie R�
 bzw� R��� Auf der rechten Seite



	��� NUMERISCHE ERGEBNISSE ��

der Knickstelle steigt die Kurve erst kurz bis zu einem Maximum� um dann
wieder mit �ahnlichen Steigungen zu fallen� Dank des lokalen Minimums bei
jp� � p�jd� ist dieses R eine gute Wahl� falls es nicht zu nah an ��� liegt�
Denn auch wenn f�ur gro�e R der Fehler wieder etwas kleiner wird� ist doch
bei R � jp� � p�jd der Rechenaufwand dann letztlich geringer�

��Teilchen�Systeme weisen bis zu drei Knicke bzw� Spr�unge auf� F�ur die
Umgebung jeder dieser Stellen gilt das f�ur ��Teilchen�Systeme Gesagte�

Diese Ergebnisse zeigen� da� die Absch�atzungen ������ und ������ im Satz
� mit Vorsicht betrachtet werden m�ussen� F�ur den ersten Term der jeweili�
gen rechten Seite darf man nicht leichtfertig die Absch�atzungen ������ bzw�
����
� verwenden und erwarten� da� sich die Fehler �uberall wie R�� bzw�
R�
 verhalten� Au�erdem wurde in Satz � die Ladungsverteilung noch nicht
ber�ucksichtigt �s�o���

Tats�achlich mu� bei Eh f�ur
�
gro�e� R eher mit einer Proportionalit�at

zu R�
 und bei Fh f�ur nicht zu gro�e R �bei Nicht�Gitterpunktsystemen�
mit einer Proportionalit�at zu R�� gerechnet werden� Gerade die letzte Be�
obachtung ist wichtig� da besonders die Fehlerentwicklung bei kleinen R
interessant ist� um den Nutzen einer Absenkung des Rechenaufwandes bei
der Wahl eines kleineren R zu beurteilen �siehe Abschnitt �������

Das Fehlerverhalten von Eh und Fh in Abh�angigkeit von h

Deutlich ist bei Betrachtung der Fehlerreduktionsraten in Abh�angigkeit von
h das Verhalten von Gitterpunkt� gegen�uber Nicht�Gitterpunktsystemen zu
erkennen� Die Gitterpunktsysteme weisen sowohl f�ur Eh als auch Fh bei
Halbierung der Maschenweite h �von �

�� auf �
�
 � dann auf �

���� eine Feh�
lerreduktionsrate von ���� auf �siehe Tabelle ����� Dieses Ergebnis ist zu
erwarten� da keine Ladungsverteilung statt	ndet� die N�aherung �h mit ei�
nem Mehrgitter�Verfahren und die N�aherung f�ur den Gradienten von � mit
einem Verfahren ebenfalls zweiter Ordnung �unter geeigneten Voraussetzun�
gen� berechnet wird�

Bei Nicht�Gitterpunktsystemen dagegen ergeben sich teilweise deutlich
von ���� abweichende Raten� Die getesteten Systeme zeigen f�ur Eh Raten
etwa zwischen ���� und ���� beim �Ubergang von �

�� zu �
�
 und Raten et�

wa zwischen ���� und ���� beim �Ubergang von �
�
 zu �

��� �siehe Tabellen
��� und ����� Dabei ver�andern sich die Raten f�ur ein gegebenes System in
Abh�angigkeit von R kaum� Die in Abschnitt ����� angegebenen und dis�
kutierten Absch�atzungen lassen bez�uglich h auch bei Ber�ucksichtigung der
logarithmischen Terme Raten zwischen ���� und ���� �bei den hier betrach�
teten h� erwarten� Hier treten also mit ���� deutliche Abweichungen auf�
Allerdings verhalten sich die Systeme mindestens linear� und f�ur kleinere h
scheinen die Raten Werte um ���� zu erreichen�

F�ur Fh sieht das Verhalten wieder anders aus� Betrachtet man die Abh�an�
gigkeit der Raten von R bei Nicht�Gitterpunktsystemen� so zeigen sich Spr�un�
ge der entsprechenden Kurven bei den jpi� pj jd� Die Raten f�ur � �

���
�
�
� und

� �
�
 �

�
���� bei festem R liegen je nach System zwischen ���� und ���� �siehe

Tabellen ��� und ����� Dabei steigen sie mit fallendem R� ausgehend von
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etwa ���� bis ����� geringf�ugig bis zum ersten Sprung und liegen dann oft
auf niedrigerem Niveau� Dies wiederholt sich f�ur die Umgebungen der ande�
ren jpi� pj jd� F�ur kleine R �bis zu einer gewissen Untergrenze etwa bei ����
ergeben sich schlie�lich Raten der Gr�o�enordnung ����� Im ganzen bleiben
die auftretenden Raten �bis ����� im Rahmen der erwarteten �s�o���

����� Der Ein�u� der Ladungsverteilung auf die Genauigkeit

Beobachtet man das Verhalten des Verfahrens� wenn ein Gitterpunktsystem
etwas verschoben wird� so da� es zum Nicht�Gitterpunktsystem wird und
somit Ladungsverteilungen auf Gitterpunkte n�otig sind� stellt man fest� da�
die minimalen Fehler gr�o�er werden �bei gegebenem h und jeweils � � g�unstig�
stem R��

Die Fehler bei festem h und R werden bei Eh durchg�angig gr�o�er� Diese
Fehler�Vergr�o�erungsrate ist beinahe unabh�angig von R� wird aber bei klei�
nerem h gr�o�er� F�ur h � �

�� liegt sie zwischen � und �� f�ur h � �
�
 knapp

unter ��� und f�ur h � �
��� knapp �uber ��� �siehe Tabelle �����

Anders ist das Verhalten bei Fh� Wie schon bei den vorherigen Betrach�
tungen existieren Knicke oder Spr�unge� An diesen Stellen zeigen sich in den
getesteten Beispielen sehr kleine Raten zwischen ��� und �� d�h� trotz n�oti�
ger Ladungsverteilung sind die Fehler etwas kleiner als beim entsprechenden
Gitterpunktsystem bei gleichem R und h �siehe Abbildung ����� Die ande�
ren Raten sind wesentlich gr�o�er �siehe Tabelle ����� Das Verhalten ist durch
die schon oben beschriebene unterschiedliche Gestalt der Kurven ������ f�ur
Gitterpunkt� bzw� Nicht�Gitterpunktsysteme zu erkl�aren� wie auch in Abbil�
dung ��� deutlich zu erkennen ist� Ein kleines �aber nicht zu kleines� jpi�pj jd
als R zu verwenden� erweist sich bei festem h wie schon oben als gute Wahl�

Der Unterschied der Fehler jE �Ehj f�ur das Gitterpunktsystem und ein
verschobenes System �analog f�ur maxi jjFi � Fh�ijj�� jeweils f�ur festes h und
R ist ein Ma� f�ur den durch die Ladungsverteilung induzierten Fehler� Die
Reduzierung dieses Wertes �f�ur festes R� bei Halbierung der Maschenweite h
gestaltet sich aber nicht einheitlich� F�ur Eh ist beim �Ubergang von h � �

�� zu
�
�
 die Rate fast �� beim �Ubergang von h � �

�
 zu �
��� dagegen zwischen ����

und ���� �siehe Tabelle ��
�� F�ur Fh sind diese Raten wieder R�abh�angig�
und wie oben treten auch hier Spr�unge auf� Der Grund daf�ur ist wieder die
verschiedene Gestalt der Kurven ������ f�ur Gitterpunktsysteme gegen�uber
Nicht�Gitterpunktsystemen �s�o��� Beim �Ubergang von h � �

�� zu �
�
 liegen

die Raten f�ur R rechts von der Sprungstelle �falls nur eine existiert� bei etwa
����� beim �Ubergang von �

�
 zu �
��� aber schon bei ����� F�ur R links von der

Sprungstelle sind die Raten meist �deutlich� kleiner� daf�ur aber die durch
die Ladungsverteilung induzierten Fehler gr�o�er�

Das Verhalten der trilinear gewichteten Ladungsverteilung n�ahert sich
f�ur kleinere h also dem eines Verfahrens zweiter Ordnung �auch wenn f nur
st�uckweise zweimal stetig di
erenzierbar ist��
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����� Beispielsysteme

Im folgenden sind die verwendeten Beispielsysteme angegeben� Hier gilt

�uberall jpi � pj jd � jpi � pj j�

Beispiel ���

p� � ������ ����� ������ q� � ��
p� � ������ ����� ������ q� � ��

jp� � p�j � ��������

E � ���������
F� � �������������������������������

F� � �������������������������������

Dies ist ein Beispiel f�ur ein einfaches�
�
symmetrisches� Gitterpunktsystem�

Beispiel ���

p� � ����� ���� ����� q� � ��
p� � ����� ���� ����� q� � ��

jp� � p�j � ��������

E � ���������
F� � �������������������������������
F� � �������������������������������

Bei diesem und dem folgenden Beispiel mu
 dagegen die Ladungsverteilung durchgef�uhrt
werden�

Beispiel ���

p� � ������ ����� ������ q� � ��
p� � ������ ����� ������ q� � ��

jp� � p�j � ��������

E � ���������
F� � �������������������������������
F� � �������������������������������

Beispiel �
�

p� � �������� ������� �������� q� � ��
p� � �������� ������� �������� q� � ��
p� � �������� ������� �������� q� � ��

jp� � p�j � ��������

jp� � p�j � ��������

jp� � p�j � ��������

E � ���������
F� � �������������������������������
F� � �������������������������������

F� � �������������������������������

Hierbei handelt es sich um ein ��Teilchen�Gitterpunktsystem�
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Beispiel ���

p� � �������� ������� �������� q� � ��
p� � �������� ������� �������� q� � ��

jp� � p�j � ��������

E � ���������
F� � �������������������������������
F� � �������������������������������

Dieses Beispiel stellt ein Teilsystem von ��� dar� wobei das Punktepaar mit dem kleinsten
Abstand ausgew�ahlt wurde�

Beispiel ���

p� � �������� ������� �������� q� � ��
p� � �������� ������� �������� q� � ��

Die restlichen Werte sind mit denen in Beispiel ��� identisch� weil das System lediglich
verschoben wurde�

Beispiel ���

p� � �������� ������� �������� q� � ��
p� � �������� ������� �������� q� � ��
p� � �������� ������� �������� q� � ��

Die restlichen Werte sind mit denen in Beispiel ��� identisch� weil das System lediglich
verschoben wurde�

Beispiel ���

p� � ����� ����� ����� q� � ��
p� � ����� ����� ����� q� � ��
p� � ����� ����� ����� q� � ��

jp� � p�j � ��������

jp� � p�j � ��������

jp� � p�j � ��������

E � ���������
F� � �������������������������������
F� � �������������������������������
F� � �������������������������������

Dieses Beispiel stellt ein ��Teilchen�System dar� bei dem die Ladungsverteilung durch�
gef�uhrt werden mu
�

����� Zusammenfassung

Die in �
�� vertretene Meinung� die Konvergenzordnungen des Verfahrens
seien im wesentlichen O�h�R��� f�ur Eh und O�h�R�
� f�ur Fh� stellt ledig�
lich eine grobe Tendenz dar� Tats�achlich geben beide Ausdr�ucke vor allem
nicht die Knicke bzw� Spr�unge der Fehlerkurven f�ur Fh sowie die stellenweise
deutlichen Abweichungen von h� bzw� R�� und R�
 wieder� F�ur kleine h
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�� �
���� scheint sich eine Proportionalit�at zu h� oder zu einem nur etwas

schlechteren Wert �Auswirkung logarithmischer Terme� einzustellen� bzgl�
R bleiben aber wohl auch bei kleineren h Steigungs�anderungen und Abwei�
chungen bei Eh �R�
� oder bei Fh �R��� je nach Gr�o�e von R bestehen�

��� Fazit und Ausblick

Die neue Methode stellt eine Alternative zu den bisherigen Verfahren dar�
mu� allerdings noch optimiert werden� Hinsichtlich des Rechenaufwandes ist
der vorgestellte Algorithmus zwar ein O����Verfahren� jedoch ist die Pro�
portionalit�atskonstante noch zu gro�� Auch die Genauigkeit sollte noch et�
was verbessert werden� um �bei gesenktem Rechenaufwand� in Konkurrenz
zu den in Kapitel � vorgestellten FFT� und Multipole�Verfahren treten zu
k�onnen� Einige M�oglichkeiten zur Verbesserung des Algorithmus werden im
folgenden genannt�

Der Vorteil der Verwendung eines Mehrgitter�Verfahrens wie �����FR�D
anstatt etwa einer dreidimensionalen Fast�Fourier�Transformation besteht
vor allem darin� da� es sehr gut parallelisiert werden kann �siehe �
���� Dies
tri
t ebenfalls auf den aufwendigen zweiten Schritt der Berechnung �siehe
������ zu� wenn man das System nicht jeweils von einem pi� sondern von
einem Gitterpunkt aus betrachtet� nacheinander die Abst�ande �gemessen in
j � jd� zu den pi bzw� den acht um pi liegenden Gitterpunkten berechnet und
die entsprechenden �hilf � jeweils gewichtet mit dem Ladungsanteil� addiert�
Die Parallelisierung sollte in einem optimierten Algorithmus zur Verk�urzung
der Rechenzeit genutzt werden�

Um m�oglichst genaue Werte bei kleinem Rechenaufwand zu erhalten�
sollten vor allem bei gr�o�eren Systemen noch Untersuchungen zur Wahl von
R �siehe Abschnitt ���� und � durchgef�uhrt werden�

Weiterhin ist es m�oglich� die Genauigkeit der Werte Eh und Fh zu
erh�ohen� indem zur Berechnung von � beispielsweise ein Mehrgitter�Verfah�
ren mit einem kompakten ���Punkte�Di
erenzenschema vierter Ordnung
��D�Mehrstellendiskretisierung �fourth�order scheme� FOS�� siehe �
�� 
����
Full Weighting und Red�Black�Gau��Seidel verwendet wird� Bei der Ver�
wendung von Diskretisierungen h�oherer Ordnung kann auch an ein Defekt�
Korrektur�Verfahren �siehe �
��� gedacht werden�

Au�erdem sollte zus�atzlich versucht werden� ein anderes Verfahren zur
Ladungsverteilung� d�h� letztlich zur Berechnung von fh� zu 	nden� das zwar
genauer� aber nicht wesentlich aufwendiger als die Verteilung auf die jeweils
umliegenden acht Gitterpunkte mittels trilinearer Wichtungsfaktoren si ist�
Vielleicht erweisen sich auch in den Umgebungen der pi lokal verfeinerte
Gitter als einsetzbar�

Zur Ausdehnung des Verfahrens auf realistischere Systeme m�ussen in der
Berechnung zus�atzlich noch beispielsweise die Beitr�age der Bindungsl�angen�
der Valenz� und Torsionswinkel und der van der Waals� und Dipol�Wechsel�
wirkungen zu E und Fi ber�ucksichtigt werden� au�erdem die Bewegung der
Molek�ule im Raum� Die M�oglichkeit� sehr genaue Werte der elektrostatischen
Gr�o�en f�ur jeden Zeitpunkt erhalten zu k�onnen� ist entscheidend wichtig bei
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der Betrachtung realistischer Systeme� die oft eine starke Zeitabh�angigkeit
zeigen�

Insbesondere f�ur sehr gro�e Teilchensysteme ist dann ein intensiver Ver�
gleich mit dem Verhalten e�zienter aktueller� eventuell parallelisierter Ver�
fahren n�otig� um zu entscheiden� ob die neue� optimierte Methode eine Kon�
kurrenz hinsichtlich Genauigkeit und Rechenaufwand darstellt�

Bemerkung� Die FORTRAN�Programme aus den Kapiteln � und � sowie
das Programm CHEM �siehe Abschnitt ������ sollen im Internet unter

http�##www�gmd�de#SCAI#

zur Verf�ugung gestellt werden�

��	 Tabellen und Abbildungen

Abbildung ���� Die Auftragung ������ f�ur Beispiel �
�� Die Graphen f�ur die
anderen Beispiele sehen �ahnlich aus�
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Abbildung ���� Die Auftragung ������ f�ur Beispiel ���� Die Graphen f�ur die
Beispiele ��� und ��� sehen �ahnlich aus�

R RE�� RE�� RF�� RF��

���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������

Tabelle ���� Raten f�ur Beispiel ���� Dabei bedeuten RE�� ��
jE�E����j
jE�E����j �

RE�� ��
jE�E����	j
jE�E���� j � RF�� ��

maxi jjFi�F�����i jj�
maxi jjFi�F�����i jj� RF�� ��

maxi jjFi�F����	�i jj�
maxi jjFi�F�����i jj�

�auch in den Tabellen ���� ��� und �����

Bsp� � Bsp� � Bsp� � Bsp� �
R RE�� RE�� RE�� RE�� RE�� RE�� RE�� RE��

���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

Tabelle ���� Raten f�ur die Beispiele ���� ���� �
� und ����
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Abbildung ���� Die Auftragung ������ f�ur Beispiel ���� Die Graphen f�ur die
Beispiele ���� ���� �
� und ��� sehen �ahnlich aus�

Abbildung ���� Die Auftragung ������ f�ur Beispiele ��� und ��� f�ur h � �
��� �

Bsp� � Bsp� � Bsp� � Bsp� �
R RF�� RF�� RF�� RF�� RF�� RF�� RF�� RF��

���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

Tabelle ���� Raten f�ur die Beispiele ���� ���� �
� und ����



	��� TABELLEN UND ABBILDUNGEN ���

R RE�� RE�� RF�� RF��

����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������
����� ������ ������ ������ ������

Tabelle ���� Raten f�ur Beispiel ����

R RE����� RE����� RE�����	 RF����� RF����� RF�����	

���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������� ������� �������
���� ������ ������ ������ �������� ��������� ��������

Tabelle ���� Beispiele ��� und ��� im Vergleich� RE�h und RF�h bezeichnen die
�Vergr�o�erungs��Raten des Fehlers beim �Ubergang vom Gitterpunktsystem
��� zum Nichtgitterpunktsystem ����

R RE�� RE�� RF�� RF��

���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������� ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������
���� ������ ������ ������ ������

Tabelle ��
� Beispiele ��� und ��� im Vergleich� Die RE�i und RF�i bezeich�
nen die �Verkleinerungs��Raten des Unterschiedes zwischen dem Fehler des
Wertes Eh bzw� Fh f�ur das Gitterpunktsystem ��� und dem entsprechenden
Wert f�ur das Nichtgitterpunktsystem ��� �beim �Ubergang von ���� zu ��
�
�i � �� bzw� von ��
� zu ����� �i � ����
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Anhang A

Erg�anzungen

A�� Beweis der Behauptung ������

In diesem Abschnitt soll die G�ultigkeit der Behauptung ������ aus Abschnitt
����� nachgewiesen werden�

dim�Kern�eCh�� � � �

Es ist bereits bekannt �siehe ������� da� die �N � �� � �N � ���Matrix eCh

singul�ar ist� da� also

Rang� eCh� � N�A���

gilt� Zeigt man nun noch� da� auch

Rang� eCh� � N�A���

gilt� erh�alt man insgesamt Rang� eCh� � N und somit die G�ultigkeit der
Gleichung ������� Zum Beweis von �A��� werden folgende Lemmata ben�otigt�

Lemma 
 � Gegeben sei f�ur N � N�� die �N � ��� �N � ���Matrix

fMN �

��������
�� � ��

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �
� � �

�� � ��

�� � �

�������� �

Diese Matrix l�a�t sich durch geeignete Zeilenumformungen auf folgende Ge�
stalt bringen�

cMN �

��������
�� � ��

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �
� � �

�� � ��

� ��N � �� N � �

�������� �

���
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Beweis durch vollst�andige Induktion �uber N �

F�ur N � � ergibt sich die Behauptung durch einfaches Ausrechnen� Gelte
nun die Behauptung f�ur N � �� fMN�� hat folgende Gestalt�

fMN�� �

����������

�� � ��
� � �

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �

�� � ��

�� � ��

�� � � �

����������
�

O
enbar ist fMN in fMN�� enthalten �n�amlich in
�
zwei Teilen�� links oben

und links unten�� und zwar so� da� sich fMN�� nach Induktionsvoraussetzung
also in folgende Matrix umformen l�a�t�

MN�� �

����������

�� � ��
� ��

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �

�� � ��

�� � ��

� ��N � �� N � � �

����������
�

Eine weitere Umformung der letzten Zeile mit Hilfe der vorletzten liefert
dann sofort cMN��� �

Lemma � � Gegeben sei nun f�ur N � N�� und h � �
N die �N�����N����

Matrix

eCh �

����������������

� �� ��
�� � ��

�� � ��
� � �

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �

�� � ��

�� � ��
�� � ��

�� � � �� �

����������������
�

Diese Matrix l�a�t sich durch geeignete Zeilenumformungen auf folgende Ge�
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stalt bringen�

bCh �

����������������

� �� ��
�� � ��

�� � ��
� � �

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �

�� � ��

�� � ��
�� � ��

� � � �N N

����������������
�

Beweis� O
enbar ist die Matrix fMN in eCh �
enthalten�� Daher kann man

also eCh nach obigem in folgende Matrix umformen�

-Ch �

����������������

� �� ��
�� � ��

�� � ��
� ��

� � �
� � �

� � �
� � �

� � �

�� � ��

�� � ��
�� � ��

� ��N � �� N � � �� �

����������������
�

Eliminiert man nun in der letzten Zeile mit Hilfe der drittletzten und dann
der vorletzten Zeile den viertletzten und dann den drittletzten Eintrag� so
ergibt sich sofort die Matrix bCh� �

Aus dem letzten Lemma folgt sofort die G�ultigkeit von �A���� womit also
auch ������ bewiesen ist� �

A�� Beweis der Gleichungen �����

O
ensichtlich gilt f�ur x� y � R�� x �� y und n � N �d� �

G�S � x� y� � G�S � x � n� y� �Periodizit�at� �

G�S � x� y� � G�S � y� x� �Symmetrie� ��A���

G�S � x� y� �� � G�S � x� y� �Translationsinvarianz� �

Die Funktion G als Grenzwert der G�S � �� �� besitzt o
enbar auch diese
Eigenschaften� ist also insbesondere d�periodisch und kann daher mit einer
Funktion auf dem Torus T ��d� identi	ziert werden� Die Charakterisierung
von G durch ����� wird nun im folgenden Satz bewiesen�
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Satz � � Es gelten folgende Gleichungen�

�(xG�x� y� � �	
X

n�N 
d�

�y�n�x�� �	

d�
C��� �

lim
x�y

�
G�x� y�� �

jx� yj
�

� � �

Beweis� Aus

r �

jxj � � �

jxj�x �

(
�

jxj � ��	���x� �

r��jxj�S� �
���jxj�S�

Sjxj x �

(��jxj�S� �
����jxj�S�

Sjxj �
����jxj�S�

S�

erh�alt man

(

�
��jxj�S�

jxj
�

� �(��jxj�S��
�

jxj � �r��jxj�S� � r �

jxj � ��jxj�S�(
�

jxj
�
����jxj�S�

S�jxj � ��jxj�S��	���x�

�
����jxj�S�

S�jxj � �	���x�

wegen ���� � �� Daraus folgt nun

�(xG�S � x� y� � �
X

n�N 
d�

�
����jx� y � nj�S�

S�jx� y � nj � �	�y�n�x�

�

� �	
X

n�N 
d�

�y�n�x�� �

S�

X
n�N 
d�

����jx� y � nj�S�

jx� y � nj �

Die Berechnung des Grenzwertes des zweiten Termes der rechten Seite ergibt
unter Verwendung von ����� und der schalenweisen Integration�

lim
S��

�

S�

X
n�N

����jz � nj�S�

jz � nj � lim
S��

�

d�

X
�n�
z�N 
d���S

����j�nj�
j�nj

d�

S�

�
�

d�

Z
R�

����jxj�
jxj dx

�
�

d�
�	

Z �

�
r����r�dr

�
�	

d�
C��� �
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und insgesamt erh�alt man

lim
S��

�(xG�S � x� y� � �	
X

n�N 
d�

�y�n�x�� �	

d�
C��� �

und damit den ersten Teil der Behauptung� Der zweite Teil folgt aus der
Tatsache� da� auch die G�S � x� y� diese Eigenschaft haben� �
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